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คํานํา 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) มีหนาท่ีในการ

พัฒนาหลักสูตร วิธีการเรียนรู การประเมินผล การจัดทําหนังสือเรียน คูมือครู แบบฝก

ทักษะ กิจกรรม และสื่อการเรียนรูเพ่ือใชประกอบการเรียนรูในกลุมสาระการเรียนรู

วิทยาศาสตรและคณิตศาสตรของระดับการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน 

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๕ เลม ๒ นี้ จัดทําตาม 

ผลการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร

แกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีเนื้อหาสาระ ขอเสนอแนะ

เก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวิเคราะหความสอดคลองของแบบฝกหัดทายบทกับจุดมุงหมายประจําบท ความรูเพ่ิมเติม

สําหรับครู ซ่ึงเปนความรูท่ีครูควรทราบนอกเหนือจากเนื้อหาในหนังสือเรียน ตัวอยาง

แบบทดสอบประจําบทพรอมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝกหัด ซ่ึงสอดคลองกับหนังสือเรียน

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๕ เลม ๒ ท่ีตองใชควบคูกัน 

 สสวท. หวังเปนอยางยิ่งวา คูมือครูเลมนี้จะเปนประโยชนตอการจัดการเรียนรู 

และเปนสวนสําคัญในการพัฒนาคุณภาพและมาตรฐานการศึกษากลุมสาระการเรียนรู

คณิตศาสตร ขอขอบคุณผูทรงคุณวุฒิ บุคลากรทางการศึกษา และหนวยงานตาง ๆ ท่ีมีสวน

เก่ียวของในการจัดทําไว ณ โอกาสนี้ 
             
 
 
 
 

                                  
(ศาสตราจารยชูกิจ  ลิมปจํานงค) 

   ผูอํานวยการสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

  



คําชี้แจง 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดจัดทําผลการ
เรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 
๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเนนเพ่ือ
ตองการพัฒนาผูเรียนใหมีความรูความสามารถทางคณิตศาสตรท่ีทัดเทียมกับนานาชาติ 
ดวยการลงมือปฏิบัติทํากิจกรรมและแกปญหาท่ีหลากหลายเพ่ือใหผูเรียนเกิดทักษะและ
กระบวนการทางคณิตศาสตร รวมท้ังมีทักษะแหงศตวรรษท่ี ๒๑  สสวท. จึงไดจัดทําคูมือครู
ประกอบการใชหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๕ เลม ๒  
ท่ีเปนไปตามมาตรฐานหลักสูตร เพ่ือเปนแนวทางใหโรงเรียนนําไปจัดการเรียนการสอนใน 
ชั้นเรียน 
 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๕ เลม ๒ นี้ ประกอบดวย
เนื้อหาสาระ ขอเสนอแนะเก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การ
วัดผลประเมินผลระหวางเรียน การวิเคราะหความสอดคลองของแบบฝกหัดทายบทกับ
จุดมุงหมายประจําบท ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูซ่ึงเปนความรูท่ีครูควรทราบนอกเหนือจาก
เนื้อหาในหนังสือเรียน ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทพรอมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝกหัด  
ซ่ึงครูผูสอนสามารถนําไปใชเปนแนวทางในการวางแผนการจัดการเรียนรู ใหบรรลุ
จุดประสงคท่ีตั้งไว โดยสามารถนําไปจัดกิจกรรมการเรียนรูไดตามความเหมาะสมและความ
พรอมของโรงเรียน  ในการจัดทําคูมือครูเลมนี้ ไดรับความรวมมือเปนอยางดียิ่งจาก
ผูทรงคุณวุฒิ คณาจารย นักวิชาการอิสระ รวมท้ังครูผูสอน นักวิชาการ จากสถาบัน และ
สถานศึกษาท้ังภาครัฐและเอกชน จึงขอขอบคุณมา ณ ท่ีนี้  
 สสวท. หวังเปนอยางยิ่งวา คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษา 
ปท่ี ๕ เลม ๒ นี้ จะเปนประโยชนแกผูสอนและผูท่ีเก่ียวของทุกฝาย ท่ีจะชวยใหจัดการศึกษา
ดานคณิตศาสตรไดอยางมีประสิทธิภาพ หากมีขอเสนอแนะใดท่ีจะทําใหคูมือครูเลมนี้ 
มีความสมบูรณยิ่งข้ึน โปรดแจง สสวท. ทราบดวย จะขอบคุณยิ่ง 
 

 

                                           สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
                                                              กระทรวงศึกษาธิการ 
 

  



แนะนําการใชคูมือครู 
 

ในหนังสือเลมนี้แบงเปน 3 บท ตามหนังสือเรียนหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 
ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 โดยแตละบทจะมีสวนประกอบ ดังนี้ 
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รูปธรรม นําไปใชในการกําหนดเนื้อหา จัดทําหนวยการเรียนรู จัดการเรียนการสอน 
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กิจกรรมท่ีคูมือครูเลมนี้เสนอแนะไวใหครูนําไปใชในชั้นเรียน ประกอบดวยกิจกรรม
นําเขาสูบทเรียน ท่ีใชเพ่ือตรวจสอบความรูกอนหนาท่ีนักเรียนจําเปนตองทราบกอน
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   บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  บทท่ี 1  

จํานวนเชิงซอน 

 

วิวัฒนาการของจํานวนในระบบจํานวนจริง แสดงใหเห็นวา จํานวนตาง ๆ เกิดข้ึนจากความจําเปน
ของมนุษยในการท่ีจะแกปญหา จํานวนใหมท่ีเกิดข้ึนนั้น นอกจากจะทําใหแกปญหาตามตองการ
ไดแลว ยังกอใหเกิดความรูและทฤษฎีใหม ๆ อีกดวย จํานวนเชิงซอนเปนจํานวนท่ีสรางจากการ
ขยายระบบจํานวนจริง นอกจากจํานวนเชิงซอนจะมีประโยชนทางพีชคณิตแลว จํานวนเชิงซอนยัง
สามารถนําไปประยุกตอยางกวางขวางกับสาขาตาง ๆ เชน วิทยาศาสตร วิศวกรรมศาสตร โดยใน
หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอบทนิยามของ
จํานวนเชิงซอน สมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนเชิงซอน รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน กราฟและคา
สัมบูรณของจํานวนเชิงซอน รูปเชิงข้ัวของจํานวนเชิงซอน รากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน และสมการ
พหุนามตัวแปรเดียว 
 
ในบทเรียนนี้มุงใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุจุดมุงหมาย
ดังตอไปนี้ 
 

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 
• เขาใจจํานวนเชิงซอนและใชสมบัติของ

จํานวนเชิงซอนในการแกปญหา  
• หารากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน  

เม่ือ n  เปนจํานวนนับท่ีมากกวา 1  
• แกสมการพหุนามตัวแปรเดียวดีกรี 

ไมเกินสี่ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็ม 
และนําไปใชในการแกปญหา 
 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 
• จํานวนเชิงซอนและสมบัติของ

จํานวนเชิงซอน 
• จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัว 
• รากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน เม่ือ n  

เปนจํานวนนับท่ีมากกวา 1 
• สมการพหุนามตัวแปรเดียว 

 

 



     
     
     

 บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน   
 

  2 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
จุดมุงหมาย 

1. ใชความรูเก่ียวกับจํานวนเชิงซอนในการแกปญหา 
2. หารากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน 
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ความรูกอนหนา 

• จํานวนจริง 
• เรขาคณิตวิเคราะห 
• ฟงกชันตรีโกณมิติ 
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1.1 เนื้อหาสาระ  
1. บทนิยาม 1 

จํานวนเชิงซอน คือ คูอันดับ ( ),a b  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง  

และกําหนดการเทากัน การบวก และการคูณของจํานวนเชิงซอน ดังนี้ 
สําหรับจํานวนเชิงซอน ( ),a b  และ ( ),c d  

1) การเทากัน  
( ),a b = ( ),c d  ก็ตอเม่ือ =a c  และ =b d  

2) การบวก 
( ),a b + ( ),c d  = ( ),a c b d+ +   

3) การคูณ 
( ) ( ), ,a b c d⋅  = ( ),ac bd ad bc− +   

อาจเขียนแทน ( ) ( ), ,a b c d⋅  ดวย ( )( ), ,a b c d  และเขียนแทนเซตของจํานวนเชิงซอน

ท้ังหมดดวยสัญลักษณ    
2. เม่ือเขียนแทนจํานวนเชิงซอน ( )0, 1  ดวยสัญลักษณ i  จะไดวา 2 1i = −   

3. จํานวนเชิงซอน ( ),a b  สามารถเขียนแทนไดดวยสัญลักษณ a bi+   

4. บทนิยาม 2 
สําหรับจํานวนเชิงซอน ( ),=z a b  หรือ z a bi= +  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง 

เรียก a  วา สวนจริง ของ z  และเขียนแทนดวย ( )Re z   

เรียก b  วา สวนจินตภาพ ของ z  และเขียนแทนดวย ( )Im z  

5. จํานวนเชิงซอนท่ีมีสวนจินตภาพเปนศูนย คือ จํานวนจริง  
 จํานวนเชิงซอนท่ีมีสวนจริงเปนศูนยแตสวนจินตภาพไมเปนศูนย เรียกวา จํานวนจินตภาพแท 
6. เอกลักษณการบวก ในระบบจํานวนเชิงซอน คือ ( )0, 0  หรือ 0   

7. ตัวผกผันการบวก ของจํานวนเชิงซอน z  เขียนแทนดวย −z   
เม่ือ z a bi= +   จะได z a bi− = − −  

8. บทนิยาม 3  
สําหรับจํานวนเชิงซอน z  และ w  จะไดวา ( )− = + −z w z w  

9. เอกลักษณการคูณ ในระบบจํานวนเชิงซอน คือ ( )1, 0  หรือ 1  
  



     
     
     

 บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน   
 

  4 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

10. ตัวผกผันการคูณ ของจํานวนเชิงซอน z  เขียนแทนดวย 1−z   

เม่ือ z a bi= +   และ 0z ≠  จะไดวา 1
2 2 2 2

− = −
+ +
a bz i

a b a b
 

11. บทนิยาม 4  
สําหรับจํานวนเชิงซอน z  และ w  ซ่ึง 0w ≠  จะไดวา 1−÷ =z w zw  และเขียนแทน ÷z w   

ดวย z
w

 

12. ระบบจํานวนเชิงซอนสอดคลองกับสมบัติท่ีเก่ียวของกับการบวกและการคูณ ซ่ึงเรียกวา
สมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนเชิงซอน สามารถสรุปไดดังนี้ 
ให 1 2, ,z z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

สมบัติ การบวก การคูณ 

สมบัติปด   1) 1 2+ ∈z z    6)  1 2 ∈z z  

สมบัติการสลับท่ี   2) 1 2 2 1+ = +z z z z    7)  1 2 2 1=z z z z  

สมบัติการเปลี่ยนหมู   3) ( ) ( )1 2 3 1 2 3+ + = + +z z z z z z    8)  ( ) ( )1 2 3 1 2 3=z z z z z z  

สมบัติการมีเอกลักษณ   4) 0 0+ = = +z z z  

เรียก 0  วา เอกลักษณการบวก 

  9)  1 1⋅ = = ⋅z z z  

 เรียก 1 วา เอกลักษณการคูณ 
สมบัติการมีตัวผกผัน   5) ( ) ( )0+ − = = − +z z z z  

 เรียก −z  วา ตัวผกผันการบวก 
 หรืออินเวอรสการบวกของ z  

10) ถา 0≠z  แลว
 1 11− −⋅ = = ⋅z z z z  

 เรียก 1−z  วา ตัวผกผันการคูณ  
 หรืออินเวอรสการคูณของ z  

สมบัติการแจกแจง 11) ( )1 2 3 1 2 1 3+ = +z z z z z z z  

13. บทนิยาม 5 
ให z a bi= +  เปนจํานวนเชิงซอน  
สังยุค ของ z   คือ a bi−   

14. สังยุคของ z  เขียนแทนดวย z  ซ่ึง z a bi a bi= + = −   
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15. ทฤษฎีบท 1 
ให 1,z z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

1) ( ) ( )1Re
2

z z z= +  และ ( ) ( )1Im
2

= −z z z
i

 

2) z z=  

3) 
1 1 =  

 z z
   เม่ือ  0≠z  

4) 1 2 1 2z z z z+ = +     

5) 1 2 1 2z z z z− = −     

6) 1 2 1 2z z z z=     

7) 1 1

2 2

z z
z z

 
= 

 
   เม่ือ  2 0≠z  

16. บทนิยาม 6 
ให z  เปนจํานวนเชิงซอนใด ๆ รากท่ีสองของ z  คือ จํานวนเชิงซอน w  ซ่ึง 2 =w z  

17. ถา w  เปนรากท่ีสองของ z  แลว w−  จะเปนรากท่ีสองของ z  ดวย และรากท่ีสองของ
จํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองจํานวนเทานั้น 

18. ทฤษฎีบท 2 
กําหนดจํานวนเชิงซอน = +z a bi  และให 2 2= +r a b จะไดวารากท่ีสองของ z  คือ 

2 2
 + −

± +  
 

r a r a i    เม่ือ 0≥b  

2 2
 + −

± −  
 

r a r a i    เม่ือ 0<b  

19. ทฤษฎีบท 3 
ให  ,a b  และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ 0≠a  จะไดวาคําตอบของสมการกําลังสอง

2 0+ + =ax bx c  คือ 

 
2 4

2
b b ac

a
− ± −     เม่ือ 2 4 0− ≥b ac  

 และ 
2 4

2

− ± −b b ac i

a
    เม่ือ 2 4 0− <b ac  
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20. เนื่องจากจํานวนเชิงซอนอาจเขียนอยูในรูปของคูอันดับ ( ),a b  หรือในรูป a bi+   โดยท่ี a   

เปนสวนจริง และ b   เปนสวนจินตภาพ ดังนั้น อาจแทนจํานวนเชิงซอน ( ),a b  ใด ๆ ดวยจุด

ในระนาบไดเชนเดียวกับการแทนคูอันดับในความสัมพันธใด ๆ ดวยจุดในระนาบในระบบ
พิกัดฉาก และเรียกแกน X  วา แกนจริง เรียกแกน Y วา แกนจินตภาพ  และเรียกระนาบ
นี้วา ระนาบเชิงซอน 

21. บทนิยาม 7 
คาสัมบูรณ ของจํานวนเชิงซอน a bi+   คือ จํานวนจริง 2 2a b+   
นั่นคือ 2 2a bi a b+ = +   

22. คาสัมบูรณของ +a bi  คือ ระยะทางระหวางจุด ( )0,0  และ ( ),a b  

23. ทฤษฎีบท 4 
ให 1,z z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

1) 2 =z z z  
2) = − =z z z  

3) 1 1
=

z z
  เม่ือ 0≠z  

4) 1 2 1 2=z z z z  
5) 1 2 1 2+ ≤ +z z z z  

6) 1 2 1 2z z z z− ≥ −   

24. ถา 1z a bi= +   และ 2z c di= +  เปนจํานวนเชิงซอน แลวคาสัมบูรณของ 1 2z z−   หรือ 

1 2z z−  หมายถึง ระยะทางระหวางจุด ( )0, 0  และจุดท่ีแสดงจํานวนเชิงซอน 1 2z z−  ใน

ระนาบเชิงซอน  
25. รูปเชิงข้ัวของจํานวนเชิงซอน 

ถา z x yi= +  เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมเปนศูนย จะสามารถเขียนแสดง z  ดวยเวกเตอรใน
ระนาบเชิงซอนไดดังนี้ 
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เม่ือกําหนดให r  แทนระยะทางระหวางจุดกําเนิด O  กับ z  และ θ  เปนขนาดของมุม ซ่ึงถา
วัดมุมทวนเข็มนาฬิกาจากแกน X  ทางดานบวกไปยัง Oz



 จะได 0θ >  และถาวัดมุมตาม
เข็มนาฬิกาจากแกน X  ทางดานบวกไปยัง Oz



 จะได 0θ <  และไดความสัมพันธดังนี้ 
cosθ=x r    และ   sinθ=y r  

นอกจากนี้ ยังไดความสัมพันธท่ีทําใหหา r  และ θ  จาก x  และ y  ดังนี้ 
2 2= = +r z x y    และ   tanθ =

y
x

  เม่ือ 0≠x  

ดังนั้น อาจเขียนจํานวนเชิงซอน z  ในรูป r  และ θ  ไดดังนี้  
( )cos sinθ θ= +z r i     

การเขียนจํานวนเชิงซอนในรูป ( )cos sinθ θ+r i  เรียกวา รูปเชิงข้ัว ของ z   

และเรียก θ  วา อารกิวเมนต ของ z  
26. สําหรับทุกจํานวนเต็ม k  ถา θ  เปนอารกิวเมนตของจํานวนเชิงซอน z  แลว 2k+θ π  เปน

อารกิวเมนตของ z  ดวย 

27. ให ( )1 1 1 1cos sinz r iθ θ= +  และ ( )2 2 2 2cos sinz r iθ θ= +  เปนจํานวนเชิงซอน ถา 1 2z z=  

จะไดวา 1 2z z=  นั่นคือ 1 2r r=  และเนื่องจาก 1 2cos cosθ θ=  และ 1 2sin sinθ θ=   

ก็ตอเม่ือ 1 2 2kθ θ π− =  เม่ือ k  เปนจํานวนเต็ม ดังนั้น 1 2z z=  ก็ตอเม่ือ 1 2r r=  และ 

1 2 2kθ θ π− =  เม่ือ k  เปนจํานวนเต็ม 
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28. ทฤษฎีบท 5 
 ให ( )1 1 1 1cos sinz r iθ θ= +  และ ( )2 2 2 2cos sinz r iθ θ= +  โดยท่ี 1 0≠z  และ 2 0≠z   

จะไดวา 
1) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r iθ θ θ θ= + + +   

2) ( )2 2
2 2

1 1 cos sini
z r

θ θ= −   

3) ( ) ( )( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz r i
z r

θ θ θ θ= − + −   

4) ( ) ( )( )1 1 1 1cos sinz r iθ θ= − + −   

29. ทฤษฎีบท 6 ทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร 
ให ( )cos sinθ θ= +z r i  เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมเปนศูนย และ n  เปนจํานวนเต็มบวก  

จะไดวา  
( )cos sin= +n nz r n i nθ θ  

30. ทฤษฎีบท 7 
ถา ( )cos sinθ θ= +z r i  เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมเปนศูนย และ n  เปนจํานวนเต็ม แลว 

( )cos sin= +n nz r n i nθ θ  
31. ทฤษฎีบท 8  

ถา ( )cos sin= +w r iθ θ  เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมเปนศูนย แลว รากท่ี n  ของ w  มี

ท้ังหมด n  รากท่ีแตกตางกัน  คือ  
2 2cos sinn k kz r i
n n

θ π θ π + +   = +    
    

 เม่ือ { }0, 1, , 1∈ −k n   

32. ทฤษฎีบท 9 ทฤษฎีบทหลักมูลของพีชคณิต 
ให ( )p x  เปนพหุนามท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริงและมีดีกรีมากกวาศูนย  

จะไดวาสมการ ( ) 0=p x  จะมีคําตอบท่ีเปนจํานวนเชิงซอนอยางนอยหนึ่งคําตอบ 

33. ทฤษฎีบท 10 ทฤษฎีบทตัวประกอบ 
ให ( ) 1 2

1 2 1 0
n n n

n n np x a x a x a x a x a− −
− −= + + + + +  เปนพหุนาม โดยท่ี n  เปนจํานวน

เต็มบวก และ 1 2 1 0, , , , ,n n na a a a a− −   เปนจํานวนจริง ซ่ึง 0≠na สําหรับจํานวนจริง c  ใด ๆ 
จะไดวา  

พหุนาม  ( )p x  มี −x c  เปนตัวประกอบ ก็ตอเม่ือ ( ) 0=p c  
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34. ทฤษฎีบท 11 ทฤษฎีบทตัวประกอบตรรกยะ  
ให ( ) 1 2

1 2 1 0
n n n

n n np x a x a x a x a x a− −
− −= + + + + +  เปนพหุนาม โดยท่ี n  เปนจํานวน

เต็มบวก และ 1 2 1 0, , , , ,− − n n na a a a a  เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง 0≠na   

ถา −
kx
m

 เปนตัวประกอบของพหุนาม ( )p x  โดยท่ี m  และ k  เปนจํานวนเต็ม ซ่ึง 0≠m  

และ ห.ร.ม. ของ m  และ k  เทากับ 1 แลว m  หาร na  ลงตัว และ k  หาร 0a  ลงตัว 
35. ทฤษฎีบท 12  

ให ( )p x  เปนพหุนามท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริงและมีดีกรี n  เม่ือ 1≥n  จะไดวาสมการ 

( ) 0=p x  จะมีคําตอบท่ีเปนจํานวนเชิงซอนท้ังหมด n  คําตอบ เม่ือนับคําตอบท่ีซํ้ากัน 

36. ทฤษฎีบท 13  
ถาจํานวนเชิงซอน z  เปนคําตอบของสมการพหุนาม   

1
1 1 0n n

n nx a x a x a−
−+ + + + =  

โดยท่ีสัมประสิทธิ์ 1 2 3, , , , na a a a  เปนจํานวนจริง แลว z  จะเปนคําตอบของสมการ 
พหุนามนี้ 

 
 



     
     
     

 บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน   
 

  10 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2   
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

1.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน  

จํานวนเชิงซอน 

 

 
กิจกรรม : แกสมการพหุนาม 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง จํานวนเชิงซอน โดยนักเรียนจะไดเห็นความ
จําเปนของการขยายระบบจํานวนจริงเปนระบบจํานวนเชิงซอนจากการหาคําตอบของสมการ
พหุนาม  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ และใหนักเรียนแตละ

กลุมหาคําตอบท่ีเปนจํานวนจริงของสมการพหุนาม 3 0, 2 0, 2 1 0− = + = − =x x x  

และ  2 7 0− =x    
แนวคําตอบ  
• คําตอบของสมการพหุนาม 3 0x − =  คือ 3  

• คําตอบของสมการพหุนาม 2 0x + =  คือ 2−  

• คําตอบของสมการพหุนาม 2 1 0x − =  คือ 1
2

 

• คําตอบของสมการพหุนาม 2 7 0− =x  คือ 7  และ 7−  

2. จากคําตอบท่ีไดในขอ 1 ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบของ
สมการพหุนามท่ีกําหนดใหวาเปนสมาชิกของเซตใด 
แนวคําตอบ  

คําตอบของสมการพหุนามท่ีกําหนดใหเปนสมาชิกของเซตของจํานวนจริง   
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3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมหาคําตอบของสมการพหุนาม 2 1 0x + =   และอภิปรายวา สมการ
ดังกลาวมีคําตอบเปนจํานวนจริงหรือไม เพราะเหตุใด 
แนวคําตอบ  

เนื่องจาก 2 0x ≥  จะไดวา 2 1 0x + >  ดังนั้น ไมมีจํานวนจริงใดเปนคําตอบของสมการ

พหุนาม 2 1 0x + =   
หมายเหตุ 
• เม่ือจบกิจกรรมนี้แลว ครูควรเชื่อมโยงการแกสมการพหุนามในกิจกรรมนี้กับเนื้อหา เรื่อง 

จํานวนเชิงซอน โดยอธิบายวานักคณิตศาสตรสรางเซตของจํานวนในระบบใหมท่ีเรียกวา
ระบบจํานวนเชิงซอน เพ่ือใหสมการพหุนามท่ีไมมีคําตอบเปนจํานวนจริง เชน 2 1 0x + =   

ไดมีคําตอบ โดยเซตของจํานวนเชิงซอนมีเซตของจํานวนจริงเปนสับเซต  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ( ),a b  เปนสัญลักษณท่ีใชแทนหลายอยาง เชน คูอันดับ ชวง แตในบทนี้จะหมายถึง 

คูอันดับซ่ึงแสดงจํานวนเชิงซอน ( ),a b  โดยท่ี a  และ b  เปนจํานวนจริง เรียก a  วาสวนจริง 

และเรียก b  วาสวนจินตภาพ  
• เซตของจํานวนจริงเปนสับเซตของเซตของจํานวนเชิงซอน เนื่องจากจํานวนจริง คือ 

จํานวนเชิงซอนซ่ึงมีสวนจินตภาพเปน 0 

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

• นักเรียนมักเขาใจผิดวา สวนจินตภาพของ +a bi  คือ bi  ซ่ึงครูควรเชื่อมโยงการเขียน

จํานวนเชิงซอนในรูป +a bi  ดวย ( ),a b  และนักเรียนจะสังเกตไดวาสวนจินตภาพ คือ b  

• นักเรียนมักเขาใจผิดวา สามารถนําจํานวนเชิงซอนมาเปรียบเทียบกันไดวาจํานวนใด
มากกวาหรือนอยกวากัน  
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สมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนเชิงซอน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ระบบจํานวนเชิงซอนมีเอกลักษณการบวก คือ ( )0, 0  และเอกลักษณการคูณ คือ ( )1, 0  

แตสําหรับระบบจํานวนจริงนั้น มีเอกลักษณการบวก คือ 0 และเอกลักษณการคูณ คือ 1 
• บทนิยามเก่ียวกับการลบและการหารจํานวนเชิงซอนนิยามเชนเดียวกับการลบและการหาร

จํานวนจริง นั่นคือ การลบคือการบวกดวยตัวผกผันการบวกของตัวลบ และการหารคือการ
คูณดวยตัวผกผันการคูณของตัวหาร 

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนมักสับสนวาตัวผกผันการบวกของ z  และสังยุคของ z เปนจํานวนเดียวกัน ดังนั้น ในการ
จัดการเรียนการสอนครูควรใหความสําคัญกับสมบัติการมีตัวผกผันการบวกของจํานวนเชิงซอน 
และบทนิยามของสังยุคของจํานวนเชิงซอน โดยจะเห็นวา สําหรับจํานวนเชิงซอน z a bi= +  
ตัวผกผันการบวกของ z  คือ z a bi− = − −  แตสังยุคของ z  คือ z a bi= −  และ z z− =   
ก็ตอเม่ือ 0a =  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

ในการแกปญหาเก่ียวกับสังยุคของจํานวนเชิงซอน เชน แบบฝกหัด 1.2 ขอ 5 ครูควรสงเสริมให
นักเรียนใชทฤษฎีบท 1 สังยุคของจํานวนเชิงซอนชวยในการแกปญหา ดังแสดงในตัวอยางท่ี 9  
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รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

นักเรียนไดศึกษามาแลวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 1 

เก่ียวกับคําตอบของสมการกําลังสอง 2 0+ + =ax bx c  เม่ือ 0a ≠  วามีคําตอบเปนจํานวนจริง 

ก็ตอเม่ือ 2 4 0− ≥b ac และไมมีคําตอบเปนจํานวนจริงเม่ือ 2 4 0− <b ac  แตจากทฤษฎีบท 3 

จะไดวา ทุกสมการกําลังสองมีคําตอบเสมอ แมวา 2 4 0− <b ac   

 

กราฟและคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• จากบทนิยามของคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน ครูสามารถใชรูปท่ี 1 ในหนังสือเรียน
รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 บทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน เพ่ือ
อธิบายวา คาสัมบูรณของ 3 2i+  คือ ระยะทางระหวางจุด ( )0,0  และจุด ( )3,2  หรือ

คือ ขนาดของเวกเตอร 
3
2
 
 
 

 ได 

• จากท่ีนักเรียนไดศึกษามาแลววา 1 2z z−  คือ ระยะทางระหวางจุด ( )0, 0  และจุดท่ี

แสดงจํานวนเชิงซอน 1 2z z−   ในระนาบเชิงซอน ครูควรอธิบายเพ่ิมเติมวา 1 2z z−  

หมายถึง ระยะทางระหวางจุด 1z  และ 2z  ในระนาบเชิงซอน รายละเอียดดังแสดงใน
หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 
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• การเขียนกราฟแสดงเซตของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนท่ีมีระยะหางจาก 0z  นอยกวา

หรือเทากับ r  เม่ือ ,z x yi= +  0z c di= +  และ r  เปนจํานวนจริงบวก ซ่ึงคือการเขียน

กราฟของ { }0z z z r∈ − ≤{  ในระนาบเชิงซอน ดังแสดงในรูปท่ี 3 นั้น ครูอาจเชื่อมโยง

กับสมการรูปแบบมาตรฐานของวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี ( ),h k  และรัศมียาว r  หนวย 

คือ ( ) ( )2 2 2x h y k r− + − =  ดังนี้ 

ให z x yi= +  และ 0z c di= +  ซ่ึง 0z z r− ≤  

จะได        0z z−  = ( ) ( )x yi c di+ − +  

  = ( ) ( )x c y d i− + −  

  = ( ) ( )2 2x c y d− + −   

นั่นคือ      2
0z z−  = ( ) ( )2 2x c y d− + −  

เนื่องจาก 0z z r− ≤   จะได 2 2
0z z r− ≤  

ดังนั้น ( ) ( )2 2x c y d− + −  ≤   2r   ----- (1) 

เม่ือเปรียบเทียบอสมการ (1) กับสมการรูปแบบมาตรฐานของวงกลม จะไดวาคําตอบ
ของอสมการ (1) เปนเซตของจุดท้ังหมดท่ีอยูบนเสนรอบวงและอยูภายในวงกลมท่ีมี
จุดศูนยกลางอยูท่ี ( ),c d  และรัศมียาว r  หนวย ซ่ึงเขียนกราฟไดดังรูป  
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• ในตัวอยางท่ี 15 ครูอาจอธิบายเพ่ิมเติมในประเด็นตอไปนี้ 
1)  การเขียนกราฟแสดงจํานวนเชิงซอนเพ่ือแกปญหา ไดดังนี้  

o เขียนกราฟของ 3z ≥  

 
 

o เขียนกราฟของ 2 2z− <  ในระนาบเดียวกันกับกราฟของ 3z ≥  
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o แสดงบริเวณท่ีซอนทับกันดังรูปในตัวอยางท่ี 15 

 
 

2)  การแกปญหาโดยเปรียบเทียบกับรูปแบบมาตรฐานของสมการวงกลม ดังนี ้
ให 1 1 1z x y i= +  ซ่ึง 1 3z ≥  

จะได        1z  = ( )1 1x y i+  

นั่นคือ      2
1z  = 2 2

1 1x y+  

เนื่องจาก 3z ≥   จะได 2
1 3z ≥  

ดังนั้น 2 2
1 1x y+  ≥   9 ----- (1) 

เม่ือเปรียบเทียบอสมการ (1) กับสมการรูปแบบมาตรฐานของวงกลม จะไดวาคําตอบ
ของอสมการ (1) เปนเซตของจุดท้ังหมดท่ีอยูบนเสนรอบวงและอยูภายในวงกลมท่ีมี
จุดศูนยกลางอยูท่ี ( )0, 0  และรัศมียาว 3 หนวย  

ให 2 2 2z x y i= +  ซ่ึง 2 2 2z − <  

จะได        2 2z −  = ( )2 2 2x y i+ −  

  = ( )2 22x y i− +  

  = ( )2 2
2 22x y− +   

นั่นคือ      2
2 2z −  = ( )2 2

2 22x y− +  
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เนื่องจาก 2 2 2z − <   จะได 2
2 2 4z − <  

ดังนั้น ( )2 22x y− +  <  4  ----- (2) 

เม่ือเปรียบเทียบอสมการ (2) กับสมการรูปแบบมาตรฐานของวงกลม จะไดวาคําตอบ
ของอสมการ (2) เปนเซตของจุดท้ังหมดท่ีอยูภายในวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี 

( )2, 0  และรัศมียาว 2 หนวย  

ดังนั้น กราฟแสดงจํานวนเชิงซอน z  ท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับ
อสมการ 3z ≥  และอสมการ 2 2z − <  คือพ้ืนท่ีท่ีซอนทับกัน ซ่ึงเขียนกราฟไดดังรูป 

 
 

• ในตัวอยางท่ี 16 ครูอาจอธิบายเพ่ิมเติมในประเด็นตอไปนี้  
1)  จากกราฟท่ีแสดงในตัวอยางท่ี 16 ครูใหนักเรียนลงจุดหนึ่งจุดบนแกนจริง และหา

ระยะหางของจุดนั้นกับจุด ( )0, 1  ซ่ึงเปนจุดแทน i  และจุด ( )0, 1−  ซ่ึงเปนจุดแทน 

i−  แลวเปรียบเทียบกับระยะหางระหวางจุดนั้นกับจุด ( )0, 1  และระหวางจุดนั้นกับ

จุด ( )0, 1−  เชน 
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หรือ 

 
 
2)  ครูอาจยกตัวอยางการใชความรูทางพีชคณิตเก่ียวกับคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน

ในการพิจารณากอนเขียนกราฟ ซ่ึงไดดังนี้ 
ให = +z x yi  เม่ือ x  และ y  เปนจํานวนจริง 

จาก  +z i  = −z i  

จะได  ( )+ +x yi i  = ( )+ −x yi i  

 ( )1+ +x y i  = ( )1+ −x y i  



      
   
   

 บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 19 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 ( )22 1+ +x y  = ( )22 1+ −x y  

 ( )22 1+ +x y  = ( )22 1+ −x y  

 2 2 2 1+ + +x y y  = 2 2 2 1+ − +x y y  
 y  = −y  

นั่นคือ y  = 0  

ดังนั้น 0z x i= +  หรือ z x=   
• ในตัวอยางท่ี 17 ครูอาจอธิบายเพ่ิมเติมในทํานองเดียวกับตัวอยางท่ี 16 ในประเด็นตอไปนี ้ 

1)  จากกราฟท่ีแสดงในตัวอยางท่ี 17 ครูใหนักเรียนลงจุดหนึ่งจุดบนเสนตรง y x=  และ

ใหนักเรียนหาระยะหางของจุดนั้นกับจุด ( )0, 1  ซ่ึงเปนจุดแทน i   และจุด ( )1, 0   

แลวเปรียบเทียบกับระยะหางระหวางจุดนั้นกับจุด ( )0, 1  และระหวางจุดนั้นกับจุด 

( )1, 0  เชน 
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หรือ 

 
 
2)  ครูอาจยกตัวอยางการพิจารณาสมการท่ีกําหนดใหโดยใชความรูทางพีชคณิตเก่ียวกับ

คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอนกอนเขียนกราฟ ไดดังนี้ 
ให z x yi= +  เม่ือ x  และ y  เปนจํานวนจริง 

จาก  z i−  = 1z −  

จะได  ( )x yi i+ −  = ( ) 1x yi+ −  

 ( )1x y i+ −  = ( )1x yi− +  

 ( )22 1x y+ −  = ( )2 21x y− +  

 ( )22 1x y+ −  = ( )2 21x y− +  

 2 2 2 1x y y+ − +  = 2 22 1x x y− + +  

นั่นคือ y  = x   

 ดังนั้น z x xi= +  หรือ z y yi= +  
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การเขียนกราฟแสดงผลบวกหรือผลตางของจํานวนเชิงซอนสองจํานวน ในแบบฝกหัด 1.4 
ขอ 3 นักเรียนอาจใชความรูเก่ียวกับการหาผลบวกหรือผลตางของเวกเตอรได เนื่องจาก 
จํานวนเชิงซอน a bi+  อาจแทนดวยเวกเตอรท่ีมีจุด ( )0,0 เปนจุดเริ่มตน และจุด ( ),a b  

เปนจุดสิ้นสุด ในกรณีนี้เม่ือ 1 6 5z i= −  และ 2 3 4z i= − +  จะเขียนกราฟแสดงจํานวน

เชิงซอน 1 2z z+  ไดโดยใชความรูเก่ียวกับการหาผลบวกของเวกเตอรได ดังนี้ 

 
 
และเขียนกราฟแสดงจํานวนเชิงซอน 1 2z z−  ไดโดยใชความรูเก่ียวกับการหาผลลบของ
เวกเตอรได ดังนี้ 
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รูปเชิงข้ัวของจํานวนเชิงซอน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการหาอารกิวเมนตของจํานวนเชิงซอน เพ่ือเขียนแสดงจํานวนเชิงซอน = +z x yi  ในรูป
เชิงข้ัว ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนพิจารณาวา จํานวนเชิงซอนท่ีกําหนดใหอยูในจตุภาคใด  

• สําหรับจํานวนเต็ม k  ใด ๆ ( )cos 2 coskθ π θ+ =  และ ( )sin 2 sinkθ π θ+ =  จะไดวา 

( ) ( )cos 2 sin 2 cos sink i k iθ π θ π θ θ+ + + = +  นั่นคือ สําหรับทุกจํานวนเต็ม k  ถา θ  

เปนอารกิวเมนตของจํานวนเชิงซอน z  แลว 2kθ π+  เปนอารกิวเมนตของ z  ดวย หรือ
กลาวไดวาอารกิวเมนตของจํานวนเชิงซอน z  มีไดหลายคา ดังนั้น ในการเขียนจํานวน
เชิงซอนในรูปเชิงข้ัว หากโจทยไมไดกําหนดโดเมนของอารกิวเมนต จะตองเขียนจํานวน
เชิงซอนท่ีกําหนดในรูปเชิงข้ัวท่ัวไป ดังแสดงในตัวอยางท่ี 18 
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• ทฤษฎีบท 5 ชวยใหหาผลคูณและผลหารของจํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัวไดงายข้ึน 
• ทฤษฎีบท 7 เปนทฤษฎีบทท่ีทําใหเห็นประโยชนของการเขียนจํานวนเชิงซอนในรูปเชิงข้ัว 

เพ่ือนําไปใชในการหาผลสําเร็จของจํานวนเชิงซอนท่ีอยูในรูปเลขยกกําลัง ดังแสดงใน
ตัวอยางท่ี 21 นอกจากนี้ยังสามารถใชทฤษฎีบทนี้ชวยในการหาตัวผกผันการคูณของ
จํานวนเชิงซอน z  ได เชน ในการหาตัวผกผันการคูณของ 2 2i+  ทําไดดังนี ้

ให 2 2z i= +  จะไดวา 1z−  เปนตัวผกผันการคูณของ z    

  เนื่องจาก 2 2z i= +  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 2 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

  

  และจากทฤษฎีบท 7 จะไดวา 

   1z−  =  ( ) ( ) ( )
1

2 2 cos 1 sin 1
4 4

iπ π−        − + −       
       

 

    =  1 cos sin
4 42 2

iπ π    − + −    
    

 

    =  1 cos sin
4 42 2

iπ π    −    
    

 

    =  1 1 1
2 2 2 2

i 
− 

 
 

    =  1 1
4 4

i−  

ดังนั้น ตัวผกผันการคูณของ 2 2i+  คือ 
1 1
4 4

i−  
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รากท่ี n ของจํานวนเชิงซอน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การหารากท่ี n ของจํานวนเชิงซอน เปนการขยายจากการหารากท่ี n ของจํานวนจริง ซ่ึง
จะเห็นวา ในระบบจํานวนจริง เม่ือ n เปนจํานวนจริงบวกคู จะมีจํานวนจริงบางจํานวนท่ี
ไมมีรากท่ี n  เชน ไมมีจํานวนจริง a ท่ีเปนรากท่ีสองของ 1−  เนื่องจากไมมีจํานวนจริง a ท่ี
ทําให 2 1a = −  

• ตัวอยางท่ี 22, 23 และ 24 ใชทฤษฎีบทของเดอมัวฟวรชวยในการหารากท่ี n ของจํานวน
เชิงซอน โดยเขียนเวกเตอรแสดงรากท่ี n ของจํานวนเชิงซอน เพ่ือแสดงใหเห็นวารากท่ี  n 
ของจํานวนเชิงซอนจะมีท้ังหมด n รากท่ีแตกตางกัน เพ่ือเปนการนําเขาสูทฤษฎีบท 8  

• การหารากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน อาจเขียนแสดงมุม θ  ในหนวยองศาก็ได เชน ใน
ตัวอยางท่ี 22 สามารถเขียน z  ไดเปน ( ) ( )( )o o1 cos 330 sin 330z k i k= +  เม่ือ k∈   

• จากทฤษฎีบท 8 ในกรณีท่ี 0k =  จะได cos sinnz r i
n n

 θ θ   = +    
    

 และผลตางของ

อารกิวเมนตท่ีอยูติดกันจะเทากันเสมอ ซ่ึงเทากับ 2
n
π  นั่นคือ เม่ือเขียนเวกเตอรแสดงรากท่ี n 

ของจํานวนเชิงซอนในระนาบเชิงซอนแลว เวกเตอรจะแบงวงกลมออกเปน n สวนเทา ๆ กัน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหารากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอนท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.6 ขอ 2  โดยเฉพาะอยางยิ่ง
ในการหารากท่ี 4 ของ 1 นั้น ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนตรวจสอบการเปนรากท่ี n ของ
จํานวนเชิงซอน โดยใชความรูท่ีวา ถาให w  เปนจํานวนเชิงซอน และ n  เปนจํานวนเต็มบวก 
แลวรากท่ี n  ของ w  คือ จํานวนเชิงซอน z  ท่ีสอดคลองกับสมการ nz w=  นอกจากนี้ ใน
การพิจารณาวา cos4 sin 4 cos0 sin 0i iθ + θ = +  อาจมีนักเรียนบางคนสรุปวา 4 0θ =  
เพียงจํานวนเดียวเทานั้น ซ่ึงนักเรียนควรสรุปใหถูกตองวา 4 0 2kπθ = +  เม่ือ k∈ 
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สมการพหุนามตัวแปรเดียว 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ทฤษฎีบท 9 ทฤษฎีบทหลักมูลของพีชคณิต เปนทฤษฎีบทท่ียืนยันวา สมการพหุนามท่ีมี 
สัมประสิทธเปนจํานวนจริง และมีดีกรีมากกวาศูนย จะมีคําตอบท่ีเปนจํานวนเชิงซอน
อยางนอยหนึ่งคําตอบ 

• ในตัวอยางท่ี 26 จะใชทฤษฎีบท 10 (ทฤษฎีบทตัวประกอบ) ชวยในการหาคําตอบท้ังหมด
ของสมการพหุนาม และในตัวอยางท่ี 27 จะใชทฤษฎีบท 11 (ทฤษฎีบทตัวประกอบตรรกยะ) 
ชวยในการหาคําตอบท้ังหมดของสมการพหุนาม  

• การแกปญหาโดยใชทฤษฎีบท 11 (ทฤษฎีบทตัวประกอบตรรกยะ) ดังแสดงในตัวอยางท่ี 27 
อาจใชสมบัติการแจกแจงชวยในการแยกตัวประกอบเพ่ือหาเซตคําตอบของสมการพหุนาม
ไดดังนี ้

เนื่องจาก  4 32 2 1+ − −x x x  =     ( ) ( )3 2 1 2 1+ − +x x x  

 =     ( )( )32 1 1+ −x x  

 =     ( )( )( )22 1 1 1+ − + +x x x x  

จะไดวา  2 1 0x + =   หรือ  1 0− =x   หรือ  2 1 0+ + =x x   

ถา  2 1 0+ + =x x   จะได  
1 1 4 1 3

2 2
− ± − − ±

= =
i ix  

ดังนั้น เซตคําตอบของสมการ 4 32 2 1 0x x x+ − − =  คือ  
1 1 3 1 3, 1, ,
2 2 2

i i − + − − − 
  

  

• สมการพหุนามบางสมการอาจมีคําตอบซํ้ากัน ดังแสดงในตัวอยางท่ี 28 ซ่ึงครูควรเนนย้ํา
กับนักเรียนวาเปนไปตามทฤษฎีบท 12 

• ทฤษฎีบท 13 ทําใหทราบวา ถาสมการพหุนามมีคําตอบท่ีเปนจํานวนเชิงซอน แลวสังยุค
ของจํานวนเชิงซอนนั้น จะเปนคําตอบของสมการพหุนามดวย ซ่ึงจะเปนประโยชนทําให
การหาคําตอบของสมการพหุนามไดรวดเร็วข้ึน ดังแสดงในตัวอยางท่ี 29 
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 ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

• เม่ือกําหนดให c  เปนคําตอบหนึ่งของสมการพหุนาม ( ) 0=p x  นักเรียนมักเขาใจผิดวา 

x c+  เปนตัวประกอบหนึ่งของพหุนาม ( )p x   ซ่ึงในการจัดการเรียนการสอน ครูควรเนนย้ํา

ใหนักเรียนมีความเขาใจเก่ียวกับทฤษฎีบทตัวประกอบและทฤษฎีบทตัวประกอบตรรกยะ 

• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา ( ) 1 2
1 2 1 0

n n n
n n np x a x a x a x a x a− −

− −= + + + + +  คือ 

สมการพหุนาม ซ่ึงครูควรใหนักเรียนสังเกตจากทฤษฎีบท 10 ทฤษฎีบทตัวประกอบ ซ่ึงจะ
เห็นวา ( ) 1 2

1 2 1 0
n n n

n n np x a x a x a x a x a− −
− −= + + + + +  เปนพหุนาม และ ( ) 0p x =  

เปนสมการพหุนาม ดังแสดงในทฤษฎีบท 12 

 

 



      
   
   

    บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน  

  คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 27 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

1.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน  

 
 กิจกรรม : หีบสมบัติของปาบุญมา 

หลังจากปาบุญมาเสียชีวิต หลาน ๆ ไดชวยกันเก็บของท่ีบานของปาบุญมา และบังเอิญพบบันทึก
ท่ีปาบุญมาเขียนไว มีเนื้อความดังนี้ 

 
 
หลังจากท่ีหลาน ๆ ของปาบุญมาพบบันทึกนี้ จึงไดพากันไปท่ีสวนหลังบาน เพ่ือขุดหาหีบสมบัติ
ท่ีปาบุญมาฝงไว แตเม่ือหลาน ๆ ของปาบุญมาไปถึงสวน กลับพบเพียงตนลําไยและตนมะมวง 
ไมวาจะชวยกันหาเทาไร ก็ไมพบตนมะพราว ท่ีเปนเชนนี้ก็เพราะวาตนมะพราวไดตายลงหลาย 
ปกอนและถูกขุดท้ิงจนไรรองรอย 

 
ถานักเรียนเปนหลานของปาบุญมา นักเรียนจะมีวิธีการหาหีบสมบัติของปาบุญมาไดอยางไร 
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ข้ันตอนการปฏิบัต ิ

1. เขียนกราฟแสดงจํานวนเชิงซอน 1, 1 , 1 , 1i i i i i i⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  และ 1 i i i i⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ในระนาบ
เชิงซอน 

2. จากกราฟท่ีไดในขอ 1 นักเรียนคิดวาการคูณจํานวนเชิงซอนดวย i  สามารถพิจารณา 
เปนการหมุนจุดท่ีแสดงจํานวนเชิงซอนนั้นไดอยางไร 

3. นักเรียนคิดวาการคูณจํานวนเชิงซอนดวย i−   สามารถพิจารณาเปนการหมุนจุดท่ีแสดง
จํานวนเชิงซอนนั้นไดอยางไร 

4. ใหนักเรียนนําลายแทงหีบสมบัติของปาบุญมา มาเขียนลงในระนาบเชิงซอน โดยให c  แทน
ระยะหางระหวางตนลําไยและตนมะมวง กําหนดจุด ( ),R a b  อยูในจตุภาคท่ี 1 แทน

ตําแหนงตนมะพราว ให 
2
cd =  กําหนดจุด ( ), 0P d−  และ ( ), 0Q d  แทนตําแหนงตนลําไย

และตนมะมวง ตามลําดับ และใหจุด 1M  และ 2M  แทนตําแหนงท่ีทําเครื่องหมาย เม่ือเดิน
ไปจากตนลําไยและตนมะมวงตามลําดับ 

5. ให ,R P′ ′  และ Q′  เปนจุดท่ีไดจากการเลื่อนจุด ,R P  และ Q  ไปทางขวาเปนระยะทาง 

d  หนวย ตามลําดับ จงหาพิกัดของจุด ,R P′ ′  และ Q′  พรอมท้ังเขียนกราฟท่ีไดจากการ
เลื่อนจุดทุกจุดบนกราฟท่ีไดในขอ 4 ไปทางขวาเปนระยะทาง d  หนวย 

6. จากกราฟท่ีไดในขอ 5 จุด 1M ′  ไดจากการหมุนจุด R′  รอบจุดกําเนิดเปนมุมเทาใด  
ในทิศทางใด 

7. จากขอ 6 จํานวนเชิงซอน 1M ′  ไดจากการคูณจํานวนเชิงซอน R′  ดวยจํานวนเชิงซอนใด 

และจงหาพิกัดของจุด 1M ′  และ 1M   

8. ให ,R P′′ ′′  และ Q′′  เปนจุดท่ีไดจากการเลื่อนจุด ,R P  และ Q  ไปทางซายเปนระยะทาง 

d  หนวย ตามลําดับ จงหาพิกัดของจุด ,R P′′ ′′  และ Q′′  พรอมท้ังเขียนกราฟท่ีไดจาก
การเลื่อนจุดทุกจุดบนกราฟท่ีไดในขอ 4 ไปทางขวาเปนระยะทาง d  หนวย 

9. จากกราฟท่ีไดในขอ 8 จุด 2M ′′  ไดจากการหมุนจุด R′′  รอบจุดกําเนิดเปนมุมเทาใด  
ในทิศทางใด 

10. จากขอ 9 จํานวนเชิงซอน 2M ′′  ไดจากการคูณจํานวนเชิงซอน R′′  ดวยจํานวนเชิงซอนใด 

และจงหาพิกัดของจุด 2M ′′  และ 2M  
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11. จงหาพิกัดของจุดท่ีปาบุญมาฝงหีบสมบัติไว 
12. จากขอมูลในขอ 11 นักเรียนจะมีวิธีการหาหีบสมบัติของปาบุญมาไดอยางไร ถึงแมวาจะ

ไมทราบตําแหนงของตนมะพราว 
13. เปดเว็บไซต ipst.me/8452 
14. จากแผนท่ีจําลองจุดท่ีฝงหีบสมบัติของปาบุญมาในเว็บไซตขางตน ใหนักเรียนลองสํารวจวา

จุดท่ีบอกตําแหนงหีบสมบัติเปลี่ยนไปหรือไม เม่ือ 
 1) เลื่อนจุดท่ีแทนตนลําไย 
 2) เลื่อนจุดท่ีแทนตนมะมวง 
 3) เลื่อนจุดท่ีแทนตนมะพราว 
15. จากขอ 14 ตําแหนงของหีบสมบัติของปาบุญมาข้ึนกับอะไรบาง 

  

http://ipst.me/8452
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เฉลยกิจกรรม : หีบสมบัติของปาบุญมา  

1. เนื่องจาก 2 31 , 1 1, 1i i i i i i i i i i⋅ = ⋅ ⋅ = = − ⋅ ⋅ ⋅ = = −  และ 41 1i i i i i⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = =    
 ดังนั้น จะเขียนจุดซ่ึงแสดงจํานวนเชิงซอนท่ีกําหนดในระนาบเชิงซอนไดดังนี้ 

 

2. จากขอ 1 จะเห็นวาการคูณดวย i  ไดผลลัพธเปน i  และเม่ือคูณผลลัพธดวย i  ไปเรื่อย ๆ 
จะไดผลลัพธเปน 1, , 1,i− −   เปนเชนนี้ไปเรื่อย ๆ ดังนั้น สามารถพิจารณาไดวาการคูณ
จํานวนเชิงซอนดวย i  เปนการหมุนจุดท่ีแสดงจํานวนเชิงซอนนั้นรอบจุดกําเนิดเปนมุม 90 
องศา ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

3. การคูณจํานวนเชิงซอนดวย i−  สามารถพิจารณาไดเปนการหมุนจุดท่ีแสดงจํานวน
เชิงซอนนั้นรอบจุดกําเนิดเปนมุม 90 องศา ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 
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4. นําลายแทงหีบสมบัติของปาบุญมา มาเขียนลงในระนาบเชิงซอนไดดังนี้ 

 

5. จุด ,R P′ ′  และ Q′  มีพิกัดเปน ( ) ( ), , 0,0a d b+  และ ( )2 ,0d  และเขียนกราฟไดดังนี้ 
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6. จุด 1M ′  ไดจากการหมุนจุด R′  รอบจุดกําเนิดเปนมุม 90 องศา ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 

7. จํานวนเชิงซอน 1M ′  ไดจากการคูณจํานวนเชิงซอน R′  ดวย i   

 นั่นคือ ( ) ( )1M a d bi i b a d i′ = + + = − + +  

 ดังนั้น พิกัดของจุด 1M ′  คือ ( ),b a d− +  และพิกัดของจุด 1M  คือ ( ),b d a d− − +  

8. จุด ,R P′′ ′′  และ Q′′  มีพิกัดเปน ( ) ( ), , 2 ,0a d b d− −  และ ( )0,0  และเขียนกราฟไดดังนี ้

 

9. จุด 2M ′′  ไดจากการหมุนจุด R′′  รอบจุดกําเนิดเปนมุม 90 องศา ในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 

10. จํานวนเชิงซอน 2M ′′  ไดจากการคูณจํานวนเชิงซอน R′′  ดวย i−   

 นั่นคือ ( )( ) ( )2M a d bi i b d a i′′ = + + − = − + −  

 ดังนั้น พิกัดของจุด 2M ′′  คือ ( ),b d a−  และพิกัดของจุด 2M  คือ ( ),b d d a+ −  

11. จุดท่ีปาบุญมาฝงหีบสมบัติไว คือ จุดก่ึงกลางระหวางจุด 1M  และ 2M  มีพิกัดเปน 

 
( ) ( ) ( ) ( ),

2 2
b d b d a d d a − − + + + + − 

 
 

 ซ่ึงเทากับ ( )0, d  หรือเขียนแทนดวยจํานวน

เชิงซอน di   
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12. จากขอ 11 จุดท่ีปาบุญมาฝงหีบสมบัติไวมีพิกัดเปน ( )0, d  ซ่ึงไมข้ึนกับ a  และ b  (หรือ

พิกัดของจุด R ) ดังนั้น จุดท่ีปาบุญมาฝงหีบสมบัติไวสามารถหาไดจากตําแหนงของตน
ลําไยและตนมะมวง โดยไมจําเปนตองทราบตําแหนงของตนมะพราว 

 
13. – 

14.   1) จุดท่ีแทนหีบสมบัติเปลี่ยน เม่ือเลื่อนจุดท่ีแทนตนลําไย 
   2) จุดท่ีแทนหีบสมบัติเปลี่ยน เม่ือเลื่อนจุดท่ีแทนตนมะมวง 
   3) จุดท่ีแทนหีบสมบัติไมเปลี่ยน เม่ือเลื่อนจุดท่ีแทนตนมะพราว 
15. ตําแหนงของหีบสมบัติของปาบุญมาข้ึนกับตําแหนงของตนลําไยและตนมะมวง  
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แนวทางการจัดกิจกรรม : หีบสมบัติของปาบุญมา 

เวลาในการจัดกิจกรรม  50  นาที 

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนใชความรู เรื่อง จํานวนเชิงซอน เพ่ือแกปญหาในสถานการณท่ี
กําหนดให  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรม “หีบสมบัติของปาบุญมา”  
2. คอมพิวเตอรซ่ึงสามารถเชื่อมตอระบบอินเทอรเน็ตได 
3. ไฟลกิจกรรม “หีบสมบัติของปาบุญมา” จากเว็บไซต ipst.me/8452 

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 
ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรมของกิจกรรม “หีบสมบัติของปาบุญมา” แบงเปน 2 สวน ไดแก 

การทําความเขาใจสมบัติทางเรขาคณิตท่ีเก่ียวของกับการดําเนินการของจํานวนเชิงซอน และ
การแกปญหาเก่ียวกับหีบสมบัติของปาบุญมา 

สวนท่ี 1  การทําความเขาใจสมบัติทางเรขาคณิตท่ีเก่ียวของกับการดําเนินการของจํานวนเชิงซอน  
มีข้ันตอนการดําเนินกิจกรรมดังนี้ 

1. ครูขอนักเรียนอาสาสมัคร 3 คน ออกมายืนเรียงแถวหนากระดานโดยใหหันหนาไปหา
เพ่ือนในชั้นเรียน และกําหนดใหนักเรียนคนท่ี 1, 2 และ 3 แทนจํานวน 1, 0−  และ 1 บน
เสนจํานวน ตามลําดับ โดยให 0 เปนตําแหนงอางอิง ดังรูป 

 

2. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครและนักเรียนในชั้นรวมกันพิจารณาวา 1, 0−  และ 1 หางจาก
ตําแหนงอางอิงเทาใด 

  

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 1 คนท่ี 3 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 

http://ipst.me/8452


      
   
   

    บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน  

  คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 35 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 แนวคําตอบ 

1, 0−  และ 1 หางจากตําแหนงอางอิง 1, 0 และ 1 หนวย ตามลําดับ 

3. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครและนักเรียนในชั้นรวมกันพิจารณาวาเม่ือนํา 2 ไปคูณแตละ
จํานวนบนเสนจํานวนในขอ 1 จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง 
พรอมท้ังใหนักเรียนอาสาสมัครเปลี่ยนตําแหนงท่ียืนเพ่ือแสดงการเปลี่ยนแปลงดังกลาว 
แนวคําตอบ 

เม่ือนํา 2 ไปคูณ 0 ผลลัพธท่ีไดเปน 0 เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ไมมีการ
เปลี่ยนแปลง  

แตเม่ือนํา 2 ไปคูณ 1−  และ 1 ผลลัพธท่ีไดเปน 2−  และ 2 ตามลําดับ เม่ือเทียบกับ
ตําแหนงอางอิง จะไดวา ตําแหนงของผลลัพธท้ังสองหางจากตําแหนงอางอิง 2 หนวย ซ่ึงเปน 
2 เทาของระยะหางเดิมในขอ 2 

การเปลี่ยนแปลงตําแหนงท่ียืนของนักเรียนอาสาสมัครเปนดังรูป 

 

4. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครกลับมายืนท่ีตําแหนงเดิมในขอ 1 จากนั้นครูใหนักเรียนอาสาสมัคร

และนักเรียนในชั้นรวมกันพิจารณาวาเม่ือนํา 1
2

 ไปคูณแตละจํานวนบนเสนจํานวนในขอ 1 

จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง พรอมท้ังใหนักเรียนอาสาสมัคร
เปลี่ยนตําแหนงท่ียืนเพ่ือแสดงการเปลี่ยนแปลงดังกลาว 
แนวคําตอบ 

เม่ือนํา 1
2

 ไปคูณ 0 ผลลัพธท่ีไดเปน 0 เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ไมมีการ

เปลี่ยนแปลง 

  

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 1 คนท่ี 3 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 

  2 
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แตเม่ือนํา 1
2

 ไปคูณ 1−  และ 1 ผลลัพธท่ีไดเปน 1
2

−  และ 1
2

 ตามลําดับ เม่ือเทียบ

กับตําแหนงอางอิง จะไดวา ตําแหนงของผลลัพธท้ังสองหางจากตําแหนงอางอิง 1
2

 หนวย 

ซ่ึงเปนครึ่งหนึ่งของคําตอบท่ีไดในขอ 2 
การเปลี่ยนแปลงตําแหนงท่ียืนของนักเรียนอาสาสมัครเปนดังรูป 

 

5. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครกลับมายืนท่ีตําแหนงเดิมในขอ 1 จากนั้นครูใหนักเรียนอาสาสมัคร
และนักเรียนในชั้นรวมกันพิจารณาวาเม่ือนํา 1−  ไปคูณแตละจํานวนบนเสนจํานวนในขอ 1 
จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง พรอมท้ังใหนักเรียนอาสาสมัคร
เปลี่ยนตําแหนงท่ียืนเพ่ือแสดงการเปลี่ยนแปลงดังกลาว 
แนวคําตอบ 

เม่ือนํา 1−  ไปคูณ 0 ผลลัพธท่ีไดเปน 0 เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ไมมี
การเปลี่ยนแปลง  

แตเม่ือนํา 1−  ไปคูณ 1−  และ 1 ผลลัพธท่ีไดเปน 1 และ 1−  ตามลําดับ เม่ือเทียบ
กับตําแหนงอางอิง จะไดวา ตําแหนงของผลลัพธดังกลาวหางจากตําแหนงอางอิงเทาเดิม 
(คือ 1 หนวย) แตมีการสลับตําแหนงกัน 

การเปลี่ยนแปลงตําแหนงท่ียืนของนักเรียนอาสาสมัครเปนดังรูป 

 

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 3 คนท่ี 1 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 1 คนท่ี 3 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 
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6. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครกลับมายืนท่ีตําแหนงเดิมในขอ 1 จากนั้นครูขอนักเรียนอาสาสมัคร
เพ่ิมอีก 2 คน โดยกําหนดใหแตละคนแทนจํานวน i  และ i−  แลวยืนท่ีตําแหนงท่ีแทน i  
และ i−  ดังรูป 

 

7. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครและนักเรียนในชั้นรวมกันพิจารณาวาเม่ือนํา i  ไปคูณแตละจํานวน
ในระนาบเชิงซอนในขอ 6 จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง พรอม
ท้ังใหนักเรียนอาสาสมัครเปลี่ยนตําแหนงท่ียืนเพ่ือแสดงการเปลี่ยนแปลงดังกลาว 
แนวคําตอบ 

เม่ือนํา i  ไปคูณ 0 ผลลัพธท่ีไดเปน 0 เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ไมมีการ
เปลี่ยนแปลง  

แตเม่ือนํา i  ไปคูณ 1, , 1i −  และ i−  ผลลัพธท่ีไดเปน , 1,i i− −  และ 1 ตามลําดับ 
เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ตําแหนงของผลลัพธดังกลาวเกิดจากการหมุน
ตําแหนงเดิมรอบจุดอางอิง ดวยมุม 90 องศา ทวนเข็มนาฬิกา  

  

คนท่ี 4   

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 1 คนท่ี 3 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 

คนท่ี 5   
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การเปลี่ยนแปลงตําแหนงท่ียืนของนักเรียนอาสาสมัครเปนดังรูป 

 

8. ครูใหนักเรียนอาสาสมัครกลับมายืนท่ีตําแหนงเดิมในขอ 6 จากนั้นครูใหนักเรียนอาสาสมัคร
และนักเรียนในชั้นรวมกันพิจารณาวาเม่ือนํา i−  ไปคูณแตละจํานวนในระนาบเชิงซอนใน
ขอ 6 จะมีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง พรอมท้ังใหนักเรียน
อาสาสมัครเปลี่ยนตําแหนงท่ียืนเพ่ือแสดงการเปลี่ยนแปลงดังกลาว 
แนวคําตอบ 

เม่ือนํา i−  ไปคูณ 0 ผลลัพธท่ีไดเปน 0 เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ไมมี
การเปลี่ยนแปลง  

แตเม่ือนํา i−  ไปคูณ 1, , 1i −  และ i−  ผลลัพธท่ีไดเปน , 1,i i−  และ 1−  ตามลําดับ 
เม่ือเทียบกับตําแหนงอางอิง จะไดวา ตําแหนงของผลลัพธดังกลาวเกิดจากการหมุน
ตําแหนงเดิมรอบจุดอางอิง ดวยมุม 90 องศา ตามเข็มนาฬิกา 

การเปลี่ยนแปลงตําแหนงท่ียืนของนักเรียนอาสาสมัครเปนดังรูป 

 

คนท่ี 3   

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 4 คนท่ี 5 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 

คนท่ี 1   
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9. ครูแจกใบกิจกรรม “หีบสมบัติของปาบุญมา” ใหกับนักเรียนทุกคน และใหนักเรียนตอบ
คําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1 – 3  ในใบกิจกรรม ท้ังนี้ครูควรชี้แนะใหนักเรียน
ใชคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือชวยในการเขียนกราฟในขอ 1 ในใบกิจกรรม 

10. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1 – 3 

สวนท่ี 2  การแกปญหาเก่ียวกับหีบสมบัติของปาบุญมา  มีข้ันตอนการดําเนินกิจกรรมดังนี้ 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนศึกษาสถานการณปญหาใน 

ใบกิจกรรม “หีบสมบัติของปาบุญมา” ท้ังนี้ ครูควรนําอภิปรายเก่ียวกับสถานการณปญหา
ในใบกิจกรรมเพ่ือใหนักเรียนทุกคนเขาใจตรงกัน 

2. ครูใหนักเรียนแตละคูรวมกันตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 4 – 10 ใน 
ใบกิจกรรม ท้ังนี้ ครูควรชี้แนะใหนักเรียนใชคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือชวยในการเขียน
กราฟในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 4, 5 และ 8 

3. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 4 – 10  

 

  

คนท่ี 1   

(ตําแหนงอางอิง) 

คนท่ี 2 คนท่ี 5 คนท่ี 4 

  1 0 

นักเรียนคนอ่ืน ๆ ในช้ันเรียน 

คนท่ี 3   
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4. ครูใหนักเรียนแตละคูรวมกันตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 11 และ 12 ใน
ใบกิจกรรม สําหรับการตอบคําถามในขอ 12 ครูควรชี้แนะใหนักเรียนเชื่อมโยงกับคําตอบ
ของคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 7 และ 10 ในใบกิจกรรม 

5. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 11 
และ 12 

6. ครูใหนักเรียนแตละคูรวมกันทํากิจกรรมและตอบคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 13 – 15 
7. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 14 และ 15 
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1.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีเปาหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ
ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด  การใหนักเรียน
ทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของนักเรียน  
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ี
ครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน ครูอาจใชแบบฝกหัด
เพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

บทนิยามเก่ียวกับจํานวนเชิงซอน การบวก การลบ การคูณ 
การหารจํานวนเชิงซอน และสังยุคของจํานวนเชิงซอน 

1.1 ขอ 1 – 5 

1.2 ขอ 1 – 7  

รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอนและการใชความรูเรื่องรากท่ีสอง
ของจํานวนจริงลบในการหาคําตอบของสมการกําลังสอง 

1.3 ขอ 1 – 2  

กราฟและคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน 1.4 ขอ 1 – 8  

รูปเชิงข้ัวของจํานวนเชิงซอน 1.5 ขอ 1 – 3 

รากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน 1.6 ขอ 1 – 5 

สมการพหุนามตัวแปรเดียวและการใชความรูเก่ียวกับจํานวน
เชิงซอนในการหาคําตอบของสมการพหุนามตัวแปรเดียว 

1.7 ขอ 1 – 7  
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1.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 
หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 มีจุดมุงหมายวา เม่ือนักเรียน
ไดเรียนจบบทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน แลวนักเรียนสามารถ 

1. ใชความรูเก่ียวกับจํานวนเชิงซอนในการแกปญหา 
2. หารากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน 

 3. หารากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน เม่ือ n  เปนจํานวนนับท่ีมากกวา 1 
 4. แกสมการพหุนามตัวแปรเดียวดีกรีไมเกินสี่ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็มและนําไปใชใน

การแกปญหา 
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอแบบฝกหัด
ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน ซ่ึงมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ
เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย  นอกจากนี้มีโจทยฝกทักษะท่ีนาสนใจและโจทยทาทาย  ครูอาจ
เลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมายของบทเพ่ือ
ตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม  

ท้ังนี้แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 2 บทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  ใชความรูเก่ียวกับจํานวนเชิงซอนในการแกปญหา 1 1) – 10) 

 2  

 3 1) – 6) 

 4 1) – 8) 

 5 1) – 3) 

 6 1) – 2) 

 7 1) – 5),  6)* 

 8 1) – 2) 

 9 1) – 4) 

 10 1) – 5) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  ใชความรูเก่ียวกับจํานวนเชิงซอนในการแกปญหา (ตอ) 11 1) – 3) 

 12  

 23  

 24  

 25 1) – 8) 

2.  หารากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน 7 6)* 

3. หารากท่ี n  ของจํานวนเชิงซอน เม่ือ n  เปนจํานวนนับท่ีมากกวา 
1 

13  

 14 1) – 4) 

 15 1) – 4) 

4. แกสมการพหุนามตัวแปรเดียวดีกรีไมเกินสี่ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปน 16 1) – 4) 

จํานวนเต็มและนําไปใชในการแกปญหา 17 1) – 2) 

 18 1) – 2) 

 19  

 20  

 21 1) – 6) 

 27  

 28  

 29  

โจทยทาทาย 22  

 26  

หมายเหตุ 
 แบบฝกหัดทายบทขอ 7. 6) สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียนมากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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1.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู  
• จากสมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนจริง ซ่ึงเม่ือ ,a b  และ c  เปนจํานวนจริง จะไดวา 

 
สมบัติ การบวก การคูณ 

สมบัติปด 1. a b+ ∈   6. ab∈   

สมบัติการสลับท่ี 2. a b b a+ = +   7. ab ba=   

สมบัติการเปลี่ยนหมู 3. ( ) ( )a b c a b c+ + = + +   8. ( ) ( )ab c a bc=   

สมบัติการมีเอกลักษณ 4. 0 0a a a+ = = +   
เรียก 0 วาเอกลักษณการบวก 

9. 1 1a a a⋅ = = ⋅   
เรียก 1 วา เอกลักษณการคูณ 

สมบัติการมีตัวผกผัน 5. ( ) ( )0a a a a+ − = = − +   

 เรียก a−  วา ตัวผกผันการบวก 
 หรืออินเวอรสการบวกของ a   

10. ถา 0a ≠  แลว 

 1 1a a a a−⋅ = = ⋅    
 เรียก 1a−  วา ตัวผกผันการคูณ 

หรืออินเวอรการคูณของ a   

สมบัติการแจกแจง 11. ( )a b c ab ac+ = +  และ ( )a b c ac bc+ = +   
 

ในท่ีนี้จะใชสมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนจริงในการพิสูจนสมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวน
เชิงซอน ดังนี ้
1. สมบัติปดการบวก 
 พิสูจน  

 ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( )1 1 1,z a b=  และ ( )2 2 2,z a b=  

 เม่ือ 1 2 1, ,a a b  และ 2b  เปนจํานวนจริง 

 จะได  1 2z z+  = ( ) ( )1 1 2 2, ,a b a b+  

    = ( )1 2 1 2,a a b b+ +    (บทนิยาม 1) 

 เนื่องจาก 1 2a a+ ∈  และ 1 2b b+ ∈    (สมบัติปดการบวกของจํานวนจริง) 

 จะได  ( )1 2 1 2,a a b b+ + ∈      (บทนิยาม 1) 

 นั่นคือ  1 2z z+ ∈  
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2. สมบัติการสลับท่ีการบวก 
 พิสูจน  
 ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( )1 1 1,z a b=  และ ( )2 2 2,z a b=  

 เม่ือ 1 2 1, ,a a b  และ 2b  เปนจํานวนจริง 

 จะได  1 2z z+  = ( ) ( )1 1 2 2, ,a b a b+  

    = ( )1 2 1 2,a a b b+ +    (บทนิยาม 1) 

    = ( )2 1 2 1,a a b b+ +   (สมบัติการสลับท่ีการบวกของจํานวนจริง) 
    = 2 1z z+  

 ดังนั้น  1 2 2 1z z z z+ = +  

3. สมบัติการเปลี่ยนหมูการบวก 
 พิสูจน  
 ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b= =  และ  

 ( )3 3 3,z a b=  เม่ือ 1 2 3 1 2, , , ,a a a b b  และ 3b  เปนจํานวนจริง จะได   

 ( )1 2 3z z z+ +   = ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b+ +  

    = ( ) ( )1 1 2 3 2 3, ,a b a a b b+ + +   (บทนิยาม 1) 

    = ( ) ( )( )1 2 3 1 2 3,a a a b b b+ + + +   (บทนิยาม 1) 

    = ( ) ( )( )1 2 3 1 2 3,a a a b b b+ + + +    

        (สมบัติการเปลี่ยนหมูการบวกของจํานวนจริง) 
    = ( )1 2 3z z z+ +   

 ดังนั้น  ( ) ( )1 2 3 1 2 3z z z z z z+ + = + +  

4. สมบัติการมีเอกลักษณการบวก 
 พิสูจน  
 ให z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ),z a b=  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง 

 เนื่องจาก           0z +   = ( ) ( ), 0, 0a b +  

    = ( )0, 0a b+ +    (บทนิยาม 1) 

    = ( ),a b    (สมบัติการมีเอกลักษณการบวก) 
    = z   
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 และ                0 z+   = ( ) ( )0, 0 ,a b+  

    = ( )0 , 0a b+ +    (บทนิยาม 1) 

    = ( ),a b   (สมบัติการมีเอกลักษณการบวก) 
    = z   
 นั่นคือ  0 0z z z+ = = +   
 ดังนั้น  0  เปนเอกลักษณการบวกของ z   

5. สมบัติการมีตัวผกผันการบวก 
 พิสูจน  
 ให z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ),z a b=  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง 

 นั่นคือ z−  = ( ) ( ), ,a b a b− = − −  

 จะได            ( )z z+ −   = ( ) ( ), ,a b a b+ − −  

    = ( ) ( )( ),a a b b+ − + −    (บทนิยาม 1) 

    = ( )0, 0   (สมบัติการมีตัวผกผันการบวก) 
    = 0   
 และ             ( )z z− +   = ( ) ( ), ,a b a b− − +  

    = ( ),a a b b− + − +    (บทนิยาม 1) 

    = ( )0, 0   (สมบัติการมีตัวผกผันการบวก) 
    = 0   
 นั่นคือ  ( ) ( )0z z z z+ − = = − +   

 ดังนั้น ( )z a bi− = − +  เปนตัวผกผันการบวกของ z   

6. สมบัติปดการคูณ 
 พิสูจน  
 ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( )1 1 1,z a b=  และ ( )2 2 2,z a b=  

 เม่ือ 1 2 1, ,a a b  และ 2b  เปนจํานวนจริง 

 จะได  1 2z z   = ( )( )1 1 2 2, ,a b a b  

    = ( )1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b− +    (บทนิยาม 1)  

 เนื่องจาก 1 2 1 2a a b b− ∈  และ 1 2 2 1a b a b+ ∈   
       (สมบัติปดการบวกและการคูณของจํานวนจริง) 
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 จะได  ( )1 2 1 2 1 2 2 1,a a b b a b a b− + ∈    (บทนิยาม 1) 

 นั่นคือ  1 2z z ∈  

7. สมบัติการสลับท่ีการคูณ 
 พิสูจน 
 ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( )1 1 1,z a b=  และ ( )2 2 2,z a b=  

 เม่ือ 1 2 1, ,a a b  และ 2b  เปนจํานวนจริง 

 จะได  1 2z z   = ( )( )1 1 2 2, ,a b a b  

    = ( )1 2 1 2 1 2 1 2,a a b b a b b a− +    (บทนิยาม 1)  
    = ( )2 1 2 1 2 1 2 1,a a b b b a a b− +   

      (สมบัติการสลับท่ีการคูณของจํานวนจริง) 
    = 2 1z z  

 ดังนั้น  1 2 2 1z z z z=  

8. สมบัติการเปลี่ยนหมูการคูณ 
 พิสูจน  
 ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b= =  และ  

 ( )3 3 3,z a b=  เม่ือ 1 2 3 1 2, , , ,a a a b b  และ 3b  เปนจํานวนจริง จะได    

 ( )1 2 3z z z  = ( ) ( )( )1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b    

   = ( )( )1 1 2 3 2 3 2 3 2 3, ,a b a a b b a b b a− +   (บทนิยาม 1) 

   = ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3 2 3,a a a b b b a b b a a a b b a b a a b b− − + + + −   

       (บทนิยาม 1) 
   = ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3,a a a a b b b a b b b a a a b a b a b a a b b b− − − + + −   

      (สมบัติการแจกแจงของจํานวนจริง) 
   = ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3,a a a b b a a b b b a b a b a b a a a a b b b b− − − + + −  

      (สมบัติการสลับท่ีการบวกของจํานวนจริง) 
   = ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3,a a a b b a a b b b a b a b a b a a a a b b b b− − + + + −  

      (สมบัติการเปลี่ยนหมูการคูณของจํานวนจริง)  
   = ( ) ( ) ( ) ( )( )3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 1 2,a a a b b b a b b a a a b b a b a a b b− − + + + −  

      (สมบัติการแจกแจงของจํานวนจริง) 
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   = ( ) ( )( )3 3 1 1 2 2, , ,a b a b a b    (บทนิยาม 1) 

   = ( )( ) ( )1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b    

      (สมบัติการสลับท่ีการคูณของจํานวนเชิงซอน) 
   = ( )1 2 3z z z   

ดังนั้น  ( ) ( )1 2 3 1 2 3z z z z z z=  

9. สมบัติการมีเอกลักษณการคูณ 
พิสูจน  
ให z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ),z a b=  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง 

จะได   1z ⋅   = ( )( ), 1, 0a b  

   = ( )1 0, 0 1a b a b⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅   (บทนิยาม 1) 

   = ( )0, 0a b− +  (สมบัติการมีเอกลักษณการคูณของจํานวนจริง) 

   = ( ),a b    (สมบัติการมีเอกลักษณการบวกของจํานวนจริง) 
   = z   
และ    1 z⋅   = ( )( )1, 0 ,a b  

   = ( )1 0 , 0 1a b a b⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅   (บทนิยาม 1) 

   = ( )0, 0a b− +   (สมบัติการมีเอกลักษณการคูณของจํานวนจริง) 

   = ( ),a b    (สมบัติการมีเอกลักษณการบวกของจํานวนจริง) 
   = z   
นั่นคือ  1 1z z z⋅ = = ⋅   
ดังนั้น  1  เปนเอกลักษณการคูณของ z   

10. สมบัติการมีตัวผกผันการคูณ 
 พิสูจน  
 ให z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ),z a b=  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง โดยท่ี ( ), 0a b ≠   

 ให 1
2 2 2 2,a bz

a b a b
−  = − + + 

    

 จะได  1z z−⋅  = ( ) 2 2 2 2, ,a ba b
a b a b

 − + + 
 

    = 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2,a b ab ba
a b a b a b a b

 
+ − + + + + 

  (บทนิยาม 1) 



      
   
   

     บทท่ี 1 | จํานวนเชิงซอน  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 49 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

    = ( )1, 0  (สมบัติการมีตัวผกผันการบวกของจํานวนจริง) 
    = 1 

 และ  1z z− ⋅  = ( )2 2 2 2, ,a b a b
a b a b

 − + + 
 

    = 
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2,a b ab ba
a b a b a b a b

 
+ − + + + + 

  (บทนิยาม 1) 

    = ( )1, 0  (สมบัติการมีตัวผกผันการบวกของจํานวนจริง) 
    = 1 
 นั่นคือ  1 11z z z z− −⋅ = = ⋅   

 ดังนั้น 1
2 2 2 2,a bz

a b a b
−  = − + + 

 เปนตัวผกผันการคูณของ z   

11. สมบัติการแจกแจง 
พิสูจน  

ให 1 2,z z  และ 3z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,z a b z a b= =  และ  

( )3 3 3,z a b=   เม่ือ 1 2 3 1 2, , , ,a a a b b  และ 3b  เปนจํานวนจริง  จะได    

1 2 1 3z z z z+  = ( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 3 3, , , ,a b a b a b a b+  
    = ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 3 1 3 1 3 1 3, ,a a b b a b b a a a b b a b b a− − + − −  

        (บทนิยาม 1) 
    = ( )1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3,a a b b a a b b a b b a a b b a− + − − + −   

        (บทนิยาม 1) 
    = ( )1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3,a a a a b b b b a b a b b a b a+ − − + − −  

        (สมบัติการสลับท่ีการบวกของจํานวนจริง) 
    = ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3,a a a a b b b b a b a b b a b a+ − + + − +  

        (สมบัติการเปลี่ยนหมูการบวกของจํานวนจริง) 
    = ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3,a a a b b b a b b b a a+ − + + − +  

        (สมบัติการแจกแจงของจํานวนจริง) 

    = ( )( )1 1 2 3 2 3, ,a b a a b b+ +   (บทนิยาม 1) 

    = ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , ,a b a b a b +    (บทนิยาม 1) 

    = ( )1 2 3z z z+  

 ดังนั้น  ( )1 2 3 1 2 1 3z z z z z z z+ = +  
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• ตามท่ีหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ระบุไววา  
“ถา w  เปนรากท่ีสองของ z  แลว w−  จะเปนรากท่ีสองของ z  ดวย และรากท่ีสอง
ของจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองจํานวนเทานั้น” 

สามารถพิสูจนไดโดยตองแสดงวา 
1.  ถา w  เปนรากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน z  แลว w−  จะเปนรากท่ีสองของ z  ดวย 
2. รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองจํานวนเทานั้น 

แสดงการพิสูจนไดดังนี้ 
1. จะแสดงวา “ถา w  เปนรากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน z  แลว w−  จะเปนรากท่ีสอง

ของ z  ดวย” 
พิสูจน  
ให w  เปนรากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน z  
นั่นคือ  2w  =  z    (จากบทนิยาม 6) 
เนื่องจาก ( )2w−  =  ( ) ( )2 2 2 21 1w w w− ⋅ = − =  

นั่นคือ  ( )2w z− =  

จากบทนิยาม 6 จะได w−  จะเปนรากท่ีสองของ z  ดวย 
ดังนั้น ถา w  เปนรากท่ีสองของจํานวนเชิงซอน z  แลว w−  จะเปนรากท่ีสองของ z  ดวย 

2. จะแสดงวา “รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองจํานวนเทานั้น” 
 มีข้ันตอนการพิสูจนดังนี้ 
 1) แสดงวา “ทุกจํานวนเชิงซอนมีรากท่ีสองเสมอ” 
 2) แสดงวา “ถา w  เปนรากท่ีสองของ z  แลว w−  เปนรากท่ีสองของ z  ดวย” 
 3) แสดงวา “รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองรากเทานั้น” 
 พิสูจน   

1) จะแสดงวา “ทุกจํานวนเชิงซอนมีรากท่ีสองเสมอ” 

  ให z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี ( )cos sinz r iθ θ= +   

  เม่ือ r  เปนจํานวนจริงบวก และ θ  เปนจํานวนจริง 
  จาก r +∈  จะไดวา r +∈  

  จาก θ ∈  จะไดวา 
2
θ
∈  

  ให cos sin
2 2

w r iθ θ = + 
 

  จะไดวา w  เปนจํานวนเชิงซอน 
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  พิจารณา  2w   = 
2

cos sin
2 2

r iθ θ  +    
 

      = 
2

cos sin
2 2

r iθ θ + 
 

  

      = 2 2cos sin 2 sin cos
2 2 2 2

r iθ θ θ θ − + 
 

 

      = ( )cos sinr iθ θ+   
      = z   
  นั่นคือ w  เปนรากท่ีสองของ z   
 2) จะแสดงวา “ถา w  เปนรากท่ีสองของ z  แลว w−  เปนรากท่ีสองของ z  ดวย” 
  ให w  เปนรากท่ีสองของ z   
  จากขอ 1  จะไดวา w−  เปนรากท่ีสองของ z  ดวย 
 3) จะแสดงวา “รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองรากเทานั้น” 
  ให z  เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนย  
  จากข้ันตอนท่ี 1 จะไดวา มี w  เปนรากท่ีสองของ z   
  จากข้ันตอนท่ี 2 จะไดวา w−  ก็เปนรากท่ีสองของ z   
  ให 0w  เปนจํานวนเชิงซอนท่ีเปนรากท่ีสองของ z  ซ่ึง 0w w≠  และ 0w w≠ −   

  จากบทนิยาม 6 จะไดวา ( )2
0w z=    ----- (1) 

  เนื่องจาก w  และ w−  เปนรากท่ีสองของ z   
  จะไดวา 2w z=  และ ( )2w z− =     ----- (2) 

  จาก (1) และ (2) จะไดวา  

     ( )2
0w   = 2w   

     ( )2 2
0w w−  = 0 

     ( )( )0 0w w w w− +   = 0 

  นั่นคือ    0 0w w− =   หรือ  0 0w w+ =  

  จะได    0w w=   หรือ  0w w= −      

  ซ่ึงเกิดขอขัดแยงกับท่ีกําหนดให 0w w≠  และ 0w w≠ −  

  นั่นคือ มี w  และ w−  เทานั้น ท่ีเปนรากท่ีสองของ z   
  ดังนั้น รากท่ีสองของจํานวนเชิงซอนท่ีไมใชศูนยจะมีเพียงสองรากเทานั้น 
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• จากคํากลาวท่ีวาเซตของจํานวนจริงเปนสับเซตของเซตของจํานวนเชิงซอน แตเม่ือพิจารณา
จํานวนจริง เชน 2 จะไดวา 2∈  แต 2∉  เนื่องจากจํานวนเชิงซอนนิยามในรูปคูอันดับ  

การอธิบายวาเซตของจํานวนจริงเปนสับเซตของเซตของจํานวนเชิงซอน จะใชความรู
เรื่อง ฟงกชันสมสัณฐาน (Isomorphic function) โดยจะกําหนดให :f V→  ซ่ึงนิยามโดย 

( ) ( ), 0f x x=  เม่ือ V ⊆  และ ( ){ }, 0V x y y= ∈ × =   การแสดงวา f  สมสัณฐาน

กับ V  จะตองแสดงวา 

1.  f  เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง 

2. f  เปนฟงกชันจาก   ไปท่ัวถึง V  

3.   คงสภาพ (preserve) ภายใตการบวกและการคูณ  
โดยแสดงไดดังนี้ 
1. ให 1x  และ 2x  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

สมมติ  ( )1f x   = ( )2f x  

จะได ( )1, 0x   = ( )2 , 0x  

ดังนั้น  1x  = 2x  

นั่นคือ ถา ( ) ( )1 2f x f x=  แลว 1 2x x=   

ดังนั้น f  เปนฟงกชัน 1 1−      ----- (1)    

2. ให  y V∈  

 ดังนั้น จะมี x∈  ท่ี ( ) ( ), 0y x f x= =   

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันจาก   ไปท่ัวถึง V   ----- (2) 

3. ให a  และ b  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 จะแสดงวา ( ) ( ) ( )f a b f a f b+ = +  และ ( ) ( ) ( )f a b f a f b⋅ = ⋅   

 เนื่องจาก  ( )f a b+  = ( ), 0a b+   

   = ( ) ( ), 0 , 0a b+   
   = ( ) ( )f a f b+   

 และ ( )f a b⋅   = ( ), 0a b⋅   
   = ( ) ( ), 0 , 0a b⋅  
   = ( ) ( )f a f b⋅  
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ดังนั้น ( ) ( ) ( )f a b f a f b+ = +  และ ( ) ( ) ( )f a b f a f b⋅ = ⋅  

นั่นคือ   คงสภาพ (preserve) ภายใตการบวกและการคูณ ----- (3) 
จาก (1), (2) และ (3) จะไดวา f  สมสัณฐานกับ V    
หรืออาจกลาววา   สมสัณฐานกับ V   
เนื่องจาก   สมสัณฐานกับ V  และ V ⊆   
จะได ⊆   
ดังนั้น จะมีสับเซตของจํานวนเชิงซอนท่ีเหมือนกับเซตของจํานวนจริง แตสมาชิกในเซตท้ังสอง
เขียนแสดงตางกัน 

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 นําเสนอสัญลักษณ i  
โดยแนะนําวา 2 1i = −  เนื่องจาก 
1. การกําหนดให 1i = −  ดังท่ีนําเสนอกันโดยท่ัวไปนั้น ขัดแยงกับการเขียนจํานวนจริง

ในรูปกรณฑ ท่ีนักเรียนไดศึกษามาแลวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้น
มัธยมศึกษาปท่ี 4 เลม 2 ซ่ึงจํานวนจริงท่ีอยูภายใตเครื่องหมายกรณฑท่ีสองตอง
มากกวาหรือเทากับศูนย  

2. ไมมีจํานวนจริงใดท่ียกกําลังสองแลวได 1−  แตมีจํานวนเชิงซอน ( )0, 1  และ ( )0, 1−  

ซ่ึง ( )( ) ( )0, 1 0, 1 1, 0= −  และ ( )( ) ( )0, 1 0, 1 1, 0− − = −  จึงกลาวไดวา ( )0, 1  และ 

( )0, 1−  เปนรากท่ีสองของ 1−  โดย 1−  เขียนในรูปคูอันดับไดเปน ( )1, 0−  เม่ือเขียน

แทนจํานวนเชิงซอน ( )0, 1  ในรูป a bi+  จะได 0 1i i+ =   ในทํานองเดียวกัน เม่ือ

เขียนแทนจํานวนเชิงซอน ( )0, 1−  ในรูป a bi+  จะได ( )0 1 i i+ − = −  

• นิยามของคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน มีความหมายเชนเดียวกับคาสัมบูรณของจํานวนจริง 
นั่นคือ คาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน a bi+  คือ ระยะทางระหวางจุด ( )0, 0  และ ( ),a b  

ในระนาบเชิงซอน ซ่ึงเหมือนกับการหาระยะทางระหวางจุด ( )0, 0  และ จุด ( ),a b  ใน

ระนาบ XY  ท้ังนี้ สมบัติเก่ียวกับคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอนและสมบัติเก่ียวกับคา
สัมบูรณของจํานวนจริงเปนดังนี้ 
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สมบัติเกี่ยวกับคาสัมบูรณของ 
จํานวนเชิงซอน 

สมบัติเกี่ยวกับคาสัมบูรณของ 
จํานวนจริง 

ให 1,z z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

1. 2z zz=   
2. z z z= − =   

3. 1 1
z z
=  เม่ือ 0z ≠  

4. 1 2 1 2z z z z=  
5. 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

6. 1 2 1 2z z z z− ≥ −  

ให x  และ y  เปนจํานวนจริง จะไดวา 

1. 2 2x x=  
2. x x= −   

3. 1 1
x x
=  เม่ือ 0x ≠  

4. xy x y=   
5. x y x y+ ≤ +  

6.  x y x y− ≥ −  
 

• ทฤษฎีบทเก่ียวกับเรื่องจํานวนเชิงซอน ท่ีไมไดแสดงการพิสูจนไวในหนังสือเรียนรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 บทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน สามารถแสดง
การพิสูจนไดดังนี้ 
ทฤษฎีบท 4  
 ให 1,z z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน จะไดวา 

1) 2z z z=   
2) z z z= − =    

3) 1 1
z z
=  เม่ือ 0z ≠   

4) 1 2 1 2z z z z=   

5) 1 2 1 2z z z z+ ≤ +   

6) 1 2 1 2z z z z− ≥ −    
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พิสูจน 
3) ให z a bi= +   และ 0z ≠   

จะได 1
z

 = 1
a bi+

 

  = 1 a bi
a bi a bi

−
⋅

+ −
 

  = 2 2 2 2
a bi

a b a b
−

+ +
  

 1
z

 = 2 2 2 2
a bi

a b a b
−

+ +
 

  = 
( )

2 2

22 2

a b

a b

+

+
 

  = 
2 2

1

a b+
 

  = 1
z

 

ดังนั้น  1 1
z z
= เม่ือ 0z ≠  

6) พิจารณา 2
1 2z z−  = ( )( )1 2 1 2z z z z− −  

   = ( )( )1 2 1 2z z z z− −  
   = 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z− − +   

   = 2 2
1 1 2 1 2 2z z z z z z− − +   

   = ( )2 2
1 2 1 2 1 2z z z z z z+ − +  

   = ( )2 2
1 2 1 22Rez z z z+ −  

 เนื่องจากสําหรับจํานวนเชิงซอน w  ใด ๆ จะไดวา  

 ( ) ( )( ) ( )( )2 2
Re Re Imw w w≤ +  นั่นคือ ( )Re w w≤  

 ดังนั้น ( )1 2 1 22Re 2z z z z≤  และ 1 2 1 2 1 22 2 2z z z z z z= =  

 จะได ( )1 2 1 22Re 2z z z z≤  

 นั่นคือ  2
1 2z z−  ≥   2 2

1 1 2 22z z z z− +  

 และเนื่องจาก ( )22 2
1 1 2 2 1 22z z z z z z− + = −  
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 ดังนั้น 1 2 1 2z z z z− ≥ −   

ทฤษฎีบท 8  
 ถา ( )cos sinw r i= +θ θ เปนจํานวนเชิงซอนท่ีไมเปนศูนย แลวรากท่ี n  ของ w   

 มีท้ังหมด n  รากท่ีแตกตางกัน คือ 

 2 2cos sinn k kz r i
n n

 + +   = +    
    

θ π θ π  เม่ือ { }0, 1, , 1k n∈ −  

พิสูจน 
สําหรับ { }0, 1, , 1k n∈ −  จะไดวา 

 nz  =  2 2cos sin
n

n k kr i
n n

  + +   +     
     

θ π θ π   

  =  ( ) ( )( )cos 2 sin 2r k i k+ + +θ π θ π  

  =  ( )cos sinr i+θ θ  
  =  w  

 ดังนั้น  z  เปนรากท่ี n  ของ w  สําหรับ { }0, 1, , 1k n∈ −   

 ตอไปจะแสดงวา รากท่ี n  ของ w  ตองอยูในรูป z  เทานั้น 

 จาก ( )cos sinw r i= +θ θ  

 สมมติให ( )cos sint s i= +α α  เปนรากท่ี n  ของ w  ดังนั้น nt w=  

 โดยทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได 
 ( ) ( )( )cos sinns n i n+α α  =  ( )cos sinr i+θ θ    ----- (1) 

 เนื่องจาก nt w=   จะได nt w=  
 ns  =  r      ----- (2) 
 แทน (2) ใน (1) จะได  
 ( ) ( )cos sinn i n+α α  =  cos sini+θ θ      

 ดังนั้น  2n k= +α θ π   เม่ือ k∈ 

 นั่นคือ  2k
n

+
=
θ πα   เม่ือ k∈ 

 จาก (2) และ { } { }0 , 0s r+ +∈ ∪ ∈ ∪   จะได ns r=  

 และ  2 2cos sinn k kt r i
n n

 + +   = +    
    

θ π θ π  เม่ือ k∈ 
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 เนื่องจาก เม่ือ k∈ คาของ 2cos k
n

+ 
 
 

θ π  และ 2sin k
n

+ 
 
 

θ π  มีเพียง n  คา  

นั่นคือ เม่ือ { }0, 1, , 1k n∈ −  

ดังนั้น  2 2cos sinn k kt r i
n n

 + +   = +    
    

θ π θ π  เม่ือ { }0, 1, , 1k n∈ −  

 นั่นคือ สรุปไดวา รากท่ี n  ของ w  มีท้ังหมด n  รากท่ีแตกตางกัน คือ 

 2 2cos sinn k kz r i
n n

 + +   = +    
    

θ π θ π  เม่ือ { }0, 1, , 1k n∈ −  
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1.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 
ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม
คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู
ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 
 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. กําหนดให ( ) ( )3 4 , 6   7, 5 11x y− = +  จงหา 1yx −  

2. จงหา 
1) ( ) ( ) ( )5 3 9 7 8i i i− + − + − − −   

2) ( )( )2 2 2 2i i i− +   

3) 
( )2

4 3
1 2

i
i

− −

+
  

4) ( ) ( )
92 523 25 6i i i − + −    

3. กําหนดให ( )1 4 9z i i− − =   จงหา z   

4. กําหนดให z a bi= +  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง ซ่ึง 0a ≥  และ  2 3 4 0z i− + =   
จงหา 1z−   

5. กําหนดให 1z   และ 2z  เปนคําตอบของสมการ 2 2  4 0z z− + =   จงหา 1 2z z− −   

6. กําหนดให ( )1 7, 21z = −  และ ( )2 21, 0z =  ซ่ึงมี 1θ  และ 2θ  เปนอารกิวเมนตท่ี

นอยท่ีสุดของ 1z  และ 2z  ตามลําดับ โดยท่ี 1 0≥θ  และ 2 0≥θ  จงหา 1 2−θ θ  

7. กําหนดให ( )1 1, 1z = − −  และ 2
4 , 4
3

z  
=  
 

 จงเขียน ( )
( )

6
1

2
2

z
z

 ใหอยูในรูป a bi+   เม่ือ a  

และ b  เปนจํานวนจริง 
8. จงเขียนเวกเตอรแสดง z  ท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับสมการ 6z i= −   
9. จงหาสมการพหุนามดีกรี 4 ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง มี 2−  เปนสัมประสิทธิ์นํา และมี 

1 i+  เปนคําตอบของสมการ  นอกจากนี้ยังมีคําตอบของสมการอีก 2 คําตอบท่ีเหมือนกับ
คําตอบของสมการ  2 1x = −   
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เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จาก  ( ) ( )3 4 , 6  7, 5 11x y− = +  

จะได 3 4x−   = 7 และ 6   = 5 11y +   

นั่นคือ x   = 1−   และ y   = 1−  

ดังนั้น   ( ) 11 1 1 1 1 2yx −− = − − = − − = −   

2. 1) ( ) ( ) ( )5 3 9 7 8i i i− + − + − − −  = ( ) ( ) ( ) ( )5 9 8 3 7 1 i + − − −  +  − + − −       
  = 4 5i+   
2)  ( )( )2 2 2 2i i i− +  = ( )4 2 2 2 2 2i i i+ − +   

   = 6i   

3) วิธีท่ี 1 
( )2

4 3
1 2

i
i

− −

+
 = 

( )( )
4 3

1 2 1 2
i

i i
− −

+ +
 

   = 4 3
1 2 2 4

i
i i
− −

+ + −
 

   = 4 3
3 4

i
i

− −
− +

 

   = 4 3 3 4
3 4 3 4

i i
i i

− − − −
⋅

− + − −
  

   = ( )( )
( )( )

4 3 3 4
3 4 3 4

i i
i i

− − − −
− + − −

  

   = 12 16 9 12
9 16

i i+ + −
+

  

   = 25
25

i   

   = i   

 วิธีท่ี 2 
( )2

4 3
1 2

i
i

− −

+
 = 

( )
( )
( )

2

2 2

1 24 3
1 2 1 2

ii
i i

−− −
⋅

+ −
 

   = ( )( )
( )( ) 2

4 3 1 4 4

1 2 1 2

i i

i i

− − − −

 + −  
 

   = ( )( )
( )22 2

4 3 3 4

1 2

i i− − − −

+
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   = 12 16 9 12
25
i i+ + −  

   = 25
25

i   

   = i   

4)  ( ) ( )
92 523 25 6i i i − + −   = ( ) ( )2 453 5 6i i+ + −   

   = ( ) ( )28 6i i+ −   
   = ( )( )64 96 36i i+ − −   
   = 96 28i−   

3. จาก ( )1 4 9z i− −  = i   

 จะได 4 9i
z
−   = i   

  z   = 4 9i
i
−   

  z   = 4 9i i
i i
− −

⋅
−

  

  z   = 9 4i− −   
 ดังนั้น  z   = 9 4i− +  
4. จาก 2  3 4z i− +  = 0 
 จะได 2z  = 3 4i−  

 เม่ือเทียบกับ a bi+  ในทฤษฎีบท 2 จะได 3, 4a b= = −  และ ( )223 4 5r = + − =   

 เนื่องจาก 0b <   จะไดวารากท่ีสองของ 3 4i−  คือ ( )5 3 5 3 2
2 2

i i
 + −

± − = ± −  
 

  

 เนื่องจาก 0a ≥  จะไดวา    2z i= −  

 จะได 1z−   = 1
2 i−

  

   = 1 2
2 2

i
i i

+
⋅

− +
 

   = 2 2

2
2 1

i+
+

  

   = 2
5

i+   

   = 2 1
5 5

i+   
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5. จาก  2 2  4z z− +  = 0 

 เนื่องจาก  ( ) ( )( )22 4 1 4 12− − = −  ซ่ึง 12 0− <   

 จะไดวา คําตอบของสมการพหุนามนี้ คือ 
2 12

1 3
2

i
i

± −
= ±   

 เนื่องจาก 1z   และ 2z  เปนคําตอบของสมการ  

 จะไดวา 1 1 3z i= −  และ 2 1 3z i= +   หรือ  1 1 3z i= +  และ 2 1 3z i= −  

 วิธีท่ี 1 จะได   1 2 2z z= =   

  เนื่องจาก  z z z= − =   

  จะได   1 1 2z z− = =   

  และ 2 2 2 2z z z− = = =  

  ดังนั้น  1 2 2 2 4z z− − = × =  

 วิธีท่ี 2 เนื่องจาก  z z z= − =  

  จะได  1 2 1 2zz z z− − =     

  เม่ือ 1 1 3z i= −  และ 2 1 3z i= +    

  จะได ( )22
1 1 3 1 3 2z = + − = + =   

  และ  ( )22
2 1 3 1 3 2z = + = + =  

  ดังนั้น 1 2 2 2 4z z− − = × =    ----- (1) 

  เม่ือ 1 1 3z i= +  และ 2 1 3z i= −    

  จะได ( )22
1 1 3 1 3 2z = + = + =   

  และ  ( )22
2 1 3 1 3 2z = + − = + =  

  ดังนั้น 1 2 2 2 4z z− − = × =    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะไดวา 1 2 4z z− − =  
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6. จาก  ( )1 7, 21z = −  ซ่ึงมี 1θ  เปนอารกิวเมนตท่ีนอยท่ีสุดของ 1z  โดยท่ี 1 0≥θ   

 ให  ( )1 1 1cos sinr i+θ θ   เปนรูปเชิงข้ัวของ 1z  จะได  1
21tan 3
7

−
= = −θ     

 เนื่องจาก ( )7, 21−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 4 

 จะไดวา 1θ  ท่ีนอยท่ีสุดท่ีทําให 1tan 3−θ =  คือ 5
3
π   

 ดังนั้น  1
5
3
πθ =  

 จาก  ( )2 21, 0z =  ซ่ึงมี 2θ  เปนอารกิวเมนตท่ีนอยท่ีสุดของ 2z  โดยท่ี 2 0≥θ  

 ให  ( )2 2 2cos sinr i+θ θ   เปนรูปเชิงข้ัวของ 2z  จะได  2
0tan 0
21

= =θ     

 เนื่องจาก ( )21, 0  เปนจุดท่ีอยูบนแกนจริง 

 จะไดวา 2θ  ท่ีนอยท่ีสุดท่ีทําให 2tan = 0θ  คือ 0 

 ดังนั้น 1 2
5 50
3 3
π πθ θ− = − =  

7. ให  ( )1 1 1cos sinr i+θ θ  เปนรูปเชิงข้ัวของ ( )1 1, 1z = − −   

 จะได  ( ) ( )2 2
1 1 1 2r = − + − =   

 เนื่องจาก 1
1tan 1
1
−

= =
−

θ  และ ( )1, 1− −  เปนจุดในจตุภาคท่ี 3 

 จะไดวา  1θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให 1tan 1=θ  คือ 5
4
π   

 ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 1z  คือ 1
5 52 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

 

 จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะไดวา  

  ( )6
1z   = ( )6 30 302 cos sin

4 4
iπ π + 

 
 

   = 3 38 cos sin
2 2

iπ π + 
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 ให  ( )2 2 2cos sinr i+θ θ  เปนรูปเชิงข้ัวของ 2
4 , 4
3

z  
=  
 

  

 จะได  
2

2
2

4 84
3 3

r  
= + = 

 
  

 เนื่องจาก 2
4tan 34
3

= =θ  และ 4 , 4
3

 
 
 

 เปนจุดในจตุภาคท่ี 1 

 จะไดวา  2θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให 2tan 3=θ  คือ 
3
π   

 ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 2z  คือ 2
8 cos sin

3 33
z iπ π = + 

 
 

 จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะไดวา  

  ( )2
2z   = 

2
8 2 2cos sin

3 33
iπ π   +  

  
 

   = 64 2 2cos sin
3 3 3

iπ π + 
 

  

 ดังนั้น  ( )
( )

6
1

2
2

z
z

 = 8 3 2 3 2cos sin64 2 3 2 3
3

iπ π π π    − + −        
  

   = 3 5 5cos sin
8 6 6

iπ π + 
 

  

   = 3 3 1
8 2 2

i
 
− +  
 

 

   = 3 3 3
16 16

i− +   

8. ให  z   = ( )cos sinr i+θ θ   เปนรากท่ี 6 ของ i−  

 จะได 6z   = i−  

 จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร   จะได ( )6 6 cos6 sin 6z r i= +θ θ   

 และเนื่องจาก  3 31 cos sin
2 2

i iπ π − = + 
 

 

 ดังนั้น  ( )6 3 3cos6 sin 6 1 cos sin
2 2

r i iπ πθ θ  + = + 
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 จะไดวา 6 1r =    และ  36 2
2

kπθ π− =   เม่ือ k∈   

 นั่นคือ 1r =     และ 

3 2
2

6 4 3

k k
π π π πθ
+

= = +    เม่ือ k∈  

 ดังนั้น cos sin
4 3 4 3

k kz iπ π π π   = + + +   
   

   เม่ือ k∈  

 เม่ือแทน k  ดวย 0, 1, 2, 3, 4 และ 5  จะแทน z  ดวย 1 2 3 4 5, , , ,z z z z z  และ 6z  ตามลําดับ ดังนี้ 

 เม่ือ 0k =   จะได 1 cos sin
4 4

z iπ π
= +   

 เม่ือ 1k =   จะได 2
7 7cos sin
12 12

z iπ π
= +   

 เม่ือ 2k =   จะได 3
11 11cos sin
12 12

z iπ π
= +   

 เม่ือ 3k =   จะได 4
5 5cos sin
4 4

z iπ π
= +   

 เม่ือ 4k =   จะได 5
19 19cos sin
12 12

z iπ π
= +   

 เม่ือ 5k =   จะได 6
23 23cos sin
12 12

z iπ π
= +   

 เม่ือแทน k  ดวยจํานวนเต็มอ่ืน ๆ จะได จํานวนเชิงซอนท่ีซํ้ากับ 1 2 3 4 5, , , ,z z z z z  หรือ 6z  

 แสดงวารากท่ี 6 ของ i−  ท่ีแตกตางกันมี 6 จํานวนเทานั้น คือ 1 2 3 4 5, , , ,z z z z z  และ 6z  

 เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 6 ของ i−  มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับท่ีติดกัน 

 ทํามุมขนาด 
3
π   หรือ o60  เทากันทุกคู  ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้  
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9. เนื่องจาก 1 i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 1 i−  เปนคําตอบ
ของสมการดวย 

 เนื่องจาก สมการนี้มีคําตอบของสมการอีก 2 คําตอบท่ีเหมือนกับคําตอบของสมการ 2 1x = −  
 ซ่ึงคําตอบของสมการ 2 1x = −  คือ i−  และ i   
 จะไดวา i−  และ i  เปนคําตอบของสมการนี้ดวย 
 นั่นคือ สมการพหุนามดีกรี 4 ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง มี 2−  เปนสัมประสิทธิ์นํา 

และมี 1 , 1 ,i i i+ −  และ i−  เปนคําตอบของสมการ คือ 
  ( ) ( ) ( )( )2 1 1x i x i x i x i−  − +   − −  + −     = 0 

  ( ) ( ) ( )22 1 1 1x i x i x−  − −   − +  +      = 0 

  ( ) ( )2 22 1 1 1x x − − + +    = 0 

  ( )( )2 22 2 2 1x x x− − + +   = 0 

  ( )4 3 22 2 3 2 2x x x x− − + − +   = 0 

  4 3 22 4 6 4 4x x x x− + − + −  = 0  
 ดังนั้น 4 3 22 4 6 4 4 0x x x x− + − + − =  เปนสมการพหุนามดีกรี 4 ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปน

จํานวนจริง มี 2−  เปนสัมประสิทธิ์นํา และมี 1 i+  เปนคําตอบของสมการ  นอกจากนี้ยังมี
คําตอบของสมการอีก 2 คําตอบท่ีเหมือนกับคําตอบของสมการ  2 1x = −   

 

 

 

  

  

  

  

  

  

  

  

1 
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บทท่ี 2  

หลักการนับเบ้ืองตน 

 
การศึกษาเรื่องหลักการนับเบื้องตนมีความสําคัญตอการแกปญหาในชีวิตจริง ซ่ึงจะพบปญหาท่ี
ใชความรูเก่ียวกับการนับอยูเสมอ เชน การวางแผนการจัดการแขงขันกีฬา การกําหนดปาย
ทะเบียนรถยนตนั่งสวนบุคคล การบริหารจัดการเก่ียวกับการออกตั๋วชมการแสดง ความรูเก่ียวกับ
หลักการนับ เชน หลักการบวก หลักการคูณ การเรียงสับเปลี่ยน และการจัดหมู จะชวยใหสามารถ
นับจํานวนสิ่งตาง ๆ ไดสะดวกข้ึน โดยเฉพาะเม่ือสิ่งท่ีตองการนับมีจํานวนมาก และมีเง่ือนไข
ซับซอน นอกจากนี้ความรูเก่ียวกับทฤษฎีบททวินามซ่ึงเปนการใชความรูเก่ียวกับหลักการนับ เพ่ือ
ชวยใหการกระจาย ( )+

nx y  เม่ือ ,x y  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ทําได

รวดเร็วข้ึน โดยในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 บทท่ี 2 
หลักการนับเบื้องตน จะนําเสนอหลักการบวกและหลักการคูณ การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ
สิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีไมแตกตางกันท้ังหมด การ
เรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด การจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกัน
ท้ังหมด และทฤษฎีบททวินาม 
 
ในบทเรียนนี้มุงใหนักเรียนบรรลุตัวชี้วัดตามสาระการเรียนรูแกนกลาง บรรลุผลการเรียนรูตาม
สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุจุดมุงหมายดังตอไปนี้ 
 

 
ตัวช้ีวัด  ผลการเรียนรู  สาระการเรียนรูแกนกลาง และสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ตัวช้ีวัด 
• เขาใจและใชหลักการบวกและการคูณ 

การเรียงสับเปลี่ยน และการจัดหมูใน
การแกปญหา  
 
 
 

สาระการเรียนรูแกนกลาง 
• หลักการบวกและการคูณ 
• การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ี

สิ่งของแตกตางกันท้ังหมด 
• การจัดหมูกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกัน

ท้ังหมด 
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ผลการเรียนรู 
• เขาใจและใชหลักการบวกและการคูณ 

การเรียงสับเปลี่ยน และการจัดหมูใน
การแกปญหา 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 
• หลักการบวกและการคูณ 
• การเรียงสับเปลี่ยน 

o การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน 
o การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลม

กรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมด 
• การจัดหมูกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกัน

ท้ังหมด 
• ทฤษฎีบททวินาม 

 
 

 

 
จุดมุงหมาย 

1. ใชหลักการนับเบื้องตนในการแกปญหา  
2. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา   
3. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ีสิ่งของไมแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 
4. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 
5.  ใชวิธีจัดหมูกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 
6.  ใชทฤษฎีบททวินามในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

ความรูเก่ียวกับจํานวนและหลักการนับเบื้องตนในระดับ 
มัธยมศึกษาตอนตน   

 
 

 

ipst.me/8449 

http://ipst.me/8449
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2.1 เนื้อหาสาระ   
1. หลักการบวก (กรณีท่ัวไป) 

ในการทํางานอยางหนึ่ง ถาสามารถแบงวิธีทํางานออกเปน k  กรณี โดยท่ี 

  กรณีท่ี 1 สามารถทําได 1n   วิธี 

  กรณีท่ี 2 สามารถทําได 2n   วิธี 

         
  กรณีท่ี k  สามารถทําได kn   วิธี  

ซ่ึงวิธีการทํางานในท้ัง k  กรณีไมซํ้าซอนกัน และการทํางานในแตละกรณีทําใหงานเสร็จ
สมบูรณ  แลวจะสามารถทํางานนี้ไดท้ังหมด 1 2 kn n n+ + +  วิธี      

2. หลักการคูณ (กรณีท่ัวไป)  
ในการทํางานอยางหนึ่ง ถาสามารถแบงข้ันตอนการทํางานออกเปน k  ข้ันตอน ซ่ึงตองทํา
ตอเนื่องกัน โดยท่ี   

ข้ันตอนท่ี 1 สามารถทําได 1n  วิธี  

ในแตละวิธีของข้ันตอนท่ี 1  สามารถทําข้ันตอนท่ี 2 ตอไปได 2n  วิธี   

ในแตละวิธีของข้ันตอนท่ี 1 และข้ันตอนท่ี 2  สามารถทําข้ันตอนท่ี 3 ตอไปได 3n  วิธี   

                   
  ในแตละวิธีของข้ันตอนท่ี 1 ถึงข้ันตอนท่ี 1k −    สามารถทําข้ันตอนท่ี k  ตอไปได kn  วิธี 

 แลวจะสามารถทํางานนี้ไดท้ังหมด 1 2 kn n n× × ×   วิธี 
3. บทนิยาม 1 

ให n  เปนจํานวนเต็มบวก  
แฟกทอเรียล n  คือ การคูณของจํานวนเต็มบวกตั้งแต 1 ถึง n   เขียนแทนดวยสัญลักษณ  

!n  (อานวา “เอ็น แฟกทอเรียล”) 
นั่นคือ ( )! 1 2 3 1n n n= × × × × − ×  

หรือ   ( )! 1 3 2 1n n n= × − × × × ×  

และให  0! 1=   

4. ให ,n rP  แทนจํานวนวิธีในการนําสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น โดยท่ี 

0 r n≤ ≤  มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน จะไดวา ,
!

( )!n r
nP

n r
=

−
 วิธี 
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5. ถามีสิ่งของ n   ชิ้น ในจํานวนนี้มี 1n  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ีหนึ่ง มี 2n  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปน

กลุมท่ีสอง … และมี kn  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ี k  โดยท่ี 1 2 kn n n n+ + + =   แลว 

จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n  ชิ้น ดังเง่ือนไขขางตน เปน 
1 2

!
! ! !k

n
n n n× × ×

 วิธี   

6. จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น เทากับ ( )1 !n −  วิธี  

7. ให ,n rC  หรือ 
n
r
 
 
 

 แทนจํานวนวิธีเลือกสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น เม่ือ 

0 r n≤ ≤  มาจัดหมู จะไดวา ,
!

( )! !n r
nC

n r r
=

−
 วิธี 

8. จํานวนวิธีจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น โดยเลือกคราวละ r  ชิ้น จะเทากับจํานวน
วิธีจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น โดยเลือกคราวละ n r−  ชิ้น 

9. ทฤษฎีบททวินาม 
ให ,x y  เปนจํานวนจริง และ n  เปนจํานวนเต็มบวก จะได 

( ) 1 2 2

0 1 2
n n n n n r r nn n n n n

x y x x y x y x y y
r n

− − −         
+ = + + + + + +         

         
    

เรียก 
n
r
 
 
 

 โดยท่ี { }0,1,2, ,r n∈  วา สัมประสิทธิ์ทวินาม 
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2.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

 กิจกรรม : เลขหมายโทรศัพท  

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่องหลักการนับเบื้องตน เพ่ือใหนักเรียนเห็นความสําคัญ
ของหลักการนับเบื้องตน 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูสุมถามเลขหมายโทรศัพทเคลื่อนท่ีของนักเรียนในชั้นเรียน 4 – 5 คน และบันทึกคําตอบท่ีได

ลงบนกระดาน แลวชี้แนะใหนักเรียนสังเกตเห็นวาเลขหมายโทรศัพทเคลื่อนท่ีจะข้ึนตนดวย
ตัวเลขตาง ๆ กัน จากนั้นใหนักเรียนอานสถานการณตอไปนี้ 

ในปจจุบันเลขหมายโทรศัพทเคลื่อนท่ีจะข้ึนตนดวย 08, 09 หรือ 01 และตามดวย 
เลขโดดอีก 8 ตัว หรือข้ึนตนดวย 061, 062, 063, 064 หรือ 065 และตามดวยเลขโดด
อีก 7 ตัว  

2. ครูใหนักเรียนอภิปรายรวมกันวา ถาตองการทราบจํานวนเลขหมายโทรศัพทเคลื่อนท่ี 
ท่ีเปนไปไดในรูปแบบขางตน จะมีไดท้ังหมดก่ีเลขหมายและมีวิธีการนับอยางไร 
หมายเหตุ 
  คําถามนี้ตองการใหนักเรียนเห็นภาพวา การนับจํานวนเลขหมายโทรศัพทเคลื่อนท่ีท่ี
สอดคลองกับเง่ือนไขในขอ 1 อาจไมสะดวกท่ีจะนับโดยตรงเหมือนกับการนับจํานวน
สิ่งของท่ีมีไมมากและมีเง่ือนไขไมซับซอน เชน การนับจํานวนนักเรียนในหอง จํานวนไมยืน
ตนในบริเวณโรงเรียน หรือจํานวนหนังสือในกระเปานักเรียน  ดังนั้น การใชความรูเก่ียวกับ
หลักการนับเบื้องตนจะชวยใหสามารถนับจํานวนสิ่งของตาง ๆ ไดสะดวกข้ึน  โดยเฉพาะ
อยางยิ่งเม่ือสิ่งของท่ีนับมีจํานวนมากและมีเง่ือนไขท่ีซับซอน 
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หลักการบวกและหลักการคูณ 

 

 กิจกรรม : รูปสามเหล่ียมดานเทา   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง หลักการบวก  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูรวมกันพิจารณาสถานการณ

ตอไปนี้  
นํากระเบื้องรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 1 หนวย จํานวน 16 แผน มาเรียง  
ดังรูป 

 
จงหาวาในการจัดเรียงกระเบื้องนี้ มีรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีมีความยาวดานแตกตาง
กันก่ีขนาด และแตละขนาดประกอบดวยรูปสามเหลี่ยมดานเทาก่ีรูป 

แนวคําตอบ 
มีรูปสามเหลี่ยมดานเทา 4 ขนาด ไดแก 

   ขนาดท่ี 1 รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 1 หนวย มี  16 รูป 
   ขนาดท่ี 2  รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 2 หนวย มี  7 รูป 
   ขนาดท่ี 3  รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 3 หนวย มี  3 รูป 
   ขนาดท่ี 4  รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 4 หนวย มี  1 รูป 

หมายเหตุ  
ในกรณีท่ีนักเรียนแกปญหาโดยใชการแรเงาการจัดเรียงกระเบื้อง ครูควรเตรียมรูป

สามเหลี่ยมดานเทาในขอ 1 ไวหลาย ๆ รูป 
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2. จากขอ 1 ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวา จากการจัดเรียงกระเบื้องดังกลาว มีจํานวนรูป
สามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมดก่ีรูป และหาไดอยางไร 
แนวคําตอบ 

มีรูปสามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมด 27 รูป หาไดโดยนําจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ี
แตละดานยาว 1, 2, 3 และ 4 หนวย มารวมกัน  

3. ครูสรุปการแกปญหาขางตนโดยใชการนับ โดยมีกรณีท่ีเปนไปได 4 กรณี ตามขนาดของรูป
สามเหลี่ยมดานเทา ซ่ึงรูปสามเหลี่ยมดานเทาในแตละกรณีไมซํ้าซอนกัน จากนั้นจึงนํา
จํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทาในแตละกรณีมาบวกกันเพ่ือหาจํานวนรูปสามเหลี่ยมดานเทา
ท้ังหมด 

หมายเหตุ 
ครูอาจเปลี่ยนสถานการณท่ีกําหนดใหเปนสถานการณอ่ืนได เชน การเลือกบริษัทผูใหบริการ

สําหรับเดินทางกลับเชียงใหมของบัวตองในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้น
มัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 กิจกรรม : การเดินทางของปติ   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง หลักการคูณ  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูรวมกันพิจารณาสถานการณ

ตอไปนี้  
ปติตองการเดินทางจากบานไปโรงเรียน ซ่ึงสามารถไปทางถนนได 3 เสนทาง หรือไป
ทางลําคลองได 2 เสนทาง ถาปติตองการเดินทางจากบานไปยังโรงเรียนโดยใช
เสนทางตามถนนหรือลําคลองเพียงอยางใดอยางหนึ่ง แลวปติจะเดินทางไดท้ังหมดก่ี
เสนทาง 
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2. ครูใหนักเรียนแตละคูหาคําตอบของสถานการณในขอ 1 พรอมท้ังอธิบายแนวทางการหา
คําตอบ 
แนวคําตอบ 

นักเรียนอาจหาคําตอบโดยใชหลักการบวก ซ่ึงจากสถานการณท่ีกําหนดให จะไดวา
การเดินทางจากบานไปยังโรงเรียนสามารถไปทางถนนได 3 เสนทาง และไปทางลําคลองได 
2 เสนทาง เนื่องจากเสนทางถนนและเสนทางลําคลองไมซํ้าซอนกัน ดังนั้น ปติจะเดินทาง
ไดท้ังหมด 3 2 5+ =  เสนทาง 

3. ครูใหนักเรียนแตละคูพิจารณาอีกสถานการณหนึ่ง ดังนี้  
ถาปติตองการแวะตลาดซ่ึงอยูระหวางทางจากบานไปโรงเรียน โดยเสนทางจากบาน
ไปตลาดมี 2 เสนทาง และเสนทางจากตลาดไปโรงเรียนมี 3 เสนทาง แลวปติจะ
เดินทางไดท้ังหมดก่ีเสนทาง  

4. ครูใหนักเรียนแตละคูหาคําตอบของสถานการณในขอ 3 พรอมท้ังอธิบายแนวทางการหา
คําตอบ 
แนวคําตอบ 

นักเรียนอาจเขียนแผนภาพแทนสถานการณ ดังนี้  
 

 
จากแผนภาพดังกลาว นักเรียนอาจแสดงโดยใชแผนภาพตนไม  ดังนี้ 

 
จากแผนภาพจะไดวาปติจะเดินทางไดท้ังหมด 6 เสนทาง 

เสนทางท่ี 1 
เสนทางท่ี 2 
เสนทางท่ี 3 
 

เสนทางท่ี 1 
เสนทางท่ี 2 
เสนทางท่ี 3 
 

เสนทางท่ี 1 

เสนทางท่ี 2 

การเดินทาง 

ตลาด – โรงเรียน บาน – ตลาด 

โรงเรียน      บาน 
   ตลาด 
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5. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในขอ 4 และวิธีการหาคําตอบ โดยครู
อาจถามนักเรียนในประเด็นตอไปนี้  
• การเดินทางจากบานไปโรงเรียนโดยแวะตลาดของปติมีก่ีข้ันตอนยอย เปนข้ันตอนยอย

ใดบาง และแตละข้ันตอนยอยตอเนื่องกันหรือไม 
• ในแตละข้ันตอนยอยมีเสนทางใหเลือกเดินทางก่ีเสนทาง 

 แนวคําตอบ 
มี 2 ข้ันตอนยอยท่ีตอเนื่องกัน ไดแก ข้ันตอนยอยท่ี 1 เดินทางจากบานไปตลาดมีได  

2 เสนทาง และข้ันตอนยอยท่ี 2 เดินทางจากตลาดไปโรงเรียน มีได 3 เสนทาง  
6. จากคําตอบในขอ 4 และ 5 ครูควรอธิบายเพ่ิมเติมวาในการเดินทางจากบานไปโรงเรียน

ของปติโดยตองแวะท่ีตลาด ประกอบดวยการเดินทาง 2 ข้ันตอนยอย คือ การเดินทางจาก
บานไปตลาด และการเดินทางจากตลาดไปโรงเรียน ซ่ึงการเดินทางท้ังสองข้ันตอนนี้
ตอเนื่องกัน สําหรับแตละเสนทางท่ีปติเลือกใชในการเดินทางจากบานไปตลาดจะสามารถ
เลือกเสนทางสําหรับเดินทางจากตลาดไปโรงเรียนไดอีก 3 เสนทาง ดังนั้น ปติจะเดินทาง
ไดท้ังหมด 2 3 6× =  เสนทาง  

7. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับความแตกตางของการหาจํานวนเสนทางการ
เดินทางของปติตามสถานการณในขอ 1 และ 3 
แนวคําตอบ 

   จากสถานการณในขอ 1 การเดินทางแตละวิธี ไมวาจะไปทางถนนหรือไปทางลําคลอง 
สามารถทําใหการเดินทางนั้นถึงจุดหมายได ดังนั้น การหาจํานวนเสนทางการเดินทาง
ท้ังหมดของปติในสถานการณนี้จึงใชหลักการบวก 

แตสําหรับสถานการณในขอ 3 ปติจะตองเดินทางจากบานไปตลาดกอน แลวจึง
เดินทางตอไปโรงเรียน นั่นคือ การเดินทางจากบานไปโรงเรียนของปติตองประกอบดวย  
2 ข้ันตอนยอยเสมอ จะไดวา การหาจํานวนเสนทางการเดินทางท้ังหมดของปติใน
สถานการณนี้จึงใชหลักการคูณจึงจะทําใหงานเสร็จสมบูรณ 

หมายเหตุ 
ครูอาจเปลี่ยนสถานการณท่ีกําหนดใหเปนสถานการณอ่ืนได เชน ปญหาการเดินทางจาก

กรุงเทพฯ ไปเชียงใหมของบัวตองท่ีระหวางทางจะตองแวะเยี่ยมญาติท่ีนครสวรรคในหนังสือเรียน
รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการสอนเนื้อหานี้ ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนวิเคราะหโจทยเอง โดยครูอาจแนะนําให
นักเรียนพิจารณาวาโจทยกําหนดสิ่งใด ตองการใหหาสิ่งใด ตองทราบสิ่งใดบางจึงจะหา
คําตอบท่ีตองการได การแกปญหาจําเปนตองมีข้ันตอนยอยใดบาง ข้ันตอนเหลานั้น
ตอเนื่องกันหรือไม และในการแกปญหานั้นตองใชหลักการบวกหรือหลักการคูณ โดยใน
ข้ันตนครูควรยกตัวอยางใหนักเรียนเห็นชัดเจนวาเปนตัวอยางท่ีใชหลักการบวกในการ
แกปญหา (เชน ตัวอยางท่ี 1 – 4) หรือตัวอยางท่ีใชหลักการคูณในการแกปญหา (เชน ตัวอยาง
ท่ี 5 – 12)   

• การแกปญหาเก่ียวกับหลักการนับเบื้องตนบางปญหาอาจตองใชท้ังหลักการบวกและ
หลักการคูณ เชน ในตัวอยางท่ี 13 ซ่ึงเปนการสรางจํานวนเต็มบวกหาหลักท่ีเปนจํานวนคู 
จะตองแยกพิจารณาเปน 2 กรณี จะใชหลักการคูณเพ่ือหาจํานวนตามเง่ือนไขท่ีกําหนดใน
แตละกรณี และใชหลักการบวกเพ่ือหาจํานวนเต็มบวกหาหลักท่ีเปนจํานวนคูท้ังหมดจาก
ท้ัง 2 กรณี 

ท้ังนี้ สําหรับกรณีท่ี 2 ข้ันตอนท่ี 2 จะมีการพิจารณาแตกตางจากขออ่ืน เนื่องจาก
ตองการสรางจํานวนเต็มบวกหาหลัก ดังนั้น หลังจากเลือกเลขโดดเปนหลักหนวยแลว จึง
เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักหม่ืนกอน ซ่ึงจะไมสามารถเลือกเลขโดด 0 และเลขโดดท่ีซํ้ากับ
หลักหนวยท่ีเลือกในข้ันตอนท่ี 1 ได 

• ปญหาเก่ียวกับหลักการนับเบื้องตนบางปญหามีวิธีหาคําตอบมากกวา 1 วิธี เชน ตัวอยางท่ี 3 
ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 แสดงการหา
คําตอบโดยใชการแจงนับและหลักการบวกนั้น สามารถหาคําตอบอีกวิธีหนึ่งไดดังนี้ 
 กรณีท่ี 1  เลขโดดท้ังสองหลักเปนจํานวนคู 

    ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักหนวยได 5 วิธี  
    ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสิบได 4 วิธี  

   จากหลักการคูณ จะไดวา จํานวนเต็มบวกสองหลักท่ีผลบวกของเลขโดดท้ัง
สองหลักเปนจํานวนคูโดยเลขโดดท้ังสองหลักเปนจํานวนคู  

   มี 5 4 20× =  จํานวน 
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 กรณีท่ี 2  เลขโดดท้ังสองหลักเปนจํานวนค่ี 
  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักหนวยได 5 วิธี  
    ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสิบได 5 วิธี  
   จากหลักการคูณ จะไดวา จํานวนเต็มบวกสองหลักท่ีผลบวกของเลขโดดท้ัง

สองหลักเปนจํานวนคูโดยเลขโดดท้ังสองหลักเปนจํานวนค่ี  
   มี 5 5 25× =  จํานวน 

จากหลักการบวก จึงไดวา จํานวนเต็มบวกสองหลักท่ีผลบวกของเลขโดดท้ังสองหลัก
เปนจํานวนคู มีท้ังหมด 20 25 45+ =  จํานวน 

• ในการแกปญหาบางปญหา สามารถสลับข้ันตอนการทํางานได แตตองพิจารณาใหครบทุก
ข้ันตอน เชน ตัวอยางท่ี 5 ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 2 แสดงการหาคําตอบโดยการเลือกอาหารคาวกอนเลือกขนมนั้น สามารถหาคําตอบ
โดยการเลือกขนมกอนเลือกอาหารคาวก็ได ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 

สมมติใหอาหารคาว 4 อยาง ไดแก ค1, ค2, ค3 และ ค4 
และขนม 3 อยาง ไดแก ข1, ข2 และ ข3 
ในการเลือกสั่งอาหารประกอบดวย 2 ข้ันตอนท่ีตอเนื่องกัน คือ 
ข้ันตอนท่ี 1 เลือกขนม ซ่ึงเลือกได 3 แบบ 
ข้ันตอนท่ี 2 เลือกอาหารคาว ซ่ึงเลือกได 4 แบบ 
จากหลักการคูณ จึงไดวา ลูกคาสามารถเลือกสั่งอาหารไดท้ังหมด 3 4 12× =  แบบ 

ท้ังนี้ บางปญหาไมสามารถสลับข้ันตอนการทํางานได เชน ตัวอยางท่ี 13 
• ในการหาคําตอบของปญหาในตัวอยางท่ี 7 นั้น งานจะเสร็จสมบูรณเม่ือนักเรียนท้ังสามคน 

เขาและออกหองประชุม ดังนั้น ควรเริ่มจากหาจํานวนวิธีการเขาและออกหองประชุมของ
นักเรียนแตละคน จากนั้นใหนําจํานวนวิธีการเขาและออกของนักเรียนแตละคนมาคูณกัน
เพ่ือใหงานเสร็จสมบูรณ  
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การแกปญหาเก่ียวกับการสรางรูปสามเหลี่ยมจากจุดท่ีกําหนดในแบบฝกหัด 2.1 ขอ 4 นั้น 
นักเรียนควรพิจารณาเปนรายกรณี ซ่ึงจะไดดังนี้ 

กรณีท่ี 1  รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอดอยูบนดาน ,AB BC  และ AC   

กรณีท่ี 2  รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน AB   
กรณีท่ี 3  รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน AC  
กรณีท่ี 4  รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน BC  

จะเห็นวา กรณีท่ี 2 – 4 เปนกรณีท่ีจุดยอดสองจุดอยูบนดานเดียวกัน และจุดยอดจุดท่ีสาม
อยูบนดานอ่ืน ๆ  

นอกจากนี้ นักเรียนท่ีไดเรียนเก่ียวกับการจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมดมาแลว 
อาจใชความรูเรื่องการจัดหมูในการแกปญหาไดดังนี้ 

กรณีท่ี 1  รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอดอยูบนดาน ,AB BC  และ AC  มีได 

   
3 2 3

18
1 1 1
     

× × =     
     

 รูป 

กรณีท่ี 2 รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน AB  มีได 
3 5

15
2 1
   

× =   
   

 รูป 

กรณีท่ี 3 รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน AC  มีได 
3 5

15
2 1
   

× =   
   

 รูป 

กรณีท่ี 4 รูปสามเหลี่ยมมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน BC  มีได 
2 6

6
2 1
   

× =   
   

 รูป 

  ดังนั้น สรางรูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดท่ีกําหนดใหเปนจุดยอดได 18 15 15 6 54+ + + =  รูป 
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การเรียงสับเปล่ียนเชิงเสนของส่ิงของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 

 

 กิจกรรม : เรียงแถวถายรูป (1) 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีแตกตางกัน
ท้ังหมด เพ่ือใหนักเรียนเขาใจแนวคิดของจํานวนวิธีในการนําสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  สิ่ง มา
เรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูขอนักเรียนเปนอาสาสมัครจํานวน 3 คน ออกมาหนาชั้นเรียนและใหยืนเรียงแถวหนา

กระดาน โดยกําหนดตําแหนงท่ี 1, 2 และ 3 เพ่ือถายรูป 

ตําแหนงท่ี 1  ตําแหนงท่ี 2  ตําแหนงท่ี 3 

2. ครูกําหนดใหนักเรียนท่ียืนในตําแหนงท่ี 1, 2 และ 3 คือ A, B และ C ตามลําดับ ซ่ึงจะ
เขียนแสดงการยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือถายรูปของอาสาสมัครท้ังสามคนไดเปน   

  A  B  C 
3. ครูใหนักเรียนในหองรวมกันบอกวิธีการยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือถายรูปของอาสาสมัคร

ท้ังสามคนท่ีแตกตางจากการยืนในขอ 2 โดยอาสาสมัครท้ังสามคนสลับตําแหนงในการยืน
ตามท่ีนักเรียนในหองบอก และครูชวยบันทึกผลไวบนกระดานเพ่ือตรวจสอบ ใหนักเรียน
ทําซํ้าไปเรื่อย ๆ จนไมสามารถหาวิธีการยืนท่ีแตกตางจากผลท่ีบันทึกไวแลว   
แนวคําตอบ  

ถาใหวิธีการยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือถายรูปของอาสาสมัครท้ังสามคนในขอ 1 
เปนวิธีท่ี 1 แลวจะไดวิธีการยืนของอาสาสมัครท้ังสามคนท่ีแตกตางจากวิธีท่ี 1 ดังนี้ 

วิธีท่ี 2   A  C  B 
วิธีท่ี 3   B  A  C 
วิธีท่ี 4   B  C  A 
วิธีท่ี 5   C  A  B 
วิธีท่ี 6   C  B  A 
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4. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวิธีการหาจํานวนวิธีการยืนของอาสาสมัครท้ังสามคนในขอ 3 
วาใชวิธีการใดและมีจํานวนวิธีการยืนท่ีแตกตางกันท้ังหมดก่ีวิธี และนักเรียนมีวิธีอ่ืนในการ
หาจํานวนวิธีการยืนของอาสาสมัครท้ังสามคนท่ีแตกตางจากวิธีดังกลาวหรือไม อยางไร 
แนวคําตอบ 

ในขอ 3  ใชการแจงนับในการหาจํานวนวิธีการยืนของอาสาสมัครท้ังสามคน และมี
จํานวนวิธีจัดนักเรียนท้ังสามคนใหยืนเรียงแถวหนากระดานท่ีแตกตางกันเพ่ือถายรูปได
ท้ังหมด 6 วิธี  นอกจากนี้ยังสามารถหาจํานวนวิธีการยืนเปนแถวหนากระดานเพ่ือถายรูป
ของท้ังสามคนไดโดยใชหลักการคูณ โดยมี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 

   ข้ันตอนท่ี 1 ตําแหนงท่ี 1 เลือกนักเรียนมายืนได 3 วิธี จากนักเรียน 3 คน  
   ข้ันตอนท่ี 2 ตําแหนงท่ี 2 เลือกนักเรียนมายืนได 2 วิธี จากนักเรียน 2 คนท่ีเหลือ 
   ข้ันตอนท่ี 3 ตําแหนงท่ี 3 เลือกนักเรียนมายืนได 1 วิธี จากนักเรียนคนสุดทาย 

จากหลักการคูณ จะไดวา มีวิธีจัดนักเรียนท้ังสามคนใหยืนเรียงแถวหนากระดานท่ี
แตกตางกันเพ่ือถายรูปไดท้ังหมด 3 2 1 6× × =  วิธี 

5. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวาถามีนักเรียนท้ังหมด n  คน จะมีวิธีจัดนักเรียนท้ัง n  คน 
ใหยืนเรียงแถวหนากระดานท่ีแตกตางกันเพ่ือถายรูปไดท้ังหมดก่ีวิธี พรอมท้ังอธิบายแนว
ทางการหาคําตอบ  
แนวคําตอบ 

ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนหาจํานวนวิธีจัดนักเรียนท้ัง n  คน ใหยืนเรียงแถวหนา
กระดานท่ีแตกตางกันเพ่ือถายรูป โดยเชื่อมโยงกับหลักการคูณ ดังนี้  

ตําแหนงท่ี 1  ตําแหนงท่ี 2 ... ตําแหนงท่ี n 

พิจารณาตําแหนงการยืนของนักเรียนจากตําแหนงท่ี 1 ถึงตําแหนงท่ี n  ได n  ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 ตําแหนงท่ี 1 เลือกคนมายืนได n  วิธี จากนักเรียน n  คน  
 ข้ันตอนท่ี 2 ตําแหนงท่ี 2 แตละวิธีท่ีเลือกคนมายืนในตําแหนงท่ี 1 มีวิธีเลือก  
    คนมายืนในตําแหนงท่ี 2 ได 1n −  วิธ ี       

                                      
 ข้ันตอนท่ี n  ตําแหนงท่ี n  แตละวิธีท่ีเลือกคนมายืนในตําแหนงท่ี 1 ถึง ตําแหนงท่ี  
    1n −   มีวิธีเลือกคนมายืนในตําแหนงท่ี n  ได 1 วิธี   
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 จากหลักการคูณ จะไดวา มีวิธีจัดนักเรียน n  คน ใหยนืเรียงแถวหนากระดานท่ีแตกตาง 

 กันเพ่ือถายรูปไดท้ังหมด ( ) ( )1 2 2 1n n n× − × − × × ×  วิธี 

6. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปราย เพ่ือสรุปในประเด็นตอไปนี้ 
• การจัดแถวเพ่ือถายรูป เปนตัวอยางของการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน ซ่ึงเปนการนํา

สิ่งของมาจัดเรียงในแนวเสนตรง โดยไมนําสิ่งของท่ีใชจัดเรียงไปแลวในตําแหนงหนึ่ง
มาจัดเรียงในตําแหนงอ่ืนอีก 

• การเรียงสับเปลี่ยนท่ีมีสิ่งของเรียงลําดับแตกตางกัน จะถือวาเปนการเรียงสับเปลี่ยนท่ี
ไมเหมือนกัน 

• จํานวนวิธีในการนําสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด n  ชิ้น มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนได 

( ) ( )1 2 2 1 !n n n n× − × − × × × =  วิธี  

หมายเหตุ 
กอนนําเขาสูข้ันตอนการจัดนักเรียน n  คน ใหยืนเรียงแถวหนากระดาน ครูอาจให

นักเรียนพิจารณาการจัดนักเรียน 4 หรือ 5 คน ใหยืนเรียงแถวหนากระดานกอน โดยใช
หลักการคูณในการแกปญหา 

 

 กิจกรรม : เรียงแถวถายรูป (2) 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง จํานวนวิธีในการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ
สิ่งของท่ีไมแตกตางกันท้ังหมด 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  
1. ครูกําหนดสถานการณ ดังนี้ ถามีนักเรียนจํานวน 5 คน ตองการนํานักเรียน 3 คนมายืนเรียง

แถวหนากระดานเพ่ือถายรูป แลวจะมีจํานวนวิธีจัดนักเรียนท่ีแตกตางกันท้ังหมดก่ีวิธี โดย
กําหนดตําแหนงท่ี 1, 2 และ 3 เพ่ือถายรูป ดังนี้ 

ตําแหนงท่ี 1  ตําแหนงท่ี 2  ตําแหนงท่ี 3 

 2. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายแนวทางการหาคําตอบของสถานการณในขอ 1 โดยใช
หลักการคูณในการแกปญหา จะไดท้ังหมดก่ีวิธี พรอมท้ังอธิบายแนวทางการหาคําตอบ  
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แนวคําตอบ 
การจัดนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 5 คน ใหยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือ

ถายรูปอาจพิจารณาไดโดยใชหลักการคูณหรือการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ี
แตกตางกันท้ังหมด ดังนี้ 
ใชหลักการคูณ 

การจัดนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 5 คน ใหยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือ
ถายรูป มี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 

   ข้ันตอนท่ี 1 ตําแหนงท่ี 1 เลือกนักเรียนมายืนได 5 วิธี จากนักเรียน 5 คน  
   ข้ันตอนท่ี 2 ตําแหนงท่ี 2 เลือกนักเรียนมายืนได 4 วิธี จากนักเรียน 4 คนท่ีเหลือ 
   ข้ันตอนท่ี 3 ตําแหนงท่ี 3 เลือกนักเรียนมายืนได 3 วิธี จากนักเรียน 3 คนท่ีเหลือ 

จากหลักการคูณ จะไดวา มีวิธีจัดนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 5 คน ใหยืนเรียง
แถวหนากระดานท่ีแตกตางกันเพ่ือถายรูปไดท้ังหมด 5 4 3 60× × =  วิธี 

ใชการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 
การจัดนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 5 คน ใหยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือ

ถายรูปทําได 
( )5, 3

5! 5 4 3 30
5 3 !

P = = × × =
−

 วิธี 

3. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวา ถาตองการจัดนักเรียน r  คน จากนักเรียนท้ังหมด n  คน  
ใหยืนเรียงแถวหนากระดานท่ีแตกตางกันเพ่ือถายรูป โดยใชหลักการคูณในการแกปญหา 
จะทําไดท้ังหมดก่ีวิธี พรอมท้ังอธิบายแนวทางการหาคําตอบ  
แนวคําตอบ 

การจัดนักเรียน r  คน จากนักเรียนท้ังหมด n  คน  ใหยืนเรียงแถวหนากระดานท่ี
แตกตางกัน โดยกําหนดตําแหนงท่ี 1, 2, , r  เพ่ือถายรูป เปนดังนี้  

ตําแหนงท่ี 1  ตําแหนงท่ี 2 ... ตําแหนงท่ี r 

พิจารณาตําแหนงการยืนของนักเรียนจากตําแหนงท่ี 1 ถึงตําแหนงท่ี r  ได r  ข้ันตอน 
ดังนี ้
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ข้ันตอนท่ี 1 ตําแหนงท่ี 1 เลือกคนมายืนได n  วิธี จากนักเรียน n  คน  
 ข้ันตอนท่ี 2 ตําแหนงท่ี 2 แตละวิธีท่ีเลือกคนมายืนในตําแหนงท่ี 1 มีวิธีเลือกคนมา

ยืนในตําแหนงท่ี 2 ได 1n −  วิธี       

            
 ข้ันตอนท่ี r  ตําแหนงท่ี r  แตละวิธีท่ีเลือกคนมายืนในตําแหนงท่ี 1 ถึง ตําแหนงท่ี 

1r −   มีวิธีเลือกคนมายืนในตําแหนงท่ี r  ได ( )1 1n r n r− − = − +  วิธี 

จากหลักการคูณ จะไดวา มีวิธีจัดนักเรียน r  คน จากนักเรียนท้ังหมด n  คน ใหยืน
เรียงแถวหนากระดานท่ีแตกตางกันเพ่ือถายรูปไดท้ังหมด  

( ) ( ) ( )1 2 1n n n n r× − × − × × − +  วิธี 

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปราย เพ่ือสรุปวาจํานวนวิธีในการนําสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ี
แตกตางกัน n  ชิ้น มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน เทากับ ( ) ( ) ( )1 2 1n n n n r× − × − × × − +  วิธี 

หรือเทากับ 
( )

!
!

n
n r−

 วิธี 

หมายเหตุ 
• กอนนําเขาสูข้ันตอนการจัดนักเรียน r  คน จากนักเรียนท้ังหมด n  คน ใหยืนเรียงแถว

หนากระดาน ครูอาจใหพิจารณาการจัดนักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 5 คน หรือจัด
นักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 6 คน ใหยืนเรียงแถวหนากระดานกอน 

• ครูอาจแนะนําสัญลักษณ ,n rP  แทนจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของ

ท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน สามารถนําไปใชในการแกปญหาเก่ียวกับการจัดเรียงสิ่งของโดย
ท่ีสามารถกําหนดตําแหนงเริ่มตนและตําแหนงสิ้นสุดได เชน การจัดเรียงกระถางตนไม 9 
กระถาง ใหเปนรูปตัวอักษร W ดังรูป สามารถทําไดท้ังหมด 9! วิธีท่ีแตกตางกัน 

 

ตําแหนงเร่ิมตน ตําแหนงสิน้สุด 
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• ในการสอนเก่ียวกับการเรียงสับเปลี่ยน มีขอตกลงวา ถาไมไดระบุวาส่ิงของท่ีกําหนดใหเปน
ส่ิงของท่ีเหมือนกัน ใหถือวาส่ิงของท้ังหมดท่ีกําหนดใหแตกตางกัน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

การหาคําตอบของปญหาในแบบฝกหัด 2.2 บางขอสามารถนําเสนอการหาคําตอบไดหลายแบบ 
เชน ขอ 6 อาจนําเสนอการหาคําตอบได 2 แบบ ดังนี ้

แบบท่ี 1 ในท่ีนี้ 4n =   และ 3r =   

จะได   
( )4, 3

4! 4! 4! 24
4 3 ! 1!

P = = = =
−

 

ดังนั้น สรางจํานวน 3 หลัก จากเลขโดด 2, 3, 5 และ 9 โดยท่ีแตละหลักมีเลขโดด
ไมซํ้ากัน ไดท้ังหมด 24 จํานวน 

แบบท่ี 2 การสรางจํานวน 3 หลัก จากเลขโดด 2, 3, 5 และ 9 โดยท่ีแตละหลักมีเลขโดด
ไมซํ้ากัน มี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักรอย ได 4 วิธี 
ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสิบ ได 3 วิธี จากเลขโดดท่ีไมซํ้ากับ

เลขโดดท่ีเลือกในข้ันตอนท่ี 1 
ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักหนวย ได 2 วิธี จากเลขโดดท่ีไมซํ้า

กับเลขโดดท่ีเลือกในข้ันตอนท่ี 1 และ 2 
โดยหลักการคูณ จะไดวา สรางจํานวน 3 หลัก จากเลขโดด 2, 3, 5 และ 9 โดยท่ี
แตละหลักมีเลขโดดไมซํ้ากัน ไดท้ังหมด 4 3 2 24× × =  จํานวน 

จะเห็นวาการนําเสนอการหาคําตอบของขอท่ี 6 ท้ังสองแบบนั้นมาจากวิธีเดียวกัน  
ท้ังนี้ ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนนําเสนอการหาคําตอบดวยตนเอง และใหนักเรียนพิจารณา
ความเหมาะสมของแตละวิธี และครูอาจใหนักเรียนตอบในรูปแฟกทอเรียลไดโดยไมตอง
คํานวณหาคําตอบ 
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การเรียงสับเปล่ียนเชิงเสนของส่ิงของท่ีไมแตกตางกันท้ังหมด 

 

 
กิจกรรม : การจัดบัตรตัวอักษร 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีไม

แตกตางกันท้ังหมด 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ แลวแจกบัตรกระดาษซ่ึงมี

สีท่ีแตกตางกันใหนักเรียนแตละกลุม กลุมละ 3 แผน จากนั้นครูใหนักเรียนทุกกลุมเขียน
ตัวอักษร A ลงบนบัตรกระดาษ 2 แผน และเขียนตัวอักษร B ลงบนบัตรกระดาษอีก 1 แผน
ท่ีเหลือ ตัวอยางบัตรกระดาษท่ีนักเรียนแตละกลุมมีเปนดังรูป 

A  A  B 

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันจัดเรียงบัตรท้ัง 3 ใบ ในแนวเสนตรงท่ีเปนไปไดท้ังหมดโดย
พิจารณาจากสี และบันทึกผลท่ีไดจากการจัดเรียงท้ังสีและตัวอักษรลงในตารางท่ีมีลักษณะ
ตอไปนี ้

แบบท่ี 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียง 

สี ตัวอักษร 
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 แนวคําตอบ 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียงตัวอยางบัตรในขอ 1 เปนดังนี ้

  แบบท่ี 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียง 

สี ตัวอักษร 
1 ฟขม AAB 
2 ขฟม AAB 
3 ฟมข ABA 
4 ขมฟ ABA 
5 มฟข BAA 
6 มขฟ BAA 

หมายเหตุ   
แนวคําตอบในตารางแทนสีฟา สีเขียว และสีมวง ดวยตัวอักษร ฟ, ข และ ม ตามลําดับ 

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันพิจารณาวาจํานวนวิธีการจัดเรียง
ท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีและพิจารณาตามตัวอักษรเทากันหรือไม อยางไร 
แนวคําตอบ  

จํานวนวิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีมีท้ังหมด 6 แบบ และจํานวน
วิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามตัวอักษรมีท้ังหมด 3 แบบ นั่นคือ จํานวน
วิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีมากกวาการพิจารณาตามตัวอักษร 

4. ครูใหนักเรียนคาดการณวาหากเพ่ิมกระดาษสีอีก 1 สี แลวจํานวนวิธีการจัดเรียงท่ีเปนไป
ไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีและพิจารณาตามตัวอักษรจะเปนอยางไร จากนั้นครูแจกบัตร
กระดาษอีก 1 แผน ซ่ึงมีสีแตกตางกับ 3 แผนแรก ใหกับนักเรียนแตละกลุม และให
นักเรียนเขียนตัวอักษร A ลงบนบัตรกระดาษแผนใหม ตัวอยางบัตรกระดาษท่ีนักเรียนมี
เปนดังรูป 

A 
 

A  A  B 
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5. ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันจัดเรียงบัตรท้ัง 4 ใบ ในแนวเสนตรงท่ีเปนไปไดท้ังหมดโดย
พิจารณาจากสี และบันทึกผลท่ีไดจากการจัดเรียงท้ังสีและตัวอักษรลงในตารางตอไปนี้ 

แบบท่ี 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียง 

สี ตัวอักษร 
   
   

แนวคําตอบ 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียงตัวอยางบัตรในขอ 4 เปนดังนี้ 

 

แบบท่ี 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียง 

สี ตัวอักษร 
1 สฟขม AAAB 
2 สขฟม AAAB 
3 ฟสขม AAAB 
4 ฟขสม AAAB 
5 ขสฟม AAAB 
6 ขฟสม AAAB 
7 สฟมข AABA 
8 สขมฟ AABA 
9 ฟสมข AABA 
10 ฟขมส AABA 
11 ขสมฟ AABA 
12 ขฟมส AABA 
13 สมฟข ABAA 
14 สมขฟ ABAA 
15 ฟมสข ABAA 
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แบบท่ี 
ผลท่ีไดจากการจัดเรียง 

สี ตัวอักษร 
16 ฟมขส ABAA 
17 ขมสฟ ABAA 
18 ขมฟส ABAA 
19 มสฟข BAAA 
20 มสขฟ BAAA 
21 มฟขส BAAA 
22 มฟสข BAAA 
23 มขฟส BAAA 
24 มขสฟ BAAA 

6. จากคําตอบท่ีไดในขอ 5 ครูใหนักเรียนแตละกลุมรวมกันพิจารณาวาจํานวนวิธีการจัดเรียง
ท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีและพิจารณาตามตัวอักษรเทากันหรือไม อยางไร 
แนวคําตอบ  
  จํานวนวิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีมีท้ังหมด 24 แบบ และ
จํานวนวิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามตัวอักษรมีท้ังหมด 4 แบบ นั่นคือ 
จํานวนวิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีมากกวาการพิจารณาตาม
ตัวอักษร 

7. จากคําตอบท่ีไดในขอ 3 และ 6 ครูใหนักเรียนรวมกันสรุปจํานวนวิธีการจัดเรียงท่ีเปนไปได
ท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีและพิจารณาตามตัวอักษร แลวหาผลลัพธท่ีไดจากการหาร
จํานวนวิธีท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีดวยจํานวนวิธีท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือ
พิจารณาตามตัวอักษร จากนั้นบันทึกลงในตารางตอไปนี้ 

การพิจารณา 
กระดาษสี 3 แผน 

(ตัวอักษรซํ้ากัน 2 ตัว) 
กระดาษสี 4 แผน 

(ตัวอักษรซํ้ากัน 3 ตัว) 

ตามสี   

ตามตัวอักษร   

ผลหาร   

  



     
     
     

 บทท่ี 2 | หลักการนบัเบื้องตน   
 

  88 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

แนวคําตอบ 
ผลการบันทึกท่ีไดเปนดังนี้ 

การพิจารณา 
กระดาษสี 3 แผน 

(ตัวอักษรซํ้ากัน 2 ตัว) 
กระดาษสี 4 แผน 

(ตัวอักษรซํ้ากัน 3 ตัว) 

ตามสี 6 24 

ตามตัวอักษร 3 4 

ผลหาร 2 6 

8. จากคําตอบท่ีไดในขอ 7 ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวาผลหารท่ีไดสัมพันธกับจํานวน
ตัวอักษรท่ีซํ้ากันอยางไร 
แนวคําตอบ 

ผลหารท่ีไดเทากับแฟกทอเรียลของจํานวนตัวอักษรท่ีซํ้ากัน นั่นคือ 
• กรณีท่ีมีกระดาษสี 3 แผน ซ่ึงมีตัวอักษรซํ้ากัน 2 ตัว นั้น ผลลัพธท่ีไดจากการหาร

จํานวนวิธีท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีดวยจํานวนวิธีท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือ
พิจารณาตามตัวอักษร คือ 2 ซ่ึง 2 = 2! 

• กรณีท่ีมีกระดาษสี 4 แผน ซ่ึงมีตัวอักษรซํ้ากัน 3 ตัว นั้น ผลลัพธท่ีไดจากการหาร
จํานวนวิธีท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือพิจารณาตามสีดวยจํานวนวิธีท่ีเปนไปไดท้ังหมดเม่ือ
พิจารณาตามตัวอักษร คือ 6 ซ่ึง 6 = 3! 

9. จากแนวคิดขางตน ครูและนักเรียนรวมกันสรุปวิธีการหาจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ 3 
ชิ้น ซ่ึงมีสิ่งของ 2 ชิ้นท่ีเหมือนกัน และจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ 4  ชิ้น ซ่ึงมีสิ่งของ 
3 ชิ้นท่ีเหมือนกัน  
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แนวคําตอบ 
• การหาจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร A, A และ B ซ่ึงเปนการเรียงสับเปลี่ยน

สิ่งของ 3 ชิ้น ท่ีมีสิ่งของ 2 ชิ้นท่ีเหมือนกันนั้น ทําไดโดยสมมติใหจํานวนวิธีเรียง
สับเปลี่ยนตัวอักษรดังกลาวเปน x  วิธี ในแตละวิธีของ x  วิธีนี้ ถาพิจารณาวา
ตัวอักษร A ท้ังสองตัวตางกัน จะมีจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร A ท้ังสองตัว 
คือ 2! จึงไดวา จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของตัวอักษร A, A และ B เม่ือตัวอักษร A 
ท้ังสองตัวตางกัน คือ 2!x×  วิธี ซ่ึงเทากับจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร 3 ตัวท่ี
แตกตางกัน คือ 3! วิธี ทําใหไดวา 
 2!x×  = 3! 

 x   = 3!
2!

  

นั่นคือ จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร A, A และ B คือ 3!
2!

 หรือ 3 วิธ ี

ดังนั้น จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ 3 ชิ้น ซ่ึงมีสิ่งของ 2 ชิ้นท่ีเหมือนกัน คือ 3!
2!

 

หรือ 3 วิธี 
• การหาจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร A, A, A และ B ซ่ึงเปนการเรียงสับเปลี่ยน

สิ่งของ 4 ชิ้น ท่ีมีสิ่งของ 3 ชิ้นท่ีเหมือนกันนั้น ทําไดโดยสมมติใหจํานวนวิธีเรียง
สับเปลี่ยนตัวอักษรดังกลาวเปน x  วิธี ในแตละวิธีของ x  วิธีนี้ ถาพิจารณาวา
ตัวอักษร A ท้ังสามตัวตางกัน จะมีจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร A ท้ังสามตัว คือ 
3! จึงไดวา จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของตัวอักษร A, A, A และ B เม่ือตัวอักษร A 
ท้ังสามตัวตางกัน คือ 3!x×  วิธี ซ่ึงเทากับจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร 4 ตัวท่ี
แตกตางกัน คือ 4! วิธี ทําใหไดวา 
 3!x×  = 4! 

 x   = 4!
3!

  

นั่นคือ จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนตัวอักษร A, A, A และ B คือ 4!
3!

 หรือ 4 วิธ ี

ดังนั้น จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ 4 ชิ้น ซ่ึงมีสิ่งของ 3 ชิ้นท่ีเหมือนกัน คือ 4!
3!

 

หรือ 4 วิธี 
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10. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับการหาจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n  ชิ้น ซ่ึงใน
จํานวนนี้มี 0n  ชิ้นท่ีเหมือนกัน 

 แนวคําตอบ 
ใหจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของท่ีกําหนดเปน x  วิธี ถาพิจารณาวาสิ่งของ 0n  ชิ้น

นี้แตกตางกัน จะมีจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ 0n  ชิ้น คือ 0 !n  จึงไดวา จํานวนวิธีเรียง

สับเปลี่ยนสิ่งของท่ีกําหนด คือ 0 !x n×  วิธี ซ่ึงเทากับจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n  ชิ้น
ท่ีแตกตางกัน คือ !n  ทําใหไดวา 

 0 !x n×  = !n   

 x   = 
0

!
!

n
n

  

ดังนั้น จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n  ชิ้น ซ่ึงมีสิ่งของ 0n  ชิ้นท่ีเหมือนกัน คือ 
0

!
!

n
n

 วิธี 

11. ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับการหาจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n  ชิ้น ซ่ึงใน
จํานวนนี้มี 1n  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ี 1  มี 2n  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ี 2 ... และมี 

kn  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ี k โดยท่ี 1 2 kn n n n+ + + =  
 แนวคําตอบ 

ใหจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของท่ีกําหนดเปน x  วิธี  
ถาสิ่งของ 1n  ชิ้นในกลุมท่ี 1 แตกตางกัน แลวมีวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของในกลุมนี้เปน 1!n  วิธี 

ถาสิ่งของ 2n  ชิ้นในกลุมท่ี 2 แตกตางกัน แลวมีวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของในกลุมนี้เปน 2 !n  วิธี 

  

ถาสิ่งของ kn  ชิ้นในกลุมท่ี k  แตกตางกัน แลวมีวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของในกลุมนี้เปน !kn  วิธี 

จึงไดวา จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของท่ีกําหนด คือ 1 2! ! !kx n n n× × × ×  วิธี 
แตจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนสิ่งของ n  ชิ้นท่ีแตกตางกัน คือ !n  ทําใหไดวา 
 1 2! ! !kx n n n× × × ×  = !n   

 x   = 
1 2

!
! ! !k

n
n n n× × ×
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 ดังนั้น จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนของสิ่งของ n  ชิ้น ซ่ึงในจํานวนนี้มี 1n  ชิ้นท่ีเหมือนกัน

เปนกลุมท่ี 1  มี 2n  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ี 2 ... และมี kn  ชิ้นท่ีเหมือนกันเปนกลุมท่ี 

k  คือ 
1 2

!
! ! !k

n
n n n× × ×

 วิธี โดยท่ี 1 2 kn n n n+ + + =  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การหาคําตอบของปญหาในตัวอยางท่ี 21 ซ่ึงไดวา จํานวนวิธีเรียงตัวอักษรท้ังหมดในคําวา 

“MATHEMATICS” โดยไมคํานึงถึงความหมาย คือ 11!
2!2!2!1!1!1!1!1!

 วิธีนั้น เนื่องจาก 

1! 1=  จึงอาจไมจําเปนตองเขียน 1! ไว ทําใหเขียนแสดงคําตอบไดเปน 11!
2!2!2!

 

 

การเรียงสับเปล่ียนเชิงวงกลมของส่ิงของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 

 

 
กิจกรรม : จัดวงกลม 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของท่ีแตกตางกัน

ท้ังหมด 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  
1. ครูใหนักเรียนจัดเรียงตัวอักษร 3 ตัว คือ A, B และ C ในแนวเสนตรง จากนั้นครูให

นักเรียนรวมกันอภิปรายผลการจัดเรียงท่ีได โดยครูบันทึกผลท่ีไดลงบนกระดาน 
แนวคําตอบ 

จัดเรียงตัวอักษร A, B และ C ในแนวเสนตรง ไดดังนี้ 
 ABC BCA CAB 
 ACB CBA BAC 
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2. ครูเขียนวงกลมบนกระดาน และกําหนดตําแหนงท่ี 1, 2 และ 3 ในวงกลมแตละรูป ดังนี้ 

       
      รูปท่ี 1      รูปท่ี 2       รูปท่ี 3 

3. ครูขอนักเรียนเปนอาสาสมัครจํานวน 3 คน จากนั้นใหนักเรียนอาสาสมัครเขียนตัวอักษร 
A, B และ C ลงในชองของรูปท่ีครูเขียนบนกระดาน โดยท่ี 
• คนท่ี 1 เขียนตัวอักษร A, B และ C ลงในชองหมายเลข 1, 2 และ 3 ตามลําดับ ในรูปท่ี 1 
• คนท่ี 2 เขียนตัวอักษร B, C และ A ลงในชองหมายเลข 1, 2 และ 3 ตามลําดับ ในรูปท่ี 2 
• คนท่ี 3 เขียนตัวอักษร C, A และ B ลงในชองหมายเลข 1, 2 และ 3 ตามลําดับ ในรูปท่ี 3 

ซ่ึงจะไดเปนดังนี้ 
 

       
      รูปท่ี 1      รูปท่ี 2       รูปท่ี 3 

4. จากรูปท่ีไดในขอ 3 ครูใหนักเรียนลองจินตนาการการหมุนของวงกลมรูปท่ี 2 และ 3 แลว
เปรียบเทียบกับวงกลมรูปท่ี 1 ซ่ึงจะไดวาสามารถหมุนวงกลมรูปท่ี 2 และ 3 ใหเหมือนกับ
วงกลมรูปท่ี 1 ได นั่นคือ การนําตัวอักษรท่ีจัดเรียงในแนวเสนตรง 3 วิธี คือ ABC, BCA และ 
CAB มาจัดเรียงเปนวงกลม จะไดเปนการจัดเรียงเปนวงกลมท่ีเหมือนกัน 

5.  ครูและนักเรียนปฏิบัติตามข้ันตอนการปฏิบัติกิจกรรมขอ 3 และ 4 ซํ้าอีกครั้ง โดยท่ี 
• คนท่ี 1 เขียนตัวอักษร A, C และ B ลงในชองหมายเลข 1, 2 และ 3 ตามลําดับ ในรูปท่ี 1 
• คนท่ี 2 เขียนตัวอักษร C, B และ A ลงในชองหมายเลข 1, 2 และ 3 ตามลําดับ ในรูปท่ี 2 
• คนท่ี 3 เขียนตัวอักษร B, A และ C ลงในชองหมายเลข 1, 2 และ 3 ตามลําดับ ในรูปท่ี 3 

ซ่ึงจะไดเปนดังนี้ 

C 

B A 

B 

A C 

A 

C B 

1 

3 2 

1 

3 2 

1 

3 2 
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      รูปท่ี 1      รูปท่ี 2       รูปท่ี 3 

จะไดวา การนําตัวอักษรท่ีจัดเรียงในแนวเสนตรง 3 วิธี คือ ACB, CBA และ BAC มา
จัดเรียงเปนวงกลม จะไดเปนการจัดเรียงเปนวงกลมท่ีเหมือนกัน 

6. จากรูปท่ีไดในขอ 3 และ 5 ครูใหนักเรียนสังเกตวาการจัดเรียงตัวอักษร 3 ตัว เปนวงกลม ทํา
ไดโดยใหตัวอักษร A อยูคงท่ี แลวจัดเรียงสับเปลี่ยน B และ C ดังรูป 

       
     วิธีท่ี 1           วิธีท่ี 2 

7. จากขอ 6 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา ในการจัดเรียงตัวอักษรท่ีแตกตางกัน 3 ตัว เปนวงกลม 
จะทําไดก่ีวิธี และหาไดอยางไร 

 แนวคําตอบ 
ในการจัดเรียงตัวอักษรท่ีแตกตางกัน 3 ตัว เปนวงกลม ทําได 2 วิธี ซ่ึงหาไดโดย

กําหนดใหตัวอักษร 1 ตัว จากตัวอักษรท้ังหมด 3 ตัว อยูกับท่ี ทําใหเหลือตัวอักษรท่ีตอง
สลับท่ีกัน 2 ตัว ซ่ึงจัดเรียงได ( )3 1 ! 2! 2− = =  วิธี 

8. จากขอ 7 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา ในการจัดเรียงสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น เปนวงกลม 
จะทําไดก่ีวิธี และหาไดอยางไร 

 แนวคําตอบ 
ในการจัดเรียงสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น เปนวงกลม ทําไดโดยกําหนดใหสิ่งของ 1 ชิ้น 

อยูกับท่ี ทําใหเหลือสิ่งของท่ีตองสลับท่ีกัน 1n −  ชิ้น ซ่ึงจัดเรียงได ( )1 !n −  วิธี 

A 

B C 

A 

C B 

B 

C A 

C 

A B 

A 

B C 
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9. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปราย เพ่ือใหไดขอสรุปเก่ียวกับการจัดเรียงสิ่งของท่ีแตกตางกัน 
n  ชิ้น เปนวงกลม วาเปนการจัดเรียงท่ีไมไดมีการกําหนดจุดเริ่มตนและจุดสิ้นสุดของการ
จัดเรียง แตเปนการจัดเรียงท่ีใหสิ่งใดสิ่งหนึ่งอยูคงท่ี ณ ตําแหนงใดตําแหนงหนึ่ง แลวเรียง
สับเปลี่ยนสิ่งของท่ีเหลืออยู  

 

หมายเหตุ 
• ครูสามารถกําหนดใหตัวอักษรท่ีเขียนเปนตัวอักษรอ่ืนท่ีแตกตางจากตัวอยางในกิจกรรมนี้ได 
• กอนปฏิบัติตามแนวทางการดําเนินกิจกรรมขอ 6 ครูอาจใหนักเรียนพิจารณาวามีการจัดเรียง

อ่ืนท่ีแตกตางจากการจัดเรียงในขอ 3 และ 5 หรือไม 
• กอนการพิจารณาการจัดเรียงสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น เปนวงกลม ครูอาจใหนักเรียน

พิจารณาการจัดสิ่งของท่ีแตกตางกัน 4 หรือ 5 ชิ้น ใหเปนวงกลมกอน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมด สามารถนําไปประยุกตใชไดกับ
ปญหาการจัดสิ่งของเปนรูปวงรี การจัดคนนั่งรอบโตะรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 

• การจัดเรียงตัวอักษร A, B และ C ตามท่ีนําเสนอในตอนตนของหัวขอนี้ แสดงใหเห็นวา
การจัดเรียงตัวอักษรดังกลาวในแนวเสนตรงแตกตางกัน แตเม่ือนําตัวอักษรดังกลาวมา
จัดเรียงเปนวงกลม อาจจะไดวงกลมแบบเดียวกัน เชน ตัวอักษรท่ีจัดเรียงในแนวเสนตรงได
เปน ABC, BCA และ CAB นั้น เม่ือนํามาจัดเปนวงกลม จะไดเปนวงกลมแบบเดียวกัน 
เนื่องจาก เม่ือนํามาจัดเปนวงกลมแลว จะไดวา ตัวอักษร A มากอนตัวอักษร B  ตัวอักษร 
B มากอนตัวอักษร C  และตัวอักษร C มากอนตัวอักษร A เสมอ  
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• การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลม เปนการจัดเรียงสิ่งของโดยท่ีไมสามารถกําหนดตําแหนงเริ่มตน

และตําแหนงสิ้นสุดได เชน  
ถากําหนดตําแหนงเริ่มตน และตําแหนงสิ้นสุด ดังรูป 

 

 
ถาให A อยูตําแหนงเริ่มตน และ C อยูในตําแหนงสิ้นสุด ดังรูป 

 

 
ให B อยูตําแหนงเริ่มตน และ A อยูในตําแหนงสิ้นสุด ดังรูป 

 

 
 

  

ตําแหนงเริ่มตน 
ตําแหนงสิ้นสุด 

B 

C A 

ตําแหนงเริ่มตน 
ตําแหนงสิ้นสุด 

A 

B C 

ตําแหนงเริ่มตน 
ตําแหนงสิ้นสุด 
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ให C อยูตําแหนงเริ่มตน และ B อยูในตําแหนงสิ้นสุด ดังรูป 
 

 
 

จะเห็นวา ถาเรากําหนดตําแหนงเริ่มตนและตําแหนงสิ้นสุด ตัวอักษรท่ีจัดเรียงในแนว
เสนตรงไดเปน ABC, BCA และ CAB นั้น เม่ือนํามาจัดเปนวงกลม จะไดเปนวงกลม
แบบเดียวกัน เนื่องจาก เม่ือนํามาจัดเปนวงกลมแลว จะไดวา ตัวอักษร A มากอน
ตัวอักษร B  ตัวอักษร B มากอนตัวอักษร C  และตัวอักษร C มากอนตัวอักษร A 
เสมอ นั่นคือการจัดเรียงท้ังสามแบบถือเปนการจัดเรียงเปนวงกลมเพียง 1 วิธี เทานั้น 
ในทํานองเดียวกันวิธีการจัดเรียง ACB, BAC และ CBA เปนการจัดเรียงเปนวงกลม
เพียง 1 วิธี เชนกัน ดังนั้น การจัดเรียงตัวอักษร 3 ตัว เปนวงกลม จะจัดได 2 วิธี   

• ในตัวอยางท่ี 25 จะเห็นวา การจัดเรียงนักเรียนชายนั่งรอบโตะกลมเปนการเรียงสับเปลี่ยน

เชิงวงกลม เนื่องจาก การจัดเรียงนักเรียนชายไมสามารถกําหนดตําแหนงเริ่มตนและ

ตําแหนงสิ้นสุดได  

สําหรับการจัดนักเรียนหญิงใหนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายจะไมใชการเรียงสับเปลี่ยน

เชิงวงกลม แตใชการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน เนื่องจากตําแหนงท่ีนั่งของนักเรียนหญิงมี

ตําแหนงของนักเรียนชายอางอิงเสมอ เชน ถาจัดนักเรียนชายนั่งรอบโตะกลม ไดดังรูป 

 

ตําแหนงเริ่มตน 

ตําแหนงสิ้นสุด 

B 

 

A 

C 
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ตอมาจัดนักเรียนหญิงใหนั่งแทรกระหวางนักเรียนชาย ซ่ึงอาจจัดไดเปนดังรูปท่ี 1 หรือรูป

ท่ี 2 ดังนี้ 

 
รูปท่ี 1 

 

 
รูปท่ี 2 
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จากรูปท่ี 1 และ 2 จะเห็นวาการจัดเรียงของนักเรียนหญิงในท้ังสองรูปแตกตางกัน เชน ญ1 
ในรูปท่ี 1 นั่งอยูระหวาง ช1 และ ช2  แต ญ1 ในรูปท่ี 2 นั่งอยูระหวาง ช2 และ ช3 จึงไม
สามารถใชแนวคิดการเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมในการหาจํานวนวิธีการจัดท่ีนั่งของ
นักเรียนหญิงได แตจะพิจารณาดังนี้  

 นักเรียนหญิงคนท่ี 1 จะเลือกนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 6 ตําแหนง   
 นักเรียนหญิงคนท่ี 2 จะเลือกนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 5 ตําแหนง 
 นักเรียนหญิงคนท่ี 3 จะเลือกนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 4 ตําแหนง 
 นักเรียนหญิงคนท่ี 4 จะเลือกนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 3 ตําแหนง 
 นักเรียนหญิงคนท่ี 5 จะเลือกนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 2 ตําแหนง 
 นักเรียนหญิงคนท่ี 6 จะเลือกนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 1 ตําแหนง 

ดังนั้น จะจัดนักเรียนหญิงนั่งแทรกระหวางนักเรียนชายได 6 5 4 3 2 1 6!× × × × × =  วิธี 

การจัดนี้เปนวิธีเดียวกับการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีแตกตางกัน 6 ชิ้น ซ่ึง

เทากับ 6, 6P   

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไมไดนําเสนอการ

เรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของท่ีไมแตกตางกันท้ังหมด และการเรียงสับเปลี่ยนเชิง

วงกลมท่ีพลิกได เชน การรอยมาลัย การรอยลูกปด การรอยพวงกุญแจ 

 

การจัดหมูของส่ิงของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 

 

 
กิจกรรม : เลือกตัวแทนนักเรียน 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง การจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครจูับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นใหนักเรียนพิจารณาสถานการณตอไปนี้ 

ครูตองการเลือกตัวแทนนักเรียน 1 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ไดแก A, B, C 
และ  D จะเลือกไดก่ีวิธี และทําไดอยางไรบาง 
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2. ครูใหนักเรียนแตละคูหาคําตอบของสถานการณในขอ 1  
แนวคําตอบ 

ทําได 4 วิธี นั่นคือ เลือก A, B, C หรือ D คนใดคนหนึ่ง 
3. ครูใหนักเรียนแตละคูพิจารณาสถานการณเพ่ิมเติม ดังนี้  

ครูตองการเลือกตัวแทนนักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ไดแก A, B, C 
และ  D จะเลือกไดก่ีวิธี และทําไดอยางไรบาง  

4. ครูใหนักเรียนแตละคูหาคําตอบของสถานการณในขอ 3 โดยใหนักเรียนพิจารณา ดังนี้ 
4.1 การนํานักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน จะทําไดก่ี

วิธี และเรียงสับเปลี่ยนไดอยางไรบาง 
  แนวคําตอบ   

จํานวนวิธีในการนํานักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยน

เชิงเสน คือ 
( )4, 2

4! 12
4 2 !

P = =
−

 วิธี ซ่ึงเรียงสับเปลี่ยนไดดังนี้ 

AB   AC   AD   BC  BD  CD 
BA   CA   DA   CB  DB  DC 

4.2 จากคําตอบในขอ 4.1 ผลท่ีไดจากการเรียงสับเปลี่ยนใดบางท่ีประกอบดวยสมาชิกชุด
เดียวกัน 
แนวคําตอบ   

ผลท่ีไดจากการเรียงสับเปลี่ยนท่ีประกอบดวยสมาชิกชุดเดียวกัน ไดแก 
AB กับ BA AC กับ CA AD กับ DA  
BC กับ CB BD กับ DB CD กับ DC 

4.3 เม่ือกําหนดใหคําตอบในขอ 4.1 เปนการเลือกนักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน 
โดยสนใจลําดับ มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน และใหคําตอบในขอ 4.2 เปนการเลือก
นักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับ มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน 
จงหาวาจํานวนวิธีท่ีไดโดยสนใจลําดับและไมสนใจลําดับเปนเทาไร 
แนวคําตอบ   

จํานวนวิธีการเลือกนักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยน
เชิงเสนแบบสนใจลําดับและไมสนใจลําดับเปน 12 และ 6 วิธี ตามลําดับ 
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5. ครใูหนักเรียนแตละคูพิจารณาอีกสถานการณหนึ่ง ดังนี้  
ครูตองการเลือกตัวแทนนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ไดแก A, B, C 
และ D จะเลือกไดก่ีวิธี และทําไดอยางไรบาง  

6. ครูใหนักเรียนแตละคูหาคําตอบของสถานการณในขอ 5 โดยใหนักเรียนพิจารณา ดังนี้ 
6.1 การนํานักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน จะทําไดก่ี

วิธี และเรียงสับเปลี่ยนไดอยางไรบาง 
  แนวคําตอบ   

จํานวนวิธีในการนํานักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยน

เชิงเสน คือ 
( )4, 3

4! 24
4 3 !

P = =
−

 วิธี ซ่ึงเรียงสับเปลี่ยนไดดังนี้ 

 ABC ABD ACB ACD ADB  ADC 
 BAC BAD BCA BCD  BDA BDC 
 CAB CAD CBA CBD CDA CDB 
 DAB DAC DBA DBC DCA DCB 

6.2 จากคําตอบในขอ 6.1 ผลท่ีไดจากการเรียงสับเปลี่ยนใดบางท่ีประกอบดวยสมาชิกชุด
เดียวกัน 
แนวคําตอบ   

ชุดท่ี 1 ไดแก   ABC, ACB, BAC, BCA, CAB และ CBA 
ชุดท่ี 2 ไดแก   ABD, ADB, BAD, BDA, DAB และ DBA 
ชุดท่ี 3 ไดแก   ACD, ADC, CAD, CDA, DAC และ DCA 
ชุดท่ี 4 ไดแก   BCD, BDC, CBD, CDB, DBC และ DCB 

6.3 เม่ือกําหนดใหคําตอบในขอ 6.1 เปนการเลือกนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน 
โดยสนใจลําดับ มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน และใหคําตอบในขอ 6.2 เปนการเลือก
นักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับ มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน 
จงหาวาจํานวนวิธีท่ีไดโดยสนใจลําดับและไมสนใจลําดับเปนเทาไร 
แนวคําตอบ   

จํานวนวิธีการเลือกนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยน
เชิงเสนแบบสนใจลําดับและไมสนใจลําดับเปน 24 และ 4 วิธี ตามลําดับ 

7. ครใูหนักเรียนแตละคูพิจารณาอีกสถานการณหนึ่ง ดังนี้  
ครูตองการเลือกตัวแทนนักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ไดแก A, B, C 
และ  D จะเลือกไดก่ีวิธี และทําไดอยางไรบาง 



      
   
   

 บทท่ี 2 | หลักการนับเบื้องตน  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2   101 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

8. ครูใหนักเรียนแตละคูหาคําตอบของสถานการณในขอ 7  โดยใหนักเรียนพิจารณา ดังนี้ 
8.1 การนํานักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน จะทําไดก่ี

วิธี และเรียงสับเปลี่ยนไดอยางไรบาง 
  แนวคําตอบ   

จํานวนวิธีในการนํานักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยน

เชิงเสน คือ 
( )4, 4

4! 24
4 4 !

P = =
−

 วิธี ซ่ึงเรียงสับเปลี่ยนไดดังนี้ 

 ABCD ABDC ACBD ACDB ADBC  ADCB 
 BACD BADC BCAD BCDA  BDAC BDCA 
 CABD CADB CBAD CBDA CDAB CDBA 
 DABC DACB DBAC DBCA DCAB DCBA 

8.2 จากคําตอบในขอ 8.1 ผลท่ีไดจากการเรียงสับเปลี่ยนใดบางท่ีประกอบดวยสมาชิกชุด
เดียวกัน 
แนวคําตอบ   

ผลท่ีไดจากการเรียงสับเปลี่ยนท้ังหมดประกอบดวยสมาชิกชุดเดียวกัน 
8.3 เม่ือกําหนดใหคําตอบในขอ 8.1 เปนการเลือกนักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน 

โดยสนใจลําดับ มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน และใหคําตอบในขอ 8.2 เปนการเลือก
นักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับ มาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน 
จงหาวาจํานวนวิธีท่ีไดโดยสนใจลําดับและไมสนใจลําดับเปนเทาไร 
แนวคําตอบ   

จํานวนวิธีการเลือกนักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน มาเรียงสับเปลี่ยน
เชิงเสนแบบสนใจลําดับและไมสนใจลําดับเปน 24 และ 1 วิธี ตามลําดับ 

9. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2, 4, 6 และ 8 ครูใหนักเรียนรวมกันสรุปประเด็นตอไปนี้ 
• สรุปจํานวนวิธีเลือกนักเรียนมาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนโดยสนใจลําดับการเลือก 
• สรุปจํานวนวิธีเลือกนักเรียนมาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนโดยไมสนใจลําดับการเลือก  
• ผลหารท่ีไดจากการหารจํานวนวิธีเลือกนักเรียนมาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนโดยสนใจ

ลําดับการเลือกดวยจํานวนวิธีเลือกนักเรียนมาเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนโดยไมสนใจลําดับ
การเลือก 

จากนั้นบันทึกลงในตารางตอไปนี้ 
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การพิจารณา จํานวนนักเรียนท่ีเลือก (คน) 
2 3 4 

สนใจลําดับการเลือก    

ไมสนใจลําดับการเลือก    

ผลหาร    

แนวคําตอบ 

การพิจารณา จํานวนนักเรียนท่ีเลือก (คน) 
2 3 4 

สนใจลําดับการเลือก 12 24 24 

ไมสนใจลําดับการเลือก 6 4 1 

ผลหาร 2 6 24 

10. จากคําตอบท่ีไดในขอ 9 ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายวาผลหารท่ีไดสัมพันธกับจํานวน
นักเรียนท่ีเลือกอยางไร 
แนวคําตอบ 

ผลหารท่ีไดเทากับแฟกทอเรียลของจํานวนนักเรียนท่ีเลือก นั่นคือ 
• กรณีท่ีเลือกนักเรียน 2 คนผลลัพธท่ีไดจากการหารจํานวนวิธีเลือกนักเรียนท่ีสนใจ

ลําดับการเลือกดวยจํานวนวิธีเลือกนักเรียนท่ีไมสนใจลําดับการเลือก คือ 2 ซ่ึง 2 = 2! 
• กรณีท่ีเลือกนักเรียน 3 คนผลลัพธท่ีไดจากการหารจํานวนวิธีเลือกนักเรียนท่ีสนใจ

ลําดับการเลือกดวยจํานวนวิธีเลือกนักเรียนท่ีไมสนใจลําดับการเลือก คือ 6 ซ่ึง 6 = 3! 
• กรณีท่ีเลือกนักเรียน 4 คนผลลัพธท่ีไดจากการหารจํานวนวิธีเลือกนักเรียนท่ีสนใจ

ลําดับการเลือกดวยจํานวนวิธีเลือกนักเรียนท่ีไมสนใจลําดับการเลือก คือ 4 ซ่ึง 24 = 4! 
11. จากแนวคิดขางตน ครูและนักเรียนรวมกันสรุปการหาจํานวนวิธีเลือกนักเรียน 2, 3 และ 4 คน 

ตามลําดับ จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับการเลือก 
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แนวคําตอบ 
• การหาจํานวนวิธีเลือกนักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับ

การเลือก ทําไดโดยเรียงสับเปลี่ยนนักเรียน 2 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ซ่ึงทํา
ได 4, 2 12P =  วิธี เนื่องจากการสลับลําดับการเลือกของนักเรียน 2 คนท่ีเลือก ทําได 

2! วิธี แตในการเลือกแบบไมสนใจลําดับการเลือกนั้น การสลับลําดับการเลือกของ
นักเรียน 2 คนท่ีเลือก ถือเปนการเลือกแบบเดียวกัน ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกนักเรียน 2 คน 

จากนักเรียน 4 คน โดยไมสนใจลําดับการเลือกจึงเปน 4, 2 12 6
2! 2

P
= =  วิธี 

• การหาจํานวนวิธีเลือกนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับ
การเลือก ทําไดโดยเรียงสับเปลี่ยนนักเรียน 3 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ซ่ึงทํา
ได 4, 3 24P =  วิธี เนื่องจากการสลับลําดับการเลือกของนักเรียน 3 คนท่ีเลือก ทําได 

3! วิธี แตในการเลือกแบบไมสนใจลําดับการเลือกนั้น การสลับลําดับการเลือกของ
นักเรียน 3 คนท่ีเลือก ถือเปนการเลือกแบบเดียวกัน ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกนักเรียน 3 คน 

จากนักเรียน 4 คน โดยไมสนใจลําดับการเลือกจึงเปน 4, 3 24 4
3! 6

P
= =  วิธี  

• การหาจํานวนวิธีเลือกนักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน โดยไมสนใจลําดับ
การเลือก ทําไดโดยเรียงสับเปลี่ยนนักเรียน 4 คน จากนักเรียนท้ังหมด 4 คน ซ่ึงทํา
ได 4, 4 24P =  วิธี เนื่องจากการสลับลําดับการเลือกของนักเรียน 4 คนท่ีเลือก ทําได 

4! วิธี แตในการเลือกแบบไมสนใจลําดับการเลือกนั้น การสลับลําดับการเลือกของ
นักเรียน 4 คนท่ีเลือก ถือเปนการเลือกแบบเดียวกัน ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกนักเรียน 4 คน 

จากนักเรียน 4 คน โดยไมสนใจลําดับการเลือกจึงเปน 4, 4 24 1
4! 24

P
= =  วิธี 

12.จากคําตอบในขอ 11 ครูใหนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับการหาจํานวนวิธีเลือกสิ่งของ 
r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด n  ชิ้น 
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แนวคําตอบ 
การเลือกสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด n  ชิ้น ทําไดโดยเรียง

สับเปลี่ยนสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท้ังหมด n  ชิ้น ซ่ึงทําได 
( ),

!
!n r

nP
n r

=
−

 วิธี แตในการ

เลือกแบบไมสนใจลําดับการเลือกนั้น การสลับลําดับการเลือกของสิ่งของ r  ชิ้นท่ีเลือก  
ถือเปนการเลือกแบบเดียวกัน ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตาง

กันท้ังหมด n  ชิ้น โดยไมสนใจลําดับการเลือกจึงเปน 
( )

, !
! ! !

n rP n
r n r r

=
−

 วิธี 

หมายเหตุ 

• ครูอาจแนะนําสัญลักษณ ,n r

n
C

r
 

=  
 

 แทนจํานวนวิธีเลือกสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตาง

กัน n  ชิ้น ซ่ึงคือจํานวนวิธีจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น โดยเลือกคราวละ r  ชิ้น 
• เม่ือนักเรียนทราบกรณีท่ัวไปของจํานวนวิธีจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น โดยเลือก

คราวละ r  ชิ้นแลว ครูอาจอธิบายเพ่ิมเติมเก่ียวกับกรณีท่ีไมเลือกสิ่งของ ซ่ึงหมายถึงเลือก

ของ 0 ชิ้น จากของท้ังหมด n  ชิ้น จะได 
( ),0

! ! 1
0 !0! ! 1n

n nC
n n

= = =
− ×

 วิธี 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• สิ่งของท่ีกลาวถึงในการจัดหมูจะตองแตกตางกันท้ังหมด 

• ในการสอน , ,n r n n rC C −=  นั้น ครูควรยกตัวอยางประกอบ เชน กลองใบหนึ่งมีลูกแกวท่ี

แตกตางกัน 3 ลูก เปนลูกแกวสีเขียว สีแดง และสีฟา จะไดวา จํานวนวิธีในการหยิบลูกแกว  

1 ลูก จากลูกแกวท้ังหมด 3 ลูก เทากับ 
( )3, 1

3! 3
3 1 !1!

C = =
−

 วิธี 
 

 
 

จํานวนวิธีในการหยบิลูกแกว 2 ลูก จากลูกแกวท้ังหมด 3 ลูก เทากับ 
( )3, 2

3! 3
3 2 ! 2!

C = =
−

 วิธ ี
 

                     
 

จะเหน็วา 3, 1 3, 2C C=   



      
   
   

 บทท่ี 2 | หลักการนับเบื้องตน  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2   105 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ทฤษฎีบททวินาม 

 

 
กิจกรรม : การกระจายพหุนาม 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ทฤษฎีบททวินาม 

ข้ันตอนการปฏิบัติ 
1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ จากนั้นครูใหนักเรียน 

แตละกลุมรวมกันเขียนการกระจาย ( ) ( )2 3,x y x y+ +  และ ( )4x y+  เม่ือ x  และ y  

เปนจํานวนจริงใด ๆ  
แนวคําตอบ 

( )2 2 22x y x xy y+ = + +  

( )3 3 2 2 33 3x y x x y xy y+ = + + +  

( )4 4 3 2 2 3 44 6 4x y x x y x y xy y+ = + + + +  

2. จากแตละคําตอบท่ีไดในขอ 1 ครูใหนักเรียนแตละกลุมระบุเลขชี้กําลังของ x  เลขชี้กําลังของ 
y  และสัมประสิทธิ์ของแตละพจน 
แนวคําตอบ 

จากการกระจาย ( )2x y+  ในขอ 1 จะได 

• เลขชี้กําลังของ x  ของการกระจาย ( )2x y+  ในขอ 1 คือ 2, 1 และ 0  ตามลําดับ 

• เลขชี้กําลังของ y  ของการกระจาย ( )2x y+  ในขอ 1 คือ 0, 1 และ 2 ตามลําดับ 

• สัมประสิทธิ์ของแตละพจนของการกระจาย ( )2x y+  ในขอ 1  คือ 1, 2 และ 1 

ตามลําดับ 

จากการกระจาย ( )3x y+  ในขอ 1  จะได 

• เลขชี้กําลังของ x  ของการกระจาย ( )3x y+  ในขอ 1 คือ 3, 2, 1 และ 0  ตามลําดับ 

• เลขชี้กําลังของ y  ของการกระจาย ( )3x y+  ในขอ 1 คือ 0, 1, 2 และ 3 ตามลําดับ 

• สัมประสิทธิ์ของแตละพจนของการกระจาย ( )3x y+  ในขอ 1  คือ 1, 3, 3 และ 1 

ตามลําดับ 
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จากการกระจาย ( )4x y+  ในขอ 1  จะได 

• เลขชี้กําลังของ x  ของการกระจาย ( )4x y+  ในขอ 1 คือ 4, 3, 2, 1 และ 0 

ตามลําดับ  

• เลขชี้กําลังของ y  ของการกระจาย ( )4x y+  ในขอ 1 คือ 0, 1, 2, 3 และ 4 

ตามลําดับ 

• สัมประสิทธิ์ของแตละพจนของการกระจาย ( )4x y+  ในขอ 1  คือ 1, 4, 6, 4 และ 

1 ตามลําดับ 
3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูและนักเรียนรวมกันสังเกต และคาดการณในประเด็นตอไปนี้ 

3.1 เลขชี้กําลังของ x  และเลขชี้กําลังของ y  ของแตละพจนท่ีไดจากการกระจาย ( )nx y+  

เปนอยางไร  
แนวคําตอบ  
• เลขชี้กําลังของ x  ของพจน 1 คือ n   และลดลงเรื่อย ๆ ทีละ 1 จนกระท่ังเลขชี้

กําลังเปน 0 ท่ีพจน n   
• เลขชี้กําลังของ y  ของพจน 1 คือ 0 และเพ่ิมข้ึนเรื่อย ๆ ทีละ 1 จนกระท่ังเลขชี้

กําลังเปน n  ท่ีพจน n   

• ผลรวมของเลขชี้กําลังของ x  และ y  ของแตละพจน เทากับ n   

3.2 สัมประสิทธิ์ของแตละพจนท่ีไดจากการกระจาย ( )nx y+  เปนอยางไร 

แนวคําตอบ 
• สัมประสิทธิ์ของพจน 1 และพจน n  เปน 1 เสมอ 
• สัมประสิทธิ์ของพจน n r rx y−  เม่ือ { }0, 1, 2, ,r n∈   เทากับสัมประสิทธิ์ของ

พจน r n rx y −   

4. ครูใหนักเรียนพิจารณาสัมประสิทธิ์ของพจน n r rx y−  ท่ีไดจากการกระจาย ( )4x y+  เม่ือ 

3r =  จะไดวา สัมประสิทธิ์ของพจน 3xy   คือ 4 ซ่ึงเทากับการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ x  

จํานวน 1 ตัว และ y  จํานวน 3 ตัว คือ , ,xyyy yxyy yyxy  และ yyyx  จํานวนวิธีเรียง

สับเปลี่ยน เทากับ 
( )

44! 4!
31!3! 4 3 !3!
 

= =  −  
 วิธี   
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5. ครูใหนักเรียนหาสัมประสิทธิ์พจน n r rx y−  ของการกระจาย ( )4x y+  ในกรณี 0, 1, 2r =  

และ 4  
 แนวคําตอบ  

• เม่ือ 0r =  สัมประสิทธิ์ของพจน 4x  คือ 1 ซ่ึงเทากับการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ x  

จํานวน 4 ตัว จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยน เทากับ 
( )

44! 4!
04!0! 4 0 !0!
 

= =  −  
 วิธี 

• ถา 1r =  สัมประสิทธิ์พจน 3x y  คือ 4 ซ่ึงเทากับการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ x  

จํานวน 3 ตัว และ y  จํานวน 1 ตัว คือ , ,yxxx xyxx xxyx  และ xxxy  จํานวนวิธีเรียง

สับเปลี่ยน เทากับ 
( )

44! 4!
13!1! 4 1 !1!
 

= =  −  
 วิธี 

• ถา 2r =  สัมประสิทธิ์พจน 2 2x y  คือ 6 ซ่ึงเทากับการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ x  

จํานวน 2 ตัว และ y  จํานวน 2 ตัว คือ , , , ,xxyy xyyx xyxy yyxx yxyx  และ yxxy  

จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยน เทากับ 
( )

44! 4!
22!2! 4 2 !2!
 

= =  −  
 วิธี 

• ถา 4r =  สัมประสิทธิ์พจน 4y  คือ 1 ซ่ึงเทากับการเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของ y  

จํานวน 4 ตัว จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยน เทากับ 
( )

44! 4!
40!4! 4 4 !4!
 

= =  −  
 วิธี 

6. จากคําตอบในขอ 5 ครูและนักเรียนสังเกตสัมประสิทธิ์ของพจน n r rx y−  ท่ีไดจากการกระจาย 

( )4x y+  ซ่ึงจะเห็นวาสัมประสิทธิ์ของแตละพจน อยูในรูป 
4
r
 
 
 

 เม่ือ { }0, 1, 2, 3, 4r∈  

และเขียนแสดงการกระจาย ( )4x y+  ไดดังนี้ 

( )4 4 3 2 2 3 44 4 4 4 4
0 1 2 3 4

x y x x y x y xy y         
+ = + + + +         

         
 

7. จากขอ 6 ครูใหนักเรียนเขียนแสดงการกระจาย ( )nx y+  เม่ือ ,x y  เปนจํานวนจริง และ 

n  เปนจํานวนเต็มบวก  
 แนวคําตอบ  

( ) 1 2 2

0 1 2
n n n n n r r nn n n n n

x y x x y x y x y y
r n

− − −         
+ = + + + + + +         

         
   

 



     
     
     

 บทท่ี 2 | หลักการนบัเบื้องตน   
 

  108 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

หมายเหตุ 
 เม่ือนักเรียนมีความเขาใจเก่ียวกับทฤษฎีบททวินามแลว ครูอาจใหนักเรียนเขียนการกระจาย 

( )nax by+  เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริงใด ๆ เพ่ือตรวจสอบความเขาใจ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการกระจาย ( )nx y+  จะไดวาผลรวมของเลขชี้กําลังของ x  และ y  ในแตละพจนเทากับ 

n  เชน พจน 2 2nx y−  จะเห็นวา เลขชี้กําลังของ x  คือ 2n −  และเลขชี้กําลังของ y  คือ 2 

จะไดวา  ( )2 2n n− + =   
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2.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

 
กิจกรรม : บทพากยเอราวัณ 

บทพากยเอราวัณ จากพระราชนิพนธเรื่องรามเกียรติ์ ในพระบาทสมเด็จพระพุทธเลิศหลา
นภาลัย เปนกาพยฉบัง 16  ซ่ึงบรรยายลักษณะของชางเอราวัณ พาหนะของพระอินทร ซ่ึงชาง
ในบทพากยนี้เกิดจากการเนรมิตของอินทรชิต เพ่ือหลอกลอกองทัพของพระราม โดยสวนหนึ่ง
ของบทพากยเปนดังนี้ 

ชางนิรมิตฤทธิแรงแข็งขัน  เผือกผองผิวพรรณ 
สีสังขสะอาดโอฬาร 

สามสิบสามเศียรโสภา  เศียรหนึ่งเจ็ดงา 
ดั่งเพชรรัตนรูจี 

งาหนึ่งเจ็ดโบกขรณี   สระหนึ่งยอมมี 
เจ็ดกออุบลบันดาล 

กอหนึ่งเจ็ดดอกดวงมาลย  ดอกหนึ่งแบงบาน 
มีกลีบไดเจ็ดกลีบผกา 

กลีบหนึ่งมีเทพธิดา  เจ็ดองคโสภา 
แนงนอยลําเพานงพาล 

นางหนึ่งยอมมีบริวาร  อีกเจ็ดเยาวมาลย 
ลวนรูปนิรมิตมารยา 

ใหนักเรียนตอบคําถามตอไปนี้  โดยใชขอมูลจากบทพากยขางตน 
1. ชางเอราวัณมีก่ีเศียร  
2. เศียรชางเอราวัณแตละเศียรมีงาก่ีก่ิง และชางเอราวัณมีงารวมท้ังหมดก่ีก่ิง   
3. งาแตละก่ิงมีสระบัวก่ีสระ และชางเอราวัณมีสระบัวรวมท้ังหมดก่ีสระ 
4. สระบัวแตละสระมีกอบัวก่ีกอ และชางเอราวัณมีกอบัวรวมท้ังหมดก่ีกอ 
5. กอบัวแตละกอมีดอกบัวก่ีดอก และชางเอราวัณมีดอกบัวรวมท้ังหมดก่ีดอก 
6. ดอกบัวแตละดอกมีก่ีกลีบ และชางเอราวัณมีกลีบดอกบัวรวมท้ังหมดก่ีกลีบ 
7. กลีบดอกบัวแตละกลีบมีเทพธิดาก่ีองค และชางเอราวัณมีเทพธิดารวมท้ังหมดก่ีองค  
8. เทพธิดาแตละองคมีบริวารก่ีนาง และชางเอราวัณมีบริวารรวมท้ังหมดก่ีนาง  
9. ชางเอราวัณมีเทพธิดาและบริวารรวมท้ังหมดก่ีนาง 



     
     
     

 บทท่ี 2 | หลักการนบัเบื้องตน   
 

  110 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
เฉลยกิจกรรม : บทพากยเอราวัณ 

1. 33 เศียร  
2. เศียรชางแตละเศียรมีงา 7 ก่ิง  และชางเอราวัณมีงารวมท้ังหมด 33 7×  ก่ิง 
3. งาแตละก่ิงมีสระบัว 7 สระ  และชางเอราวัณมีสระบัวรวมท้ังหมด 233 7×  สระ 
4. สระบัวแตละสระมีกอบัว 7 กอ  และชางเอราวัณมีกอบัวรวมท้ังหมด 333 7×  กอ 
5. กอบัวแตละกอมีดอกบัว 7 ดอก  และชางเอราวัณมีดอกบัวรวมท้ังหมด 433 7×  ดอก 
6. ดอกบัวแตละดอกมี 7 กลีบ  และชางเอราวัณมีกลีบบัวรวมท้ังหมด 533 7×  กลีบ 
7. กลีบบัวแตละกลีบมีเทพธิดา 7 องค และชางเอราวัณมีเทพธิดารวมท้ังหมด 633 7×  องค 
8. เทพธิดาแตละองคมีบริวาร 7 นาง  และชางเอราวัณมีบริวารรวมท้ังหมด 733 7×  นาง 
9. ชางเอราวัณมีเทพธิดาและบริวารรวมท้ังหมด ( ) ( )6 7 633 7 33 7 264 7× + × = ×  นาง 
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แนวทางการจัดกิจกรรม : บทพากยเอราวัณ 

เวลาในการจัดกิจกรรม 30 นาที  

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนฝกฝนการใชความรู เรื่อง หลักการบวกและหลักการคูณ 
เพ่ือแกปญหา  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรม “บทพากยเอราวัณ” 
2. รูปชางเอราวัณจากสารานุกรมไทยสําหรับเยาวชน 

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูนําเขาสูกิจกรรมโดยเปดสื่อวีดิทัศนหรือเลาเรื่องราวสั้น ๆ เก่ียวกับชางเอราวัณ 
2. ครูแจกใบกิจกรรม  “บทพากยเอราวัณ”  ใหกับนักเรียนทุกคนและแบงกลุมนักเรียนแบบ

คละความสามารถ กลุมละ 3 – 4 คน   
3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมศึกษาใบกิจกรรมบทพากยเอราวัณ จากนั้นชวยกันตอบคําถามขอ 

1 – 9  ในใบกิจกรรม  ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชแนวทางท่ีหลากหลายในการหา
คําตอบ และอนุญาตใหนักเรียนเขียนแสดงคําตอบในรูปของเลขยกกําลังได โดยในระหวาง
ท่ีนักเรียนทํากิจกรรมครูควรเดินดูนักเรียนใหท่ัวถึงทุกกลุม และคอยชี้แนะเม่ือนักเรียนมี
ปญหา  

4. ครูสุมเลือกกลุมนักเรียนเพ่ือตอบคําถาม และใหนักเรียนกลุมอ่ืน ๆ รวมกันอภิปราย
เก่ียวกับคําตอบ รวมท้ังกระตุนใหนักเรียนใหเหตุผลประกอบคําตอบ 

5. ครูแสดงภาพตัวอยางของชางเอราวัณ จากนั้นครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเพ่ือสรุป
เก่ียวกับบทพากยเอราวัณท่ีนักเรียนไดอาน ซ่ึงเปนบทประพันธท่ีแสดงถึงจินตนาการของ
กวีท่ีพรรณนาความยิ่งใหญของชางเอราวัณ   

 



     
     
     

 บทท่ี 2 | หลักการนบัเบื้องตน   
 

  112 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5  เลม 2 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 
การวัดผลระหวางเรียนมีเปาหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ
ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด  การใหนักเรียน
ทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของนักเรียน  
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ี
ครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 2 หลักการนับเบื้องตน ครูอาจใช
แบบฝกหัดเพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

หลักการบวกและหลักการคูณ 2.1 ขอ 1 – 14 

การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 2.2 ขอ 1 – 12 

การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนของสิ่งของท่ีไมแตกตางกันท้ังหมด 2.3 ขอ 1 – 5 

การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 2.4 ขอ 1 – 4 

การจัดหมูของสิ่งของท่ีแตกตางกันท้ังหมด 2.5 ขอ 1 – 10 

ทฤษฎีบททวินาม 2.6 ขอ 1 – 6 
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2.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 มีจุดมุงหมายวา เม่ือนักเรียน
ไดเรียนจบบทท่ี 2 หลักการนับเบื้องตน แลวนักเรียนสามารถ 

1. ใชหลักการนับเบื้องตนในการแกปญหา 
2. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 

 3. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ีสิ่งของไมแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 
 4. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 
 5. ใชวิธีจัดหมูกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 
 6. ใชทฤษฎีบททวินามในการแกปญหา 
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอแบบฝกหัด
ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน ซ่ึงมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ
เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย  นอกจากนี้มีโจทยฝกทักษะท่ีนาสนใจและโจทยทาทาย  ครูอาจ
เลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมายของบทเพ่ือ
ตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม  

ท้ังนี้แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 2 บทท่ี 2 หลักการนับเบื้องตน สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  ใชหลักการนับเบื้องตนในการแกปญหา 1  

 2  

 3  

 4 1) – 3) 

 5 1) – 2) 

 6  

 7  

 8  

 9 1) – 2) 

 21  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

2. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดใน 10  

การแกปญหา 11  

3. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสนกรณีท่ีสิ่งของไมแตกตางกันท้ังหมด 12 1) – 3) 

ในการแกปญหา 13 1) – 3) 

 15  

4. ใชวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมด 14  

ในการแกปญหา 16 1) – 2) 

 17  

 20*  

5. ใชวิธีจัดหมูกรณีท่ีสิ่งของแตกตางกันท้ังหมดในการแกปญหา 18 1) – 2) 

 19  

 20*  

 22  

 24 1) 

 28 1) – 3) 

6. ใชทฤษฎีบททวินามในการแกปญหา 33  

 34  

 35  

 37  

 39  

โจทยทาทาย 16 3) 

 23  

 24 2) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

โจทยทาทาย (ตอ) 25  

 26  

 27  

 29  

 30 2) 

 31  

 32 1) – 4) 

 36  

 38  

 40  

 41  

หมายเหตุ 
 แบบฝกหัดทายบทขอ 20 สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียนมากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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2.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 
• P  ใน ,n rP  มาจากคําวา Permutation ในภาษาอังกฤษ  สําหรับในคณิตศาสตรจะใชใน

ความหมายของ “การเรียงสับเปลี่ยน”  ในบางตําราอาจใชสัญลักษณ , ,n n
r n r rP P P  หรือ 

( ),P n r   

• C  ใน ,n rC  มาจากคําวา Combination ในภาษาอังกฤษ  สําหรับในคณิตศาสตรจะใชใน

ความหมายของ “การจัดหมู”  ในบางตําราอาจใชสัญลักษณ ( ), , , ,n n
r n r rC C C C n r  

หรือ 
n
r

 
 
 

 

• ให ,n rP  แทนจํานวนวิธีในการนําสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น มาเรียง

สับเปลี่ยนเชิงเสน จะไดวา 
1) , !n nP n=  
2) , 0 1nP =  
3) , 1nP n=  
4) , 1 !n nP n− =  
5) 1, 1, 1 ,n r n r n rP r P P− − −+ ⋅ =   

6) ,

, 1

1n r

n r

P
n r

P −

= − +   

• ให ,n rC  แทนจํานวนวิธีเลือกสิ่งของ r  ชิ้น จากสิ่งของท่ีแตกตางกัน n  ชิ้น จะไดวา 
1) , 0 , 1n n nC C= =  
2) , 1nC n=  

3) ถา , ,n r n n rC C −=   

4) ,
, !

n r
n r

P
C

r
=  

5) , , 1 1,n r n r n rC C C− ++ =    

6) , 0 , 1 , 2 , 2n
n n n n nC C C C+ + + + =  

7) 1
, 0 , 2 , 4 , 1 , 3 , 5 2n

n n n n n nC C C C C C −+ + + = + + + =   
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• ให A  เปนเซตใด ๆ ซ่ึงมีสมาชิก n  ตัว  
การแสดงวาจํานวนสับเซตท้ังหมดของ A  เทากับ 2n  สามารถทําไดโดยใชความรูเก่ียวกับ
การจัดหมู ดังนี้ 

เนื่องจาก A  เปนเซตใด ๆ ซ่ึงมีสมาชิก n  ตัว จะพบไดวา 

สับเซตของ A  ท่ีมีสมาชิก 0 ตัว มีอยู 
0
n 
 
 

 เซต 

สับเซตของ A  ท่ีมีสมาชิก 1 ตัว มีอยู 
1
n 
 
 

 เซต 

สับเซตของ A  ท่ีมีสมาชิก 2 ตัว มีอยู 
2
n 
 
 

 เซต 

 
     

สับเซตของ A  ท่ีมีสมาชิก n   ตัว มีอยู 
n
n
 
 
 

 เซต 

นั่นคือ จํานวนสับเซตท้ังหมดของ A  เทากับ 
0 1 2
n n n n

n
       

+ + + +       
       

  

จากทฤษฎีบททวินาม จะไดวา 

 ( )nx y+   = 1 2 2

0 1 2
n n n nn n n n

x x y x y y
n

− −       
+ + + +       

       
  

เม่ือแทน x  และ y  ดวย 1 จะได 

  ( )1 1 n+   = 
0 1 2
n n n n

n
       

+ + + +       
       

  

นั่นคือ       2n  = 
0 1 2
n n n n

n
       

+ + + +       
       

    

หรือ , 0 , 1 , 2 , 2n
n n n n nC C C C+ + + + =  

ดังนั้น  จํานวนสับเซตท้ังหมดของ A  เทากับ 2n  
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• นอกจากการเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมท่ีนําเสนอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 
ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 แลว ยังมีการเรียงสับเปลี่ยนท่ีแตกตางจากท่ีนําเสนอไปแลว เชน 
ปญหาเก่ียวกับการรอยลูกปดเปนวงกลม หรือการรอยดอกไมเปนวงกลม สมมุติวามีลูกปด 
4 ลูก ซ่ึงมีสีเขียว สีแดง สีฟา และสีมวง ถาตองการจัดเรียงลูกปดท้ัง 4 ลูกเปนวงกลมบน
ระนาบจะจัดได ( )4 1 ! 3! 6− = =  วิธี ดังรูป 
 

    
  วิธีท่ี 1 วิธีท่ี 2 
 

    
  วิธีท่ี 3 วิธีท่ี 4 
 

    
  วิธีท่ี 5 วิธีท่ี 6 

  

ข 

ด 

ฟ 

ม 

ข 

ฟ 

ด ม 

ข 

ม 

ด ฟ 

ข 

ม 

ฟ ด 

ข 

ด 

ฟ ม 

ข 

ด 

ม ฟ 
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จากรูปจะเห็นวาการรอยลูกปดของวิธีท่ี 1 และ 2  วิธีท่ี 3 และ 4 และวิธีท่ี 5 และ 6 
เปนวิธีท่ีเกิดจากการสลับท่ีของลูกปดลูกท่ีสองและลูกสุดทาย เชน วิธีท่ี 1 และ 2 เกิดจาก
การสลับท่ีกันของลูกปดสีมวงและลูกปดสีแดง โดยเม่ือพลิกแบบท่ี 1 จะไดแบบท่ี 2 ดังนั้น 
จึงรอยลูกปดไดเพียง 3 วิธี คือ วิธีท่ี 1, 3 และ 5 เพราะในการรอยวิธีท่ี 1 ทําใหเกิดวิธีท่ี 2 
ดวย นั่นคือ เม่ือพลิกอีกดานหนึ่งของวิธีท่ี 1 ข้ึน ก็จะไดการจัดเรียงวิธีท่ี 2 นั่นเอง ในทํานอง
เดียวกัน ถาพลิกอีกดานหนึ่งของวิธีท่ี 3 จะไดการจัดเรียงวิธีท่ี 4 และพลิกอีกดานหนึ่งของ
วิธีท่ี 5 จะไดการจัดเรียงวิธีท่ี 6  

โดยท่ัวไป จํานวนวิธีจัดเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมในลักษณะนี้ จํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยน
จะเปนครึ่งหนึ่งของจํานวนวิธีเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมท่ีกลาวไวในหนังสือเรียนรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 
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2.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 2 หลักการนับเบื้องตน สําหรับรายวิชา
เพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2  ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงค
การเรียนรูท่ีตองการวัดผลประเมินผล 
 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1.  กันยามีเสื้อ 4 ตัว เปนเสื้อสีขาว สีน้ําเงิน สีสม และสีดํา มีกระโปรง 6 ตัว เปนกระโปรงสีแดง 
สีดํา สีครีม สีน้ําเงิน สีน้ําตาล และสีขาว และมีรองเทา 3 คู เปนรองเทาสีแดง สีดํา และ 
สีน้ําตาล ถากันยาตองการเลือกชุด 1 ชุดเพ่ือใสไปสมัครงาน ซ่ึงประกอบดวยเสื้อ 1 ตัว 
กระโปรง 1 ตัว และรองเทา 1 คู กันยาจะมีวิธีเลือกชุดเพ่ือใสไปสมัครงานไดก่ีวิธี  

2. ทอดลูกเตาหนึ่งลูกสองครั้ง จงหาจํานวนวิธีท่ีผลคูณของแตมท่ีไดเปนจํานวนค่ี 
3.  ในตะกรามีแอปเปล 15 ผล เปนแอปเปลท่ีเนา 3 ผล จงหาจํานวนวิธีท่ีหยิบแอปเปลข้ึนมา

จากตะกรา 4 ผล ไดแอปเปลท่ีเนา 2 ผล  
4.  หนวยงานในบริษัทแหงหนึ่งมีพนักงาน 30 คน จัดงานเลี้ยงฉลองปใหมโดยมีของรางวัลใหกับ

พนักงานจํานวน 6 รางวัล ดังนี้ 
รางวัลท่ี 1  สรอยคอทองคําหนัก 3 บาท จํานวน 1 รางวัล 
รางวัลท่ี 2  ตั๋วเครื่องบินไป – กลับ 2 ท่ีนั่ง พรอมท่ีพัก 1 คืน  จํานวน 2 รางวัล 
 ท่ี เหมือนกัน 
รางวัลท่ี 3  เงินสด 5,000 บาท  จํานวน 3 รางวัล   

จงหาจํานวนวิธีในการจับสลากของรางวัลโดยไมมีพนักงานคนใดไดมากกวา  1 รางวัล 
5. จงหาจํานวนวิธีจัดเรียงตัวอักษรในคําวา “TRAVELLER” โดยไมคํานึงถึงความหมายและ

ข้ึนตนดวยตัวอักษร V เสมอ 
6. สมปองมีเหรียญสองบาท จํานวน 4 เหรียญ เหรียญบาท จํานวน 8 เหรียญ จงหาจํานวนวิธี

ในการจายเงินดวยเหรียญดังกลาวเพ่ือซ้ือสินคาราคา 10 บาท โดยรานคาไมตองทอนเงิน 
(รานคารับเหรียญทุกชนิด) 

7. กลองใบหนึ่งมีลูกบอลท่ีมีขนาดเทากัน 6 ลูก แตละลูกเขียนหมายเลข 1, 2, 3, 4, 5 หรือ 6 
กํากับไวหมายเลขละ 1 ลูก สุมหยิบลูกบอลสามลูกพรอมกัน จงหาจํานวนวิธีท่ีผลรวมของ
จํานวนท่ีเปนหมายเลขของลูกบอลท้ังสามเปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว 
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8.  หองเรียนหนึ่งมีนักเรียน 41 คน เปนนักเรียนชาย 25 คน และนักเรียนหญิง 16 คน ตองการ
คัดเลือกตัวแทนเพ่ือถือพานในวันไหวครูเปนนักเรียนชาย 1 คน และนักเรียนหญิง 1 คน 
และตัวแทนเพ่ือกลาวคําปฏิญาณเปนนักเรียนชายหรือนักเรียนหญิงก็ได 1 คน ท่ีไมซํ้ากับ
ตัวแทนถือพาน จงหาจํานวนวิธีในการคัดเลือกตัวแทนท้ังหมด 

9. เกมวงลอพาโชค ประกอบดวยชองท่ีเทากัน 10 ชอง แตละชองเขียนเลขโดดตัวใดตัวหนึ่งตั้งแต 
0 – 9 ไวโดยไมมีชองใดท่ีเขียนเลขโดดซํ้ากัน ผูเลนแตละคนจะไดหมุนวงลอ 2 ครั้ง และจะไดรับ
รางวัลเม่ือแตมของการหมุนท้ังสองครั้งรวมกันมากกวา 14 แตม จงหาจํานวนวิธีท่ีผูเลนแตละ
คนจะไดรับรางวัลในการเลนเกมนี้ 

 

10. ฐิติเลือกซ้ือแปรงสีฟน 1 อัน และยาสีฟน 1 หลอด จากท้ังหมด 5 ยี่หอ คือ A, B, C, D และ E  
โดยยี่หอ A, C และ E จะขายแปรงสีฟนและยาสีฟนแยกกัน สวนยี่หอ B และ D จะขาย
แปรงสีฟนและยาสีฟนรวมกันเปนชุดเทานั้น จงหาจํานวนวิธีท้ังหมดท่ีฐิติจะเลือกซ้ือแปรงสีฟน
และยาสีฟนยี่หอเหลานี้ 

11. 

 

สวนสนุกแหงหนึ่งมีชิงชาสวรรคซ่ึงมีกระเชาท้ังหมด 
16 กระเชาท่ีแตกตางกัน เปนกระเชาสีเหลือง น้ําเงิน 
เขียว และแดง สีละ 4 กระเชา (ดังรูป) ถาพอและ
แมพาตะวันและจันทร เจาไปเลนชิงชาสวรรค
ดังกลาว โดยท้ังสี่คนข้ึนกระเชาเดียวกัน จงหา
จํานวนวิธีท่ีท้ังสี่คนข้ึนชิงชาสวรรค 2 รอบ โดยได
กระเชาสีท่ีแตกตางกัน 
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12. 

 

กําหนดชองสีตาง ๆ โดยมีคําวา Center เขียนกํากับ
ไวท่ีชองสีฟาท่ีอยูตรงกลางดังรูป ถาวิรยาตองการ
จัดวางเลขโดด 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 และ 8 ลงในชอง 
โดยไมมีเลขโดดใดอยูในชอง Center และผลรวม
ของจํานวนท่ีอยูในชองตรงกันขามท่ีมีสีเดียวกันเปน 
9 จงหาจํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดดังกลาว 

 
 

 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. พิจารณาการเลือกชุดของกันยาเพ่ือใสไปสมัครงาน (โดยจะเลือกชิ้นใดกอนก็ได) ดังนี้ 
  เลือกเสื้อ 1 ตัว จากเสื้อท้ังหมด 4 ตัว ได 4 วิธี 
  เลือกกระโปรง 1 ตัว จากกระโปรงท้ังหมด 6 ตัว ได 6 วิธ ี
  เลือกรองเทา 1 คู จากรองเทาท้ังหมด 3 คู ได 3 วิธ ี
 ดังนั้น กันยาจะมีวิธีเลือกชุดเพ่ือใสไปสมัครงานได 4 6 3 72× × =  วิธ ี
2. เนื่องจาก ผลคูณของแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาหนึ่งลูกสองครั้ง จะเปนจํานวนค่ีเม่ือแตมท่ี

ไดท้ังสองครั้งเปนจํานวนค่ี โดยแตมท่ีเปนจํานวนค่ี ไดแก 1, 3 และ 5 
 จะไดวา การทอดลูกเตาแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 ทอดลูกเตาครั้งแรก ไดแตมเปนจํานวนค่ี ทําได 3 วิธี  
 ข้ันตอนท่ี 2 ทอดลูกเตาครั้งท่ี 2 ไดแตมเปนจํานวนค่ี ทําได 3 วิธี  
 ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีผลคูณของแตมท่ีไดเปนจํานวนค่ีจากการทอดลูกเตาหนึ่งลูกสองครั้งเปน 

3 3 9× =  วิธ ี
3. ในตะกรามีแอปเปล 15 ผล เปนแอปเปลท่ีเนา 3 ผล และแอปเปลท่ีดี 12 ผล 
 พิจารณาการหยิบแอปเปล ดังนี้ 

  หยิบแอปเปลท่ีเนา 2 ผล จากแอปเปลท่ีเนาท้ังหมด 3 ผล ได 3, 2
3! 3

2!1!
C = =  วิธ ี

  หยิบแอปเปลท่ีดี 2 ผล จากแอปเปลท่ีดีท้ังหมด 12 ผล ได 12, 2
12! 66

10!2!
C = =  วิธ ี

 ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีหยิบแอปเปลข้ึนมาจากตะกรา 4 ผล ไดแอปเปลท่ีเนา 2 ผล เปน 
3 66 198× =  วิธ ี

 Center 
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4.  วิธีท่ี 1 การจับสลากเลือกพนักงานท่ีไดรับรางวัลมี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 จับสลากเลือกพนักงาน 1 คน จากพนักงานท้ังหมด 30 คน เพ่ือรับ

รางวัลท่ี 1 ทําได 30, 1 30C =   วิธี 

   ข้ันตอนท่ี 2 จับสลากเลือกพนักงาน 2 คน จากพนักงานท่ีเหลือ 29 คน เพ่ือรับ

รางวัลท่ี 2 ทําได 29, 2
29! 29 14

27!2!
C = = ×   วิธ ี

   ข้ันตอนท่ี 3 จับสลากเลือกพนักงาน 3 คน จากพนักงานท่ีเหลือ 27 คน เพ่ือรับ

รางวัลท่ี 3 ทําได 27, 3
27! 25 13 9

24!3!
C = = × ×   วิธ ี

ดังนั้น จํานวนวิธีท้ังหมดในการจับสลากของรางวัลโดยไมมีคนใดไดมากกวา 1 รางวัล 
เปน  ( ) ( )30 29 14 25 13 9 35,626,500× × × × × =  วิธ ี

 วิธีท่ี 2 การจับสลากเลือกพนักงานท่ีไดรับรางวัลมี 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 เลือกพนักงาน 6 คน จากพนักงานท้ังหมด 30 คน เพ่ือรับรางวัล 

      ทําได  30, 6
30! 29 25 13 9 7

24!6!
C = = × × × ×  วิธ ี

   ข้ันตอนท่ี 2 เลือกพนักงาน 1 คน จากพนักงาน 6 คนท่ีเลือกในข้ันตอนท่ี 1 
เพ่ือรับรางวัลท่ี 1 ทําได 6, 1 6C =  วิธ ี

   ข้ันตอนท่ี 3 เลือกพนักงาน 2 คน จากพนักงานท่ีเหลือ 5 คน เพ่ือรับรางวัลท่ี 2  

ทําได 5, 2
5! 10

3!2!
C = =  วิธ ี

   ข้ันตอนท่ี 4 เลือกพนักงาน 3 คน จากพนักงานท่ีเหลือ 3 คน เพ่ือรับรางวัลท่ี 3  
ทําได 3, 3 1C =   วิธ ี

ดังนั้น จํานวนวิธีท้ังหมดในการจับสลากของรางวัลโดยไมมีคนใดไดเกิน 1 รางวัล เปน  
29 25 13 10 9 7 6 35,626,500× × × × × × =  วิธ ี
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5. ตัวอักษรท่ีกําหนดใหมีท้ังหมด 9 ตัว คือ R, R, L, L, E, E, T, A และ V 
 วิธีท่ี 1 การจัดเรียงตัวอักษรดังกลาวโดยไมคํานึงถึงความหมายและข้ึนตนดวยตัวอักษร  
   V เสมอ แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้  

ข้ันตอนท่ี 1 จัดเรียงตัวอักษร V เปนตัวอักษรตัวแรก ทําได 1 วิธี 

ข้ันตอนท่ี 2  จัดเรียงตัวอักษรอ่ืน ๆ ทําได 8! 5,040
2!2!2!

=  วิธี 

ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงตัวอักษรในคําวา “TRAVELLER” โดยไมคํานึงถึง
ความหมายและข้ึนตนดวยตัวอักษร V เสมอ เปน 1 5,040 5,040× =  วิธี 

 วิธีท่ี 2 การจัดเรียงตัวอักษรดังกลาวโดยไมคํานึงถึงความหมายและข้ึนตนดวยตัวอักษร  
  V เสมอ คือการจัดใหตัวอักษร V อยูในตําแหนงหนาสุด และอีก 8 ตําแหนงท่ีเหลือ 
  เปนตัวอักษรท่ีกําหนดใหตัวใดก็ได  
  ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงตัวอักษรในคําวา “TRAVELLER” โดยไมคํานึงถึง

ความหมายและข้ึนตนดวยตัวอักษร V เสมอ เปน 8, 8 8! 5,040
2!2!2! 2!2!2!

P
= = วิธี 

6. วิธีท่ี 1 เนื่องจาก เหรียญท่ีมีมูลคาเทากันถือวาเปนเหรียญท่ีเหมือนกัน 
  จะไดวา การจายเงินของสมปองแบงเปน 4 กรณี ดังนี้ 
  กรณีท่ี 1  การจายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 4 เหรียญ  
    แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
    ข้ันตอนท่ี 1 จายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 4 เหรียญ ได 1 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 จายเงินโดยใชเหรียญบาท ทําได 1 วิธี คือ ใชเหรียญบาท  
       จํานวน 2 เหรียญ 
    ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจะจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท โดยใชเหรียญสองบาท  
    จํานวน 4 เหรียญ มีได 1 1 1× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 2  การจายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 3 เหรียญ  
    แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
    ข้ันตอนท่ี 1 จายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 3 เหรียญ ได 1 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 จายเงินโดยใชเหรียญบาท ทําได 1 วิธี คือ ใชเหรียญบาท  
       จํานวน 4 เหรียญ 
    ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจะจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท โดยใชเหรียญสองบาท  
    จํานวน 3 เหรียญ มีได 1 1 1× =  วิธ ี
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  กรณีท่ี 3  การจายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 2 เหรียญ  
    แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
    ข้ันตอนท่ี 1 จายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 2 เหรียญ ได 1 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 จายเงินโดยใชเหรียญบาท ทําได 1 วิธี คือ ใชเหรียญบาท  
       จํานวน 6 เหรียญ 
 
    ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจะจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท โดยใชเหรียญสองบาท  
    จํานวน 2 เหรียญ มีได 1 1 1× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 4  การจายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 1 เหรียญ  
    แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
    ข้ันตอนท่ี 1 จายเงินโดยใชเหรียญสองบาท จํานวน 1 เหรียญ ได 1 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 จายเงินโดยใชเหรียญบาท ทําได 1 วิธี คือ ใชเหรียญบาท  
       จํานวน 8 เหรียญ 
    ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจะจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท โดยใชเหรียญสองบาท  
    จํานวน 1 เหรียญ มีได 1 1 1× =  วิธ ี
  จะไดวา จํานวนวิธีท่ีจะจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท มีท้ังหมด 1 1 1 1 4+ + + =  วิธ ี
 วิธีท่ี 2 เขียนตารางแสดงการจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท เม่ือมีเหรียญสองบาท จํานวน  
  4 เหรียญ และเหรียญบาท จํานวน 8 เหรียญ 

วิธีท่ี 
จํานวนเหรียญ 

เหรียญบาท เหรียญสองบาท 
1 8 1 
2 6 2 
3 4 3 
4 2 4 

  จากตาราง จึงไดวา จํานวนวิธีท่ีจะจายเงินซ้ือสินคาราคา 10 บาท มีท้ังหมด  4 วิธี 
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7. การหยิบลูกบอลสามลูกพรอมกันใหไดผลรวมของจํานวนท่ีเปนหมายเลขของลูกบอลท้ังสาม
เปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว แบงเปน 4 กรณี ดังนี้ 

 กรณีท่ี 1 ผลรวมเปน 6  มี 1 วิธี คือ ( )1, 2, 3   

 กรณีท่ี 2 ผลรวมเปน 9  มี 3 วิธี คือ ( ) ( )1, 2, 6 , 1, 3, 5  และ ( )2, 3, 4  

 กรณีท่ี 3 ผลรวมเปน 12  มี 3 วิธี คือ ( ) ( )1, 5, 6 , 2, 4, 6  และ ( )3, 4, 5  

 กรณีท่ี 4 ผลรวมเปน 15  มี 1 วิธี คือ ( )4, 5, 6  

 โดยหลักการบวก จึงไดวา จํานวนวิธีท่ีผลรวมของจํานวนท่ีเปนหมายเลขของลูกบอลท้ังสาม
เปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว เปน 1 3 3 1 8+ + + =  วิธ ี

8. การคัดเลือกตัวแทน มี 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
ข้ันตอนท่ี 1 การคัดเลือกตัวแทนเพ่ือถือพานไหวครูเปนนักเรียนชาย 1 คน และนักเรียน

หญิง 1 คน พิจารณาไดดังนี้ 
   คัดเลือกนักเรียนชาย 1 คน จากนักเรียนชายท้ังหมด 25 คน ทําได 25 วิธี 
   คัดเลือกนักเรียนหญิง 1 คน จากนักเรียนหญิงท้ังหมด 16 คน ทําได 16 วิธ ี
   โดยหลักการคูณ จึงไดวา มีวิธีคัดเลือกตัวแทนเพ่ือถือพานไหวครูท้ังหมด 
   25 16 400× =  วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 การคัดเลือกตัวแทนเพ่ือกลาวคําปฏิญาณ 1 คนจากนักเรียนชายหรือนักเรียน 
   หญิงท่ีไมไดเปนตัวแทนถือพานไหวครูท้ังหมด 39 คน ทําได 39 วิธี 
 โดยหลักการคูณ จึงไดวา มีวิธีคัดเลือกตัวแทนท้ังหมด 400 39 15,600× =  วิธ ี
9.  ผูเลนแตละคนจะไดรางวัลเม่ือแตมท้ังสองครั้งรวมกันไดตั้งแต 15 แตมเปนตนไป ดังแสดงใน

ตารางตอไปนี้ 

แตมท่ีไดจากการหมุนครั้งท่ี 1 แตมท่ีไดจากการหมุนครั้งท่ี 2 
6 9 
7 8, 9 
8 7, 8, 9 
9 6, 7, 8, 9 

ดังนั้น  จํานวนวิธีท่ีผูเลนแตละคนจะไดรับรางวัลในการเลนเกมนี้มี 10 วิธี 
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10. การเลือกซ้ือแปรงสีฟนและยาสีฟนของฐิติมีได 2 กรณี ดังนี้ 
กรณีท่ี 1  การเลือกซ้ือแปรงสีฟนและยาสีฟนท่ีจัดเปนชุด จากชุดแปรงสีฟนและยาสีฟน

ยี่หอ B หรือ D มี 2 วิธ ี
 กรณีท่ี 2  เลือกซ้ือแปรงสีฟนและยาสีฟนซ่ึงขายแยกกัน พิจารณาดังนี้ 
    เลือกซ้ือแปรงสีฟน จากแปรงสีฟนยี่หอ A, C หรือ E ได 3 วิธ ี
    เลือกซ้ือยาสีฟน จากยาสีฟนยี่หอ A, C หรือ E ได 3 วิธ ี

ดังนั้น จํานวนวีธีท่ีฐิติจะเลือกซ้ือแปรงสีฟนและยาสีฟนซ่ึงขายแยกกันมี 3 3 9× =  วิธ ี
 จะไดวา จํานวนวิธีท้ังหมดท่ีฐิติจะเลือกซ้ือแปรงสีฟนและยาสีฟนยี่หอเหลานี้มี 2 9 11+ =  วิธ ี
11. วิธีท่ี 1 การเลือกข้ึนชิงชาสวรรคของครอบครัวนี้แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกข้ึนกระเชาชิงชาสวรรครอบท่ี 1 จากกระเชาท้ังหมด 16 กระเชา  
      ได 16 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2  เลือกข้ึนกระเชาชิงชาสวรรครอบท่ี 2 ท่ีสีไมซํ้ากับกระเชาท่ีข้ึน 
      รอบแรก ได 16 4 12− =  วิธ ี
  ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีครอบครัวนี้ข้ึนชิงชาสวรรค 2 รอบ โดยไดกระเชาสีท่ีแตกตางกัน 
  เปน 16 12 192× =  วิธี  
 วิธีท่ี 2 การเลือกข้ึนชิงชาสวรรคของครอบครัวนี้แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้  
  ข้ันตอนท่ี 1 เนื่องจากกระเชาชิงชาสวรรคมี 4 สี กระเชาแตละสีแตกตางกันท้ังหมด 
     จะไดวา การเลือกข้ึนกระเชาชิงชาสวรรครอบท่ี 1 พิจารณาไดดังนี้ 
     เลือกข้ึนกระเชาสีใดสีหนึ่งจากท้ังหมด 4 สี ทําได 4 วิธี และเลือก 
     ข้ึนกระเชาใดกระเชาหนึ่งตามสีท่ีเลือก จากท้ังหมด 4 กระเชา  
     ทําได 4 วิธ ี
     ดังนั้น การเลือกข้ึนกระเชาชิงชาสวรรคในรอบท่ี 1 ทําได 4 4 16× =  วธิี 
  ข้ันตอนท่ี 2 เนื่องจากตองการข้ึนชิงชาสวรรครอบท่ี 2 ท่ีมีสีแตกตางรอบแรก 
     จะไดวา การเลือกข้ึนกระเชาชิงชาสวรรครอบท่ี 2 พิจารณาไดดังนี้ 
     เลือกข้ึนกระเชาสีใดสีหนึ่งจากสีท่ีเหลือ 3 สี ทําได 3 วิธี และเลือก 
     ข้ึนกระเชาใดกระเชาหนึ่งตามสีท่ีเลือก จากท้ังหมด 4 กระเชา  
     ทําได 4 วิธี  
     ดังนั้น การเลือกข้ึนกระเชาชิงชาสวรรคในรอบท่ี 2 ทําได 3 4 12× =  วธิี 
  ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีครอบครัวนี้ข้ึนชิงชาสวรรค 2 รอบ โดยไดกระเชาสีท่ีแตกตางกัน 
  เปน 16 12 192× =  วิธี  
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12. วิธีท่ี 1 เลขโดดท่ีรวมกันแลวไดเปน 9 มี 4 คู ไดแก ( ) ( ) ( )1, 8 , 2, 7 , 3, 6  และ ( )4, 5  

   การเลือกเลขโดดเพ่ือจัดวางในชองตาง ๆ ของวิรยาจะพิจารณาวางเลขโดดในชองสีใด 
   กอนก็ได แบงเปน 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 การเลือกเลขโดดเพ่ือจัดวางในชองสีชมพู พิจารณาไดดังนี ้
      เลือกเลขโดด 1 คู จากเลขโดดท้ังหมด 4 คู เพ่ือจัดวางในชองสีชมพู 
      ได 4 วิธี  และสลับท่ีเลขโดดท่ีเลือกได 2 วิธี 
      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดในชองสีชมพูมี 4 2 8× =  วิธี 
   ข้ันตอนท่ี 2 การเลือกเลขโดดเพ่ือจัดวางในชองสีเขียว พิจารณาไดดังนี ้
      เลือกเลขโดด 1 คู จากเลขโดดท่ีเหลือ 3 คู เพ่ือจัดวางในชองสีเขียว 
      ได 3 วิธี และสลับท่ีเลขโดดท่ีเลือกในข้ันตอนท่ี 1 ได 2 วิธี 
      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดในชองสีเขียวมี 3 2 6× =  วิธี 
   ข้ันตอนท่ี 3 การเลือกเลขโดดเพ่ือจัดวางในชองสีเหลือง พิจารณาไดดังนี ้
      เลือกเลขโดด 1 คู จากเลขโดดท่ีเหลือ 2 คู เพ่ือจัดวางในชองสีเหลือง 
      ได 2 วิธี และสลับท่ีเลขโดดท่ีเลือกในข้ันตอนท่ี 1 ได 2 วิธี 
      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดในชองสีเหลืองมี 2 2 4× =  วิธี 
   จะไดวา จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดท้ังหมดมี 8 6 4 192× × =  วิธี 
 วิธีท่ี 2 เนื่องจาก มีเลขโดดท้ังหมด 8 ตัว คือ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7  และ 8  โดยการจัดวางเลขโดด 
   ของวิรยาจะพิจารณาวางเลขโดดในชองสีใดกอนก็ได  
   จะไดวา การจัดวางเลขโดดของวิรยาแบงเปน 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 การจัดวางเลขโดดในชองสีชมพูพิจารณาไดดังนี้ 
      เลือกเลขโดด 1 ตัว เพ่ือจัดวางลงในชองสีชมพูชองใดชองหนึ่งได 8 วิธี 
      และเลือกเลขโดดอีก 1 ตัว เพ่ือจัดวางลงในชองสีชมพูอีกชองหนึ่งท่ี 
      ทําใหผลรวมของจํานวนท่ีอยูในชองสีชมพูท้ังสองชองเปน 9 ได 1 วิธี 
      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดในชองสีชมพูมี 8 1 8× =  วิธี 
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   ข้ันตอนท่ี 2 การจัดวางเลขโดดในชองสีเขียวพิจารณาไดดังนี้ 
     เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับเลขโดดท่ีจัดวางในชองสีชมพู เพ่ือ

จัดวางลงในชองสีเขียวชองใดชองหนึ่งได 6 วิธี และเลือกเลขโดด
อีก 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับเลขโดดท่ีจัดวางในชองสีชมพู เพ่ือจัดวางลงใน
ชองสีเขียวอีกชองหนึ่งท่ีทําใหผลรวมของจํานวนท่ีอยูในชองสีเขียว
ท้ังสองชองเปน 9 ได 1 วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดในชองสีเขียวมี 6 1 6× =  วิธี 
   ข้ันตอนท่ี 3 การจัดวางเลขโดดในชองสีเหลืองพิจารณาไดดังนี้ 
     เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับเลขโดดท่ีจัดวางในชองสีชมพูและสี

เขียว เพ่ือจัดวางลงในชองสีเหลืองชองใดชองหนึ่งได 4 วิธี และ
เลือกเลขโดดอีก 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับเลขโดดท่ีจัดวางในชองสีชมพูและ
สีเขียว เพ่ือจัดวางลงในชองสีเหลืองอีกชองหนึ่งท่ีทําใหผลรวมของ
จํานวนท่ีอยูในชองสีเหลืองท้ังสองชองเปน 9 ได 1 วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดในชองสีเหลืองมี 4 1 4× =  วิธี 
   จะไดวา จํานวนวิธีท่ีวิรยาจัดวางเลขโดดท้ังหมดมี 8 6 4 192× × =  วิธี 
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บทท่ี 3  

ความนาจะเปน 

 

การศึกษาเรื่องความนาจะเปนมีความสําคัญ เนื่องจากความนาจะเปนจะชวยใหนักเรียนรูจัก 
การแกปญหาเก่ียวกับการคาดการณ ดังนั้นการศึกษาเรื่องนี้จะเปนเครื่องมือท่ีจะชวยใหนักเรียนนํา
ความรูท่ีไดไปชวยในการวางแผนและการตัดสินใจไดอยางมีหลักการมากข้ึน โดยในหนังสือเรียน
รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 บทท่ี 3 ความนาจะเปน จะนําเสนอ
การทดลองสุมและเหตุการณ ความนาจะเปน และกฎท่ีสําคัญบางประการของความนาจะเปน   
 
ในบทเรียนนี้มุงใหนักเรียนบรรลุตัวชี้วัดตามสาระการเรียนรูแกนกลาง บรรลุผลการเรียนรูตาม
สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุจุดมุงหมายดังตอไปนี้ 
 

 
ตัวช้ีวัด / ผลการเรียนรู / สาระการเรียนรูแกนกลางและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ตัวช้ีวัด 
• หาความนาจะเปนและนําความรู

เก่ียวกับความนาจะเปนไปใช  
 

สาระการเรียนรูแกนกลาง 
• การทดลองสุมและเหตุการณ 
• ความนาจะเปนของเหตุการณ 

 
 

ผลการเรียนรู 

• หาความนาจะเปนและนําความรู
เก่ียวกับความนาจะเปนไปใช 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

• การทดลองสุมและเหตุการณ 
• ความนาจะเปนของเหตุการณ 

 
 

 
จุดมุงหมาย 

1. หาปริภูมิตัวอยางและเหตุการณ  
2. ใชความรูเก่ียวกับความนาจะเปนในการแกปญหา   
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ความรูกอนหนา 

• เซต 
• หลักการนับเบื้องตน 

 

 

 

ipst.me/8450 

http://ipst.me/8450
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3.1 เนื้อหาสาระ 
1. การทดลองสุม คือ การทดลองซ่ึงทราบวาผลลัพธอาจจะเปนอะไรไดบาง แตไมสามารถ 

บอกไดอยางแนนอนวา ในแตละครั้งท่ีทดลอง ผลท่ีเกิดข้ึนจะเปนอะไรในบรรดาผลลัพธ 
ท่ีอาจเปนไดเหลานั้น 

2. บทนิยาม 1 
ปริภูมิตัวอยาง คือ  เซตท่ีมีสมาชิกเปนผลลัพธท่ีอาจจะเปนไปไดท้ังหมดของการทดลองสุม 
ปริภูมิตัวอยาง อาจเรียกวา แซมเปลสเปซ 

3. บทนิยาม 2 
เหตุการณ คือ สับเซตของปริภูมิตัวอยาง 

4. บทนิยาม 3 
ให S  แทนปริภูมิตัวอยางซ่ึงเปนเซตจํากัด โดยท่ีสมาชิกทุกตัวของ S  มีโอกาสเกิดข้ึน
เทากัน และให E  เปนเหตุการณท่ีสับเซตของ S    
ความนาจะเปนของเหตุการณ E  เขียนแทนดวย ( )P E  นิยามโดย             

( ) ( )
( )

n E
P E

n S
=   

 เม่ือ ( )n E   แทนจํานวนสมาชิกของเหตุการณ E  

  ( )n S   แทนจํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยาง S   

 ความนาจะเปน คือ จํานวนท่ีบอกใหทราบวาเหตุการณท่ีสนใจมีโอกาสเกิดข้ึนมากนอยเพียงใด 
5. ในกรณีท่ีปริภูมิตัวอยางเปนเซตจํากัด  

• ( ) 0P E =  หมายความวา เหตุการณ E  ไมมีโอกาสเกิดข้ึนเลยหรือเปนไปไมไดท่ี

เหตุการณ E  จะเกิดข้ึน  
• ( ) 1P E =  หมายความวา เหตุการณ E  เกิดข้ึนอยางแนนอน 

• ( ) 1
2

P E =  หมายความวา โอกาสท่ีเหตุการณ E  จะเกิดหรือไมเกิดมีเทากัน 

• ( )1
1
5

P E =  และ ( )2
2
5

P E =  หมายความวา โอกาสท่ีจะเกิดเหตุการณ 2E  เปนสองเทา

ของโอกาสท่ีจะเกิดเหตุการณ 1E  
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6. สมบัติพ้ืนฐานของความนาจะเปน 
 ให S  แทนปริภูมิตัวอยางซ่ึงเปนเซตจํากัด 
 1) สําหรับเหตุการณ E  ใด ๆ จะไดวา ( )0 1P E≤ ≤   

 2) ความนาจะเปนของปริภูมิตัวอยาง S  เทากับ 1 นั่นคือ ( ) 1P S =  

 3) ความนาจะเปนของเหตุการณท่ีเปนเซตวางเทากับ 0 นั่นคือ ( ) 0P ∅ =  

7. ให S  เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมหนึ่ง และ ,A B  เปนเหตุการณ นั่นคือ 

A S⊂  และ B S⊂   
 จะได A B∪  เปนเหตุการณซ่ึงประกอบดวยสมาชิกของเหตุการณ A  หรือเหตุการณ B  

หรือท้ังสองเหตุการณ นั่นคือ {A B x x A∪ = ∈  หรือ }x B∈   

 A B∩  เปนเหตุการณซ่ึงประกอบดวยสมาชิกท่ีอยูท้ังในเหตุการณ A  และเหตุการณ B  
นั่นคือ {A B x x A∩ = ∈  และ }x B∈   

 ถา A B∩ =∅  แลวจะเรียกเหตุการณ A  และ B  วา เหตุการณท่ีไมเกิดรวมกัน 
 และ A′  เปนเหตุการณท่ีประกอบดวยสมาชิกท่ีอยูในปริภูมิตัวอยาง S  แตไมอยูในเหตุการณ 

A  นั่นคือ {A x x S′ = ∈  แต }x A∉  

8. ทฤษฎีบท 1 
 ให S  เปนปริภูมิตัวอยาง ซ่ึงเปนเซตจํากัด  และ ,A B  เปนเหตุการณใด ๆ จะไดวา 
 1) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩   

 2) ถา A B∩ = ∅  แลว ( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +   
 3) ( ) ( )1P A P A′ = −   

 4) ( ) ( ) ( )P A B P A P A B− = − ∩   
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3.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

การทดลองสุมและเหตุการณ 

 

 

กิจกรรม : โยนเหรียญ 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 
 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง การทดลองสุมและปริภูมิตัวอยาง 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ และใหนักเรียนแตละคูพิจารณาวาเม่ือโยนเหรียญ

เท่ียงตรงหนึ่งเหรียญหนึ่งครั้ง  
• นักเรียนทราบหรือไมวาผลลัพธอาจจะเปนไปไดจากการโยนเหรียญดังกลาวเปนอะไร

ไดบาง 
แนวคําตอบ 

ทราบวาผลลัพธท่ีเปนไปได คือ เหรียญข้ึนหัวหรือเหรียญข้ึนกอยอยางใดอยางหนึ่ง 
• นักเรียนสามารถบอกไดแนนอนหรือไมวาในแตละครั้งท่ีโยนเหรียญดังกลาว เหรียญจะ

ข้ึนหนาใด 
แนวคําตอบ 

ไมสามารถบอกได ทราบเพียงวาเหรียญข้ึนหัวหรือเหรียญข้ึนกอยอยางใดอยาง
หนึ่งเทานั้น 

2. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในขอ 1 
3. ครูใหความรูเพ่ิมเติมกับนักเรียนวาการโยนเหรียญดังกลาวซ่ึงนักเรียนทราบวาในการโยน

เหรียญหนึ่งครั้ง เหรียญจะข้ึนหัวหรือกอยเทานั้น แตไมสามารถบอกไดวาในการโยน
เหรียญหนึ่งครั้งเหรียญจะข้ึนหัวหรือกอย เรียกวา การทดลองสุม และเซตของหนาของ
เหรียญท่ีเกิดจากการโยนท่ีเปนไปไดท้ังหมด เรียกวา ปริภูมิตัวอยางหรือแซมเปลสเปซ ซ่ึง
ในท่ีนี้  คือ {H, T} เม่ือ H แทนเหรียญข้ึนหัว และ T แทนเหรียญข้ึนกอย  

หมายเหตุ ครูอาจเปลี่ยนการโยนเหรียญเปนการทดลองสุมอ่ืน เชน การทอดลูกเตา ซ่ึงปริภูมิ
ตัวอยางหรือแซมเปลสเปซ คือ { 1, 2,  3, 4, 5, 6 } 
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การสอนเรื่องการทดลองสุมในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 
5 เลม 2 นี้ ไมไดเนนใหนักเรียนจําแนกสถานการณท่ีกําหนดใหวาเปนการทดลองสุม
หรือไม แตตองการใหนักเรียนเขาใจความหมายของการทดลองสุม  

• การนําเขาสูบทเรียนเรื่องปริภูมิตัวอยาง ครูควรใหนักเรียนเขียนแจงผลลัพธท่ีอาจเปนไปได
ท้ังหมดของการทดลองสุม 

• ตัวอยางท่ี 1 – 3 เปนตัวอยางของการเขียนแจงสมาชิกในปริภูมิตัวอยาง ครูไมควร
ยกตัวอยางท่ีซับซอนท่ีนักเรียนไมสามารถเขียนแจงสมาชิกในปริภูมิตัวอยางได 

• การทดลองสุมอาจเขียนปริภูมิตัวอยางไดมากกวาหนึ่งแบบ ท้ังนี้ข้ึนอยูกับผลลัพธท่ีสนใจ 
เชน การโยนเหรียญหนึ่งเหรียญสองครั้ง เม่ือผลลัพธท่ีสนใจเปนหนาของเหรียญท่ีข้ึน จะได
ปริภูมิตัวอยาง คือ {(หัว, หัว), (หัว, กอย), (กอย, หัว), (กอย, กอย)} แตเม่ือผลลัพธท่ี
สนใจเปนจํานวนครั้งท่ีเหรียญข้ึนหัว จะไดปริภูมิตัวอยาง คือ { }0, 1, 2   

• การเขียนแผนภาพแสดงผลลัพธท่ีเปนไปไดท้ังหมดของการโยนเหรียญ 1 เหรียญ และทอด
ลูกเตา 1 ลูก พรอมกันหนึ่งครั้งในตัวอยางท่ี 6 นักเรียนอาจเริ่มจากการแสดงผลลัพธท่ี
เปนไปไดท้ังหมดของการทอดลูกเตา 1 ลูกกอน แลวจึงแสดงผลลัพธท่ีเปนไปไดท้ังหมดของ
การโยนเหรียญ 1 เหรียญ ดังนี้ 

  

หนาของเหรียญ 
H 
T 
H 
T 
H 
T 
H 
T 
H 
T 
H 
T 

แตมบนหนาลูกเตา  
1H 
1T 
2H 
2T 
3H 
3T 
4H 
4T 
5H 
5T 
6H 
6T 

1 

2 

3 

4 

5 

6 
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ความนาจะเปน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การนําเขาสูบทเรียน ครูควรทบทวนความรูเก่ียวกับหลักการนับเบื้องตน ซ่ึงจะเปนพ้ืนฐาน
เก่ียวกับการหาจํานวนสมาชิกในปริภูมิตัวอยางและจํานวนสมาชิกของเหตุการณ 

• การหาความนาจะเปนของเหตุการณ อาจพิจารณาเพียงจํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยาง
และจํานวนสมาชิกของเหตุการณ ซ่ึงไมจําเปนตองเขียนแจงสมาชิกทุกตัว โดยเฉพาะเม่ือ
ปริภูมิตัวอยางและเหตุการณเปนเซตท่ีมีจํานวนสมาชิกมาก ท้ังนี้ ในการนับจํานวนสมาชิก
ของเซตอาจใชความรูเก่ียวกับหลักการบวก หลักการคูณ การเรียงสับเปลี่ยน และการจัดหมู  

• การหาความนาจะเปนของเหตุการณตามบทนิยาม 3 จะใชไดก็ตอเม่ือ S  เปนเซตจํากัดและ
สมาชิกทุกตัวของ S  มีโอกาสเกิดข้ึนเทา ๆ กัน เชน 

ในถุงใบหนึ่งมีลูกบอลสีแดง 10 ลูก สีขาว 5 ลูก เม่ือหยิบลูกบอลออกมา 1 ลูก จงหาปริภูมิ
ตัวอยางเม่ือสนใจสีของลูกบอลท่ีหยิบไดและหาความนาจะเปนของเหตุการณท่ีจะ
หยิบไดลูกบอลสีแดง 

ให  S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้  
และ  E   แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดง 

จะได {=S สีแดง, สีขาว}  และ {=E สีแดง}  

ถาหาความนาจะเปนของเหตุการณนี้โดยไมพิจารณาเง่ือนไขของบทนิยาม 3 จะได ( ) 1
2

=P E  

ซ่ึงไมถูกตอง เนื่องจากในถุงมีลูกบอลสีแดงมากกวาลูกบอลสีขาว นั่นคือสมาชิกทุกตัวของ S  มี
โอกาสเกิดข้ึนไดไมเทากัน แตถาเขียน S  และ E  ใหมเปน {S x x=  เปนลูกบอลในถุง} นั่น

คือ ( ) 15n S =   และ {E x x=  เปนลูกบอลสีแดงในถุง}  นั่นคือ ( ) 10n E =  จะไดวา

สมาชิกทุกตัวของ S  มีโอกาสเกิดข้ึนไดเทากัน ซ่ึงโดยบทนิยาม 3 จะไดวาความนาจะเปนของ

เหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงเปน ( ) 10 2
15 3

P E = =  

• เม่ือนักเรียนหาคําตอบของโจทยปญหาเก่ียวกับไพ ครูอาจแนะนํานักเรียนเก่ียวกับสํารับไพ 
เชน การแบงตามสีของไพ ซ่ึงมี 2 สีคือ สีดําและสีแดง การแบงตามหนาของไพ ซ่ึงมี 4 
หนาคือ ดอกจิก ขาวหลามตัด โพแดง และโพดํา 
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• ตัวอยางท่ี 13 ขอ 1) และ 2) เปนการทดลองสุมท่ีแตกตางกันแตมีความนาจะเปนท่ีเทากัน  
ซ่ึงเกิดข้ึนได เนื่องจากความนาจะเปนหาไดจากอัตราสวนระหวางจํานวนสมาชิกของ
เหตุการณท่ีสนใจกับจํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยาง เม่ือการทดลองสุมแตกตางกันอาจ
สงผลใหจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีสนใจท้ัง 2 เหตุการณแตกตางกัน และสงผลให
จํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยางท้ัง 2 เหตุการณแตกตางกันดวย ซ่ึงในขอ 1) จะไดวา
จํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยางและจํานวนสมาชิกของเหตุการณ คือ 6 และ 1 
ตามลําดับ จึงไดความนาจะเปนท่ีหมายเลขบนสลากท่ีดวงหยิบไดท้ังสองใบเปนจํานวนคู 

เม่ือหยิบสลาก 2 ใบ พรอมกัน คือ 1
6

 และในขอ 2) จะไดวาจํานวนสมาชิกของปริภูมิ

ตัวอยางและจํานวนสมาชิกของเหตุการณ คือ 12 และ 2 ตามลําดับ จึงไดความนาจะเปนท่ี
หมายเลขบนสลากท่ีดวงหยิบไดท้ังสองใบเปนจํานวนคู เม่ือหยิบสลากทีละใบโดยไมใสคืน

กอนจะหยิบสลากใบท่ีสอง คือ 2
12

 ซ่ึงเทากับ 1
6

 เชนกัน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาคําตอบของแบบฝกหัด 3.2 ขอ 6. 4) นั้น ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนเชื่อมโยงกับ
ขอ 6. 3) ดังนี้ 

จากขอ 6. 3) จะไดวาเหรียญบาท 100 เหรียญ ท่ีมีหมายเลข 1, 2, 3, ..., 100  กํากับไว 
มี 20 เหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว 
นั่นคือ มี 80 เหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว 
ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว 

เทากับ 80 4
100 5

=   

• การหาจํานวนสมาชิกของเหตุการณและจํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยางในแบบฝกหัด 3.2 
ขอ 7 สามารถทําไดหลายแบบ เชน การเขียนแผนภาพ การใชความรูเก่ียวกับหลักการนับ
เบื้องตน ดังนี้ 
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การเขียนแผนภาพ 
ให  S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 ช แทนลูกเปนผูชาย 
และ ญ แทนลูกเปนผูหญิง 
สามารถเขียนแผนภาพแสดงผลลัพธท่ีเปนไดท้ังหมด ดังนี้ 

 

จากแผนภาพ จะได S = {ชช, ชญ, ญช, ญญ} 

 ดังนั้น  ( ) 4n S =  

1) ให 1E  แทนเหตุการณท่ีสามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 

 เนื่องจาก 1E = {ชช, ญญ}  นั่นคือ ( )1 2n E =    

 จะได ( ) ( )
( )

1
1

2 1
4 2

n E
P E

n S
= = =   

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสามีภรรยาคูนี้จะมีลูกเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 

เทากับ 1
2

 

2) ให 2E  แทนเหตุการณท่ีสามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูหญิงอยางนอยหนึ่งคน 

 เนื่องจาก 2E = {ชญ, ญช, ญญ}  นั่นคือ ( )2 3n E =    

 จะได ( ) ( )
( )

2
2

3
4

n E
P E

n S
= =  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสามีภรรยาคูนี้จะมีลูกเปนผูหญิงอยางนอยหนึ่งคน เทากับ 3
4

 

 
  

ลูกคนท่ี 2 

ช 

ญ 

ช 

ญ 

ลูกคนท่ี 1  

ชช 

ชญ 

ญช 

ญญ 

ช 

ญ 
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การใชความรูเก่ียวกับหลักการนับเบื้องตน 
ให  S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
จะได ( ) 2 2 4n S = × =   

1) ให 1E  เปนเหตุการณท่ีสามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 
 กรณีท่ี 1 สามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูชายท้ังคู มีได 1 1 1× =  วิธี 
 กรณีท่ี 2 สามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูหญิงท้ังคู มีได 1 1 1× =  วิธี 
 ดังนั้น ( )1 1 1 2n E = + =  

 จะได ( ) ( )
( )

1
1

2 1
4 2

n E
P E

n S
= = =  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสามีภรรยาคูนี้จะมีลูกเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 

เทากับ 1
2

 

2) ให 2E  เปนเหตุการณท่ีสามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนหญิงอยางนอยหนึ่งคน 

กรณีท่ี 1 สามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูหญิงหนึ่งคนและผูชายหนึ่งคน มีได 2 วิธี คือ 
ชญ หรือ ญช 

 กรณีท่ี 2 สามีภรรยาคูนี้มีลูกเปนผูหญิงสองคน มีได 1 วิธี 
ดังนั้น ( )2 2 1 3n E = + =  

จะได ( ) ( )
( )

2
2

3
4

n E
P E

n S
= =  

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสามีภรรยาคูนี้จะมีลูกเปนหญิงอยางนอยหนึ่งคน เทากับ 3
4

 

• การหาจํานวนสมาชิกของเหตุการณและจํานวนสมาชิกของปริภูมิตัวอยางในแบบฝกหัด 3.2 
ขอ 10 สามารถใชการเขียนแผนภาพหรือใชความรูเก่ียวกับหลักการนับเบื้องตนก็ได 
อยางไรก็ตาม ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนใชความรูเก่ียวกับหลักการนับเบื้องตน 
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กฎท่ีสําคัญบางประการของความนาจะเปน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ปริภูมิตัวอยางและเหตุการณตางก็เปนเซต โดยท่ีปริภูมิตัวอยางเปนเอกภพสัมพัทธและ
เหตุการณเปนสับเซตของปริภูมิตัวอยาง ดังนั้นจึงสามารถใชสมบัติของการดําเนินการของ
เซตชวยในการหาความนาจะเปนได 

• กฎท่ีสําคัญบางประการของความนาจะเปนจะชวยใหการหาความนาจะเปนของบาง
เหตุการณทําไดงายและสะดวกข้ึน เชน ในการทอดลูกเตาท่ีเท่ียงตรงสามลูกพรอมกันหนึ่ง
ครั้ง ถาตองการหาความนาจะเปนท่ีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตามากกวา 3 นักเรียนอาจ
ใชการแจงกรณีเพ่ือหาจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตา
มากกวาสาม แตถานักเรียนใชกฎท่ีสําคัญบางประการของความนาจะเปนจะทําได ดังนี้  

   ให S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้  จะได ( ) 36 6 6 6n S = × × =  

 และ E  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาเปน 3 ซ่ึงมี 1 กรณี คือ แตม
บนหนาลูกเตาท้ัง 3 ลูก เปน 1  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาเปน 3 คือ ( ) 3

1
6

P E =  

   เนื่องจาก  E′  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตามากกวา 3   

   ดังนั้น ( ) ( ) 3

11 1
6

P E P E′ = − = −   
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• การหาคําตอบของแบบฝกหัด 3.2 ขอ 6. 4) นั้น ครูอาจใหนักเรียนใชทฤษฎีบท 1 ในการ
แกปญหาโดยใชความรูวา ( ) ( )1P A P A′ = −  เม่ือ S  เปนปริภูมิตัวอยางซ่ึงเปนเซตจํากัด 

และ A  เปนเหตุการณใด ๆ ซ่ึงทําไดดังนี้ 
ให  A   แทนเหตุการณท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว 
จะได ′A  แทนเหตุการณท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว 
จาก  ( )P A′   =  ( )1 P A−   

จะได  ( )P A′  =  11
5

−    =  4
5

  

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว 

เทากับ 4
5

 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

การหาคําตอบของแบบฝกหัดทายบทขอ 38 และ 39 ในท่ีนี้ใหพิจารณาวาหลอดไฟสีเดียวกัน
ไมแตกตางกัน 
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3.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน  

 
กิจกรรม : Monty Hall Problem  

Monty Hall Problem เปนปญหาคณิตศาสตรซ่ึงมีท่ีมาจากเกมโชวทางโทรทัศนชื่อ Let’s Make 
a Deal โดยออกอากาศในสหรัฐอเมริกาเม่ือ ค.ศ. 1984 – 1986 และ Monty Hall เปนพิธีกร
ของรายการ  กติกาของเกมโชวนี้มีอยูวา “มีประตูท่ีมีลักษณะเหมือนกันอยูสามบานคือประตู
หมายเลข 1, 2 และ 3 โดยดานหลังประตูท้ังสามบานนี้จะมีประตูเพียงบานเดียวท่ีมีรถยนตซ่ึง
เปนของรางวัลใหญอยู และอีกสองบานท่ีเหลือจะมีแพะอยู ผูเขาแขงขันสามารถเลือกประตูบาน
ใดก็ได 1 บาน เม่ือผูเขาแขงขันเลือกประตูหมายเลขใดหมายเลขหนึ่งแลวพิธีกรจะเลือกเปดประตู
ท่ีมีแพะ 1 บาน จากประตูสองบานท่ีผูเขาแขงขันไมไดเลือก ดังนั้น ตอนนี้จะมีประตูท่ียังปดอยู
สองบาน ประตูบานหนึ่งคือประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกและประตูอีกบานหนึ่งคือประตูท่ีผูเขาแขงขัน
ไมไดเลือก  จากนั้นพิธีกรบอกผูเขาแขงขันวา ใหโอกาสผูเขาแขงขันสามารถเปลี่ยนใจมาเลือก
ประตูอีกบานหนึ่งได”    

ข้ันตอนการปฏิบัติ 
1. จากสถานการณท่ีกําหนดให ถานักเรียนเปนผูเขาแขงขัน ควรจะเลือกเปลี่ยนประตูหรือไม 

เพราะเหตุใด 
2. เปดเว็บไซต ipst.me/7402 
3. ทดลองเลนเกม โดยคลิกเลือกประตูหมายเลข 1, 2 หรือ 3  จากนั้นโปรแกรมจะเปดประตู

บานท่ีเหลือท่ีมีแพะอยู 1 บาน คลิกเลือกวาจะเปลี่ยนหรือไมเปลี่ยนประตูตามท่ีตัดสินใจ 
ในขอ 1 

 

http://ipst.me/7402
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4. ทดลองเลนเกมอยางนอย 30 ครั้ง โดยเลือกไมเปลี่ยนประตู  
ใหนักเรียนทําเครื่องหมาย X  ลงในตารางตามผลลัพธท่ีไดจากการเปดประตูท่ีนักเรียนเลือก 
กรณีไมเปล่ียนประตู 

ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ 
1    11    21   
2    12    22   
3    13    23   
4    14    24   
5    15    25   
6    16    26   
7    17    27   
8    18    28   
9    19    29   

10    20    30   
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5. จากการทดลองในขอ 4 จงหาวาอัตราสวนระหวางจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีเปดประตู
แลวมีรถยนตกับจํานวนการทดลองเลนเกม 30 ครั้ง คิดเปนเทาใด  

6. ทดลองเลนเกมอยางนอย 30 ครั้ง โดยเลือกเปลี่ยนประตู  
 ใหนักเรียนทําเครื่องหมาย X  ลงในตารางตามผลลัพธท่ีไดจากการเปดประตูท่ีนักเรียนเลือก 

กรณีเปล่ียนประตู 

ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ 
1    11    21   
2    12    22   
3    13    23   
4    14    24   
5    15    25   
6    16    26   
7    17    27   
8    18    28   
9    19    29   
10    20    30   
 

7. จากการทดลองในขอ 6  จงหาวาอัตราสวนระหวางจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีเปดประตู
แลวมีรถยนตกับจํานวนการทดลองเลนเกม 30 ครั้ง คิดเปนเทาใด  

8. จากผลการทดลองขางตน นักเรียนคิดวาการเลือกเปลี่ยนหรือไมเปลี่ยนประตู มีผลตอการ
ไดรางวัลหรือไม เพราะเหตุใด 

9. จากสถานการณเกมโชว Let’s Make a Deal 
9.1 การเลือกประตูในครั้งแรกจากประตูท้ังสามบาน 
 9.1.1 จงหาความนาจะเปนของเหตุการณท่ีดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกมีรถยนต 
 9.1.2 จงหาความนาจะเปนของเหตุการณท่ีดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกมีแพะ 
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9.2 กรณีไมเปล่ียนประตู  หลังจากพิธีกรเลือกเปดประตูท่ีมีแพะ 1 บาน ถาผูเขาแขงขัน 
ไมเปลี่ยนใจในการเลือกประตู จงหาความนาจะเปนของเหตุการณท่ีผูเขาแขงขันไดรางวัล
เปนรถยนต 

9.3 กรณีเปล่ียนประตู หลังจากพิธีกรเลือกเปดประตูท่ีมีแพะ 1 บาน ถาผูเขาแขงขันเลือก
เปลี่ยนประตู 

 9.3.1 กรณีท่ี 1 ดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมีรถยนต 
 จงหาความนาจะเปนท่ีจะเกิดเหตุการณในกรณีนี้ และเม่ือผูเขาแขงขันเลือก
เปลี่ยนประตู แสดงวาเขาจะไดรางวัลเปนอะไร 

9.3.2 กรณีท่ี 2 ดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมีแพะ 
จงหาความนาจะเปนท่ีจะเกิดเหตุการณในกรณีนี้ และเม่ือผูเขาแขงขันเลือก
เปลี่ยนประตู แสดงวาเขาจะไดรางวัลเปนอะไร 

9.3.3 จงหาความนาจะเปนของเหตุการณท่ีผูเขาแขงขันไดรางวัลเปนรถยนต 

10. จากความนาจะเปนท่ีไดในขอ 9.2 และ 9.3 นักเรียนคิดวาการเลือกเปลี่ยนหรือไมเปลี่ยน
ประตู มีผลตอการไดรางวัลหรือไม เพราะเหตุใด 

11. คําตอบท่ีไดในขอ 8 และ 10 สอดคลองกันหรือไม นักเรียนคิดวาคําตอบในขอใดนาเชื่อถือกวา 
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เฉลยกิจกรรม : Monty Hall Problem  

1. คําตอบของนักเรียนในขอนี้อาจเปนเพียงการคาดเดาก็ได ข้ึนกับเหตุผลประกอบคําตอบ
ของนักเรียน 

2. – 
3. – 
4. กรณีไมเปลี่ยนประตู 

ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ 
1  X  11  X  21  X 

2 X   12  X  22  X 

3  X  13  X  23  X 

4  X  14  X  24  X 

5  X  15  X  25  X 

6  X  16 X   26 X  
7  X  17  X  27  X 
8  X  18  X  28 X  
9 X   19  X  29  X 

10 X   20 X   30  X 

หมายเหตุ  คําตอบข้ึนอยูกับการทดลองของนักเรียน 
5. จากการทดลองในขอ 4  จะไดวา อัตราสวนระหวางจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีเปดประตู

แลวมีรถยนตกับจํานวนการทดลองเลนเกม 30 ครั้ง คิดเปน 7 0.2330 ≈  
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6. กรณีเปล่ียนประตู 

ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ  ครั้งท่ี รถ แพะ 
1 X   11 X   21  X 

2 X   12 X   22  X 

3  X  13 X   23  X 

4  X  14  X  24 X  
5 X   15  X  25 X  
6  X  16 X   26 X  
7 X   17 X   27 X  
8 X   18  X  28 X  
9 X   19  X  29 X  

10 X   20 X   30 X  

หมายเหตุ  คําตอบข้ึนอยูกับการทดลองของผูเรียน  
7. จากการทดลองในขอ 6  จะไดวา อัตราสวนระหวางจํานวนสมาชิกของเหตุการณท่ีเปดประตู

แลวมีรถยนตกับจํานวนการทดลองเลนเกม 30 ครั้ง คิดเปน 20 0.6730 ≈  

8. การเลือกเปลี่ยนหรือไมเปลี่ยนประตูมีผลตอการไดรางวัล โดยจะมีโอกาสไดรางวัลมากกวา
ถาเลือกเปลี่ยนประตู ซ่ึงอาจพิจารณาจากอัตราสวนในขอ 5 และ 7 
หมายเหตุ  
1) คําตอบข้ึนอยูกับผลลัพธท่ีไดจากการทดลองของนักเรียนในขอ 5 และ 7 โดยครูควรให

นักเรียนเปรียบเทียบคําตอบกับเพ่ือน และควรสงเสริมใหนักเรียนอภิปรายรวมกัน
เพ่ือใหไดขอสรุปวา จากผลลัพธท่ีไดจากการทดลองของนักเรียนสวนใหญ จะเห็นวา
การเลือกเปลี่ยนประตูทําใหมีโอกาสไดรางวัลมากกวาการไมเปลี่ยนประตู 

2)  การทดลองข างตนเปนตัวอยางหนึ่ งในการหาความนาจะเปนเชิ งการทดลอง 
(experimental probability) 
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9. 9.1 9.1.1 เนื่องจากผลลัพธของการเปดประตูจากการเลือกประตูในครั้งแรกอาจเปนแพะ
ตัวท่ีหนึ่ง แพะตัวท่ีสอง หรือรถยนต ดวยโอกาสท่ีเทา ๆ กัน ดังนั้น ความ
นาจะเปนของเหตุการณท่ีดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมี

รถยนตจึงเปน 1
3

 

9.1.2 ความนาจะเปนของเหตุการณท่ีดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมี

แพะเปน 2
3

  

9.2 สําหรับกรณีท่ีผูเขาแขงขันไมเปลี่ยนใจในการเลือกประตู โอกาสท่ีจะไดรางวัลข้ึนอยู
กับการเลือกประตูในครั้งแรกเทานั้น ดังนั้น ความนาจะเปนของเหตุการณท่ีผูเขาแขงขัน

ไดรางวัลเปนรถยนตจึงเปน 1
3

 

9.3 9.3.1 ความนาจะเปนท่ีจะเกิดเหตุการณในกรณีนี้ คือความนาจะเปนของเหตุการณ

ท่ีดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมีรถยนต ซ่ึงเปน 1
3

(จากคําตอบ

ขอ 9.1.1) ในกรณีนี้ เนื่องจากดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมี
รถยนต และเม่ือผูเขาแขงขันเลือกเปลี่ยนประตู แสดงวาประตูท่ีเหลือหลังจากท่ี
พิธีกรเลือกเปดประตูท่ีมีแพะ 1 บาน จะมีแพะ ดังนั้น ผูเขาแขงขันจะไดรางวัล
เปนแพะ 

9.3.2 ความนาจะเปนท่ีจะเกิดเหตุการณในกรณีนี้ คือ ความนาจะเปนของเหตุการณท่ี

ดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมีแพะ ซ่ึงเปน 2
3

 (จากคําตอบขอ 

9.1.2)  ในกรณีนี้ เนื่องจากดานหลังประตูท่ีผูเขาแขงขันเลือกในครั้งแรกมีแพะ 
และเม่ือผูเขาแขงขันเลือกเปลี่ยนประตู แสดงวาประตูท่ีเหลือหลังจากท่ีพิธีกร
เลือกเปดประตูท่ีมีแพะ 1 บาน จะมีรถยนต ดังนั้น ผูเขาแขงขันจะไดรางวัลเปน
รถยนต 

9.3.3 เนื่องจากผูเขาแขงขันเลือกเปลี่ยนประตู แสดงวาผูเขาแขงขันจะไดรางวัลเปน
รถยนต ถาประตูท่ีเลือกในครั้งแรกมีแพะ ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผูเขาแขงขัน

จะไดรางวัลเปนรถยนตจะเทากับความนาจะเปนท่ีหาไดในขอ 9.3.2 ซ่ึงเทากับ 2
3
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10. จากขอ 9.2 และ 9.3 จะไดวา ความนาจะเปนท่ีผูเขาแขงขันจะไดรางวัลเปนรถยนตมี
คาประมาณ 0.33 และ 0.67 ตามลําดับ นั่นคือ ความนาจะเปนของเหตุการณท่ีผูเขา
แขงขันจะไดรางวัลเปนรถยนตในกรณีท่ีเลือกเปลี่ยนประตูมากกวาความนาจะเปนของ
เหตุการณท่ีผู เขาแขงขันจะไดรางวัลเปนรถยนตกรณีท่ีเลือกไมเปลี่ยนประตู ดังนั้น 
นักเรียนจึงควรเลือกเปลี่ยนประตู เพ่ือเพ่ิมโอกาสท่ีจะไดรางวัลเปนรถยนต 

11. คําตอบในขอ 8 และ 10 สอดคลองกัน โดยคําตอบในขอ 10 นาเชื่อถือกวา เพราะพิจารณา
จากความนาจะเปนเชิงทฤษฎี 
หมายเหตุ   

ในกรณีท่ีมีนักเรียนไดคําตอบในขอ 8 ไมสอดคลองกับคําตอบในขอ 10 ครูควรสงเสริม
ใหนักเรียนอภิปรายรวมกันเพ่ือใหไดขอสรุปวา ผลลัพธท่ีไดจากการทดลองอาจชวยในการ
ตัดสินใจวาจะเลือกเปลี่ยนหรือไมเปลี่ยนประตูได แตถาจํานวนครั้งของการทดลองนอย อาจ
ใหผลลัพธท่ีไมนาเชื่อถือ 
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แนวทางการจัดกิจกรรม : Monty Hall Problem 

เวลาในการจัดกิจกรรม 50 นาที  

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนใชความรู เรื่อง ความนาจะเปน เพ่ือแกปญหาในสถานการณท่ี
กําหนด  ในการทํากิจกรรมนี้นักเรียนแตละคูควรมีเครื่องคอมพิวเตอรอยางนอย 1 เครื่อง โดย
ครูอาจเลือกจัดกิจกรรมนี้ในหองคอมพิวเตอรก็ได  กิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และ
ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี้ 

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรม “Monty Hall Problem” 
2. ไฟลกิจกรรม “Monty Hall Problem”  จากเว็บไซต ipst.me/7402 

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม  
1. ครูนําเขาสูกิจกรรมโดยเปดสื่อวีดิทัศนหรือเลาเรื่องราวสั้น ๆ เก่ียวกับ Monty Hall Problem  
2. ครูแจกใบกิจกรรม “Monty Hall Problem” ใหกับนักเรียนทุกคนและใหนักเรียนทํากิจกรรมนี้

เปนคู โดยครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ 
3. ครแูละนักเรียนรวมกันอภิปรายปญหาจากสถานการณท่ีกําหนดให  
4. ครูใหนักเรียนตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1  ในใบกิจกรรม 

พรอมใหเหตุผลประกอบ โดยไมตองคํานึงถึงความถูกตองของคําตอบ 
5. ครูใหนักเรียนแตละคูเปดไฟลกิจกรรม “Monty Hall Problem” จากเว็บไซต ipst.me/7402  

จากนั้นครูชี้แจงวิธีใชไฟลกิจกรรมใหนักเรียนเขาใจกอนเริ่มทํากิจกรรมในไฟลกิจกรรม 
6. ครูใหนักเรียนทํากิจกรรมและตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 3 – 7  ในใบ

กิจกรรม ซ่ึงในระหวางท่ีนักเรียนทํากิจกรรมครูควรเดินดูนักเรียนใหท่ัวถึงทุกกลุม และคอย
ชี้แนะเม่ือนักเรียนพบปญหา 

7. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดของคําถามในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 4 – 7 
ในใบกิจกรรม จากนั้น ครูหาคาเฉลี่ยของคําตอบในขอ 5 และ 7 โดยใชขอมูลจากนักเรียนทุก
คนในชั้นเรียน แลวใหนักเรียนแตละคนเปรียบเทียบผลการทดลองของตนเองกับคาเฉลี่ยท่ีได 

8. ครูใหนักเรียนตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 8 – 11 ในใบกิจกรรม โดยให
นักเรียนพิจารณาจากผลการทดลองท่ีได โดยใหนักเรียนเปรียบเทียบผลการทดลองกับ
นักเรียนคูอ่ืน ๆ 

 

http://ipst.me/7402
http://ipst.me/7402
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9. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายและสรุปคําตอบของคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติ
ขอ 8 – 11 ในใบกิจกรรม ครูอาจเพ่ิมเติมวาการทดลองดังกลาว เปนตัวอยางหนึ่งในการ
หาความนาจะเปนท่ีเรียกวาความนาจะเปนเชิงการทดลอง  (experimental probability) 
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กิจกรรม : เพ่ือนรวมชะตา  

ในท่ีนี้ เพ่ือนรวมชะตา หมายถึง ผูท่ีเกิดวันท่ีและเดือนเดียวกัน แตไมจําเปนตองเปนปเดียวกัน 
โดยจะกําหนดให 1 ป มี 365 วัน นั่นคือ ไมพิจารณาผูท่ีเกิดวันท่ี 29 กุมภาพันธ   

ใหนักเรียนตอบคําถามตอไปนี้ 
1. ถาตองการใหมีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน นักเรียนคิดวาจะตอง 

มีคนอยางนอยก่ีคน 
2. ถาสุมคนมา 2 คน ความนาจะเปนท่ี 2 คนนี้ เปนเพ่ือนรวมชะตากันเปนเทาใด 
3. ถาสุมคนมา 3 คน ความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก 3 คนนี้ เปนเพ่ือนรวมชะตา

กัน เปนเทาใด 
4. นักเรียนคิดวาความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก 23 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน 

จะมากกวา 0.5 หรือไม (โดยยังไมตองคํานวณ) 
5. ใหนักเรียนเขียนสูตรการหาความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก n  คน เปนเพ่ือน

รวมชะตากัน เม่ือ { }2, 3, 4,n∈    

6. เปดเว็บไซต ipst.me/8465 
6.1 เลื่อนสไลเดอรเพ่ือปรับคา n  สังเกตวาหนาจอจะปรากฏความนาจะเปนท่ีจะมีคน

อยางนอย 2 คน จาก n  คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน 
6.2 ตรวจสอบคําตอบในขอ 4 โดยเลื่อนสไลเดอรเพ่ือหาวา เม่ือ n  มีคาตั้งแตเทาใดข้ึนไป จึง

จะไดความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก n  คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน มากกวา 
0.5 คําตอบท่ีไดตรงกับท่ีนักเรียนตอบในขอ 4 หรือไม 

6.3 อธิบายกราฟแสดงความสัมพันธระหวาง n  และความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย  
2 คน จาก n  คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน 

6.4 จะตองสุมคนอยางนอยก่ีคน ถาตองการใหไดความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน 
เปนเพ่ือนรวมชะตากัน มากกวา 0.99 

 

 

  

http://ipst.me/8465
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เฉลยกิจกรรม : เพ่ือนรวมชะตา 

1. เนื่องจาก ในกิจกรรมนี้กําหนดให 1 ป มี 365 วัน  
ดังนั้น ถาตองการม่ันใจวามีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน จะตองมีคนอยางนอย 
366 คน 

2. เม่ือกลาวถึง “วันเกิด” ในกิจกรรมนี้ จะหมายถึง วันและเดือนเกิดเทานั้น 
จากโจทย ปริภูมิตัวอยาง ( )S  คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปนคูอันดับของวันเกิดท่ีเปนไปไดท้ังหมด

ของคน 2 คน 
จะได  ( ) 2365n S =   

ให E  แทนเหตุการณท่ีคน 2 คน มีวันเกิดตรงกัน 
จะได  ( ) 365n E =  

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีคน 2 คน ท่ีสุมมาจะเปนเพ่ือนรวมชะตากัน คือ  

( ) 2

365 1
365 365

P E = =  ซ่ึงมีคาประมาณ 0.0027  

3. จากโจทย ปริภูมิตัวอยาง ( )S  คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปนสามสิ่งอันดับของวันเกิดท่ีเปนไปได

ท้ังหมดของคน 3 คน 
จะได  ( ) 3365n S =  

วิธีท่ี 1 ให 1E  แทนเหตุการณท่ีท้ังสามคนมีวันเกิดตรงกัน 

  จะได ( )1 365n E =  และ ( )1 3

365
365

P E =  

  ให 2E  แทนเหตุการณท่ีมีคน 2 คน มีวันเกิดตรงกัน สวนอีกคนมีวันเกิดท่ีตางออกไป 

  จะได ( )2 3, 2 365 1 364 3 365 364n E C= × × × = × ×   

  และ ( )2 3

3 365 364
365

P E × ×
=  

  เนื่องจาก 1 2E E∩ =∅  

  ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก 3 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน  

  คือ ( ) ( ) ( )1 2 1 2 3 3

365 3 365 364
365 365

P E E P E P E × ×
∪ = + = +  

  ซ่ึงมีคาประมาณ 0.0082 
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วิธีท่ี 2 ให E  แทนเหตุการณท่ีคน 3 คน ไมมีวันเกิดซํ้ากันเลย 
  นั่นคือ เหตุการณท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก 3 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน  
  คือ E′  
  เนื่องจาก ( ) 365 364 363n E = × ×  

  จะได ( ) 3

365 364 363 0.9918
365

P E × ×
= ≈  

  ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก 3 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน  
  คือ ( ) ( )1 0.0082P E P E′ = − ≈   

หมายเหตุ 
สามสิ่งอันดับ เขียนไดในรูป ( )1 2 3, ,x x x   

4. จากขอ 1 ความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน จะเปน 1 เม่ือ
มีคนตั้งแต 366 คน ข้ึนไป ดังนั้น อาจทําใหนักเรียนหลายคนคิดวาความนาจะเปนท่ีจะมี
คนอยางนอย 2 คน จาก 23 คน (ซ่ึงนอยกวา 366 มาก) เปนเพ่ือนรวมชะตากันจึงไมนาจะ
มากกวา 0.5 

5. ให { }2, 3, 4,n∈ 
 

 จากโจทย ปริภูมิตัวอยาง ( )S  คือ เซตท่ีมีสมาชิกเปน n  สิ่งอันดับของวันเกิดท่ีเปนไปได

ท้ังหมดของคน n  คน 

 จะได ( ) 365nn S =  

 ให E  แทนเหตุการณท่ีคน n  คน ไมมีวันเกิดซํ้ากันเลย 
 นั่นคือ เหตุการณท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน คือ E′  

 เนื่องจาก ( ) 365,nn E P=  จะได ( ) 365,

365
n
n

P
P E =  หรือ ( )365 364 363 365 1

365n

n× × × × − +

 

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน คือ 

 ( ) ( ) 365,1 1
365

n
n

P
P E P E′ = − = −  หรือ ( )365 364 363 365 1

1
365n

n× × × × − +
−



 

หมายเหตุ 
n   สิ่งอันดับ เขียนไดในรูป ( )1 2, , , nx x x  
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6. 6.1 – 
 6.2 เม่ือ 23n ≥  จะไดความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน จาก n  คน เปนเพ่ือนรวม 

 ชะตากัน มากกวา 0.5 
 6.3 กราฟแสดงความสัมพันธระหวาง n  และความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน  

 เปนเพ่ือนรวมชะตากัน เปนดังนี้  
 

 
  
จากกราฟ สังเกตไดวา ในชวงแรก เม่ือ n  เพ่ิมข้ึน จะทําใหความนาจะเปนท่ีจะมีคน
อยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน เพ่ิมข้ึนอยางรวดเร็ว โดยจะเห็นวาเม่ือ 41n =   
จะไดความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน มากกวา 0.9 
จากนั้นเม่ือ n  เพ่ิมข้ึน ความนาจะเปนจะคอย ๆ เพ่ิมข้ึนทีละนอยจนเขาใกล 1 

6.4 เม่ือ 57n ≥  จะไดความนาจะเปนท่ีจะมีคนอยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน 
มากกวาหรือเทากับ 0.99  

 ดังนั้น จะตองสุมคนจํานวนอยางนอย 57 คน ถาตองการใหความนาจะเปนท่ีจะมีคน
อยางนอย 2 คน เปนเพ่ือนรวมชะตากัน มากกวา 0.99 
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แนวทางการจัดกิจกรรม : เพ่ือนรวมชะตา 

เวลาในการจัดกิจกรรม 30 นาที  

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนเชื่อมโยงและใชความรู เรื่อง ความนาจะเปน เพ่ือแกปญหาใน
สถานการณท่ีกําหนด  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 
ดังนี้ 

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 
1. ใบกิจกรรม “เพ่ือนรวมชะตา” 
2. ไฟลกิจกรรม “เพ่ือนรวมชะตา” จากเว็บไซต ipst.me/8465 
3. เครื่องคํานวณ  

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 
1. ครูนําเขาสูกิจกรรมโดยสุมเลือกนักเรียนประมาณ 10 คน พรอมท้ังถามวันเดือนปเกิดของ

แตละคน แลวใหนักเรียนท้ังชั้นเรียนสังเกตวามีนักเรียนคนใดท่ีเกิดวันท่ีและเดือนเดียวกัน
หรือไม  

2. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นแจกใบกิจกรรม “เพ่ือนรวมชะตา” ใหกับ
นักเรียนทุกคนแลวใหนักเรียนศึกษาเก่ียวกับเพ่ือนรวมชะตาตามท่ีกําหนดในใบกิจกรรม จากนั้น
ครูนําอภิปรายเก่ียวกับเพ่ือนรวมชะตาตามท่ีกําหนดในใบกิจกรรมเพ่ือใหนักเรียนทุกคนเขาใจ
ตรงกัน โดยเนนย้ําวากิจกรรมนี้ 
• กําหนดให 1 ป มี 365 วัน  
• เม่ือกลาวถึง “วันเกิด” จะหมายถึงวันท่ีและเดือนเกิดเทานั้น 
• ไมพิจารณาคนท่ีเกิดวันท่ี 29 กุมภาพันธ 
• ไมพิจารณากรณีท่ีมีฝาแฝด 

3. ครูใหนักเรียนแตละกลุมชวยกันตอบคําถามขอ 1 – 5 ในใบกิจกรรม โดยใหนักเรียนใชเครื่อง
คํานวณตามความเหมาะสม ในระหวางท่ีนักเรียนทํากิจกรรมครูควรเดินดูนักเรียนใหท่ัวถึงทุก
กลุมและคอยชี้แนะ 

4. ครูสุมเลือกกลุมนักเรียนเพ่ือตอบคําถาม และใหนักเรียนกลุมอ่ืน ๆ รวมกันอภิปรายเก่ียวกับ
คําตอบ รวมท้ังกระตุนใหนักเรียนใหเหตุผลประกอบคําตอบ  
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5. ครูใหนักเรียนแตละคูเปดไฟลกิจกรรม “เพ่ือนรวมชะตา” จากเว็บไซต ipst.me/8465 จากนั้น
ครูชี้แจงวิธีใชไฟลกิจกรรมใหนักเรียนเขาใจกอนเริ่มทํากิจกรรมในไฟลกิจกรรมและตอบ
คําถามขอ 6.2 – 6.4  

6. ครูสุมเลือกกลุมนักเรียนเพ่ือตอบคําถาม และใหนักเรียนกลุมอ่ืน ๆ รวมกันอภิปรายเก่ียวกับ
คําตอบ จากนั้นครูนํานักเรียนอภิปรายเพ่ือนําไปสูขอสรุปของกิจกรรม ซ่ึงนักเรียนจะเห็น
วาการคํานวณทางคณิตศาสตรจะชวยในการคาดการณไดดีกวาการใชความรูสึก 

 

http://ipst.me/8465
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3.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีเปาหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ
ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด  การใหนักเรียน
ทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของนักเรียน  
ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอแบบฝกหัดท่ี
ครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 3 ความนาจะเปน ครูอาจใชแบบฝกหัด
เพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

การทดลองสุม ปริภูมิตัวอยาง และเหตุการณ 3.1 ขอ 1 – 4  

 3.3 ขอ 1 

ความนาจะเปน 3.2 ขอ 1 – 25 

กฎท่ีสําคัญบางประการของความนาจะเปน 3.3 ขอ 2 – 10  
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3.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 มีจุดมุงหมายวา เม่ือนักเรียน
ไดเรียนจบบทท่ี 3 ความนาจะเปน แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาปริภูมิตัวอยางและเหตุการณ 
2. ใชความรูเก่ียวกับความนาจะเปนในการแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ไดนําเสนอแบบฝกหัด
ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน ซ่ึงมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ
เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย  นอกจากนี้มีโจทยฝกทักษะท่ีนาสนใจและโจทยทาทาย  ครูอาจ
เลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมายของบทเพ่ือ
ตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม  

ท้ังนี้แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 
เลม 2 บทท่ี 3 ความนาจะเปน สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี้ 

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาปริภูมิตัวอยางและเหตุการณ 1 2) 

 2 1) – 5) 

 3 1) – 2) 

2. ใชความรูเก่ียวกับความนาจะเปนในการแกปญหา 4 1) – 5) 

 5 1) – 5) 

 6 1) – 3) 

 7 1) – 6) 

 8  

 9 1) – 3) 

 10 1) – 2) 

 11  

 12  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

2. ใชความรูเก่ียวกับความนาจะเปนในการแกปญหา (ตอ) 13  

 14  

 15 1) – 2) 

 16  

 17  

 18  

 19 1) – 3) 

 20  

 21 1) – 3) 

 22  

 23  

 24  

 25  

 26 1) – 4) 

 27  

 28 1) – 3) 

 29  

 30  

 31 1) – 5) 

 32  

 33  

 34  

 35 1) – 4) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

2. ใชความรูเก่ียวกับความนาจะเปนในการแกปญหา (ตอ) 36  

 37 1) – 2) 

 38  

 39 1) – 2) 

 40 1) – 2) 

 41  

 42 1) – 4) 

 43  

 44  

โจทยฝกทักษะ 1 1) 

โจทยทาทาย 45  

 46  

 47  
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3.6 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 3 ความนาจะเปน สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม
คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2  ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู
ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 
 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

 
1. ตองการจัดชาย 3 คน และหญิง 4 คน ยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือถายรูป ถานายภาคิน

อยูในกลุมนี้ดวย จงหาความนาจะเปนท่ีทุกคนยืนเรียงแถวสลับชายหญิงและนายภาคินยืน
ตรงกลาง 

2. รานคาแหงหนึ่งมีเครื่องดื่ม 4 ชนิด ไดแก น้ําอัดลม น้ําผลไม น้ําสมุนไพร และน้ําเปลา จงหา
ความนาจะเปนท่ีนักเรียนสองคนเลือกเครื่องดื่มคนละ 1 ชนิด แลวไดเปนเครื่องดื่มชนิดเดียวกัน 

3. มีบัตร 4 ใบ แตละใบมีตัวอักษร  R, O, C และ K เขียนกํากับไวบัตรละ 1 ตัวอักษร สุมหยิบ
บัตร 4 ใบ โดยหยิบทีละใบแลวใสคืนกอนหยิบบัตรใบถัดไป จงหาความนาจะเปนท่ีบัตรท่ีได
เรียงตามลําดับเปนคําวา  COOK  

4. ตูของเลนหยอดเหรียญตูหนึ่ง บรรจุรถของเลนไว 50 คัน ท่ีแตกตางกันท้ังหมด แบงเปนสีสม 
แดง เขียว น้ําเงิน และเหลือง จํานวนสีละเทา ๆ กัน ในการเลนแตละครั้งผูเลนจะหยอด
เหรียญสิบบาท 1 เหรียญ และจะไดรางวัลเปนรถของเลน 1 คันเสมอ ถารวีเปนผูเลนคนแรก
ของตูของเลนหยอดเหรียญตูนี้ จงหาความนาจะเปนท่ีรวีหยอดเหรียญสิบบาท จํานวน 5 
เหรียญ เพ่ือเลนตูของเลนตูนี้ 5 ครั้ง แลวไดรถสีแดง 2 คัน รถสีเหลือง 2 คัน และรถสีน้ําเงิน 
1 คัน ตามลําดับ 

5. ในทางคณิตศาสตร พาลินโดรมเปนจํานวนนับท่ีเม่ือเขียนเลขโดดเรียงยอนกลับจากหลังไป
หนาหรือจากขวาไปซาย แลวไดจํานวนเดิม เชน 8, 22, 101  จงหาความนาจะเปนท่ีสราง
จํานวนนับท่ีมีสามหลักจากเลขโดด 7 ตัว คือ 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4 แลวจํานวนท่ีไดเปนพาลินโดรม  

6. เกมโยนลูกบอลลงกลองมีกลองซ่ึงแบงเปนชอง 16 ชองท่ีมีขนาดเทากัน แตละชองบรรจุลูกบอล
ได 1 ลูก ผูเลนจะไดโยนลูกบอล 4 ครั้ง ครั้งละ 1 ลูก และจะไดรางวัลเม่ือลูกบอลท้ังสี่ลูกอยู
ในกลองตามชองในแนวเสนทแยงมุมชองละ 1 ลูก ดังรูป จงหาความนาจะเปนท่ีรติเลนเกม
นี้แลวจะไดรับรางวัล 
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7. มีสลาก 6 ใบ ซ่ึงมีหมายเลข 2, 1, 0, 2, 3− −  และ 5 หมายเลขละ 1 ใบ จงหาความนาจะเปน

ท่ีเม่ือสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ีมีผลรวมของจํานวนท่ีเปนหมายเลข
ของสลากมากกวา 2 

8. มีเสื้อ 10 สี สีละ 5 ตัว โดยแตละสีมีขนาด  XS,  S,  M,  L  และ XL  สุมหยิบเสื้อ 2 ตัว
พรอมกัน จงหาความนาจะเปนท่ีไดเสื้อขนาดเดียวกันแตสีตางกัน 

9. ในการคัดเลือกนักกีฬาวายน้ําของโรงเรียนแหงหนึ่ง จํานวน 4 คน มีผูสมัคร 10 คน จงหา
ความนาจะเปนท่ีกวินซ่ึงเปนหนึ่งในผูสมัครจะไดรับคัดเลือก 

10.  แทนแกรมประกอบดวยรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 1 รูป รูปสี่เหลี่ยมดานขนาน 1 รูป และรูป
สามเหลี่ยมมุมฉาก 5 รูป โดยกําหนดหมายเลขใหแตละรูปเหลานี้ดังรูป 

 

- รูปท่ีมีพ้ืนท่ีนอยท่ีสุด มี 2 รูป คือ รูปหมายเลข 3 และ 5 
- รูปท่ีมีพ้ืนท่ีเปนสองเทาของรูปท่ีมีพ้ืนท่ีนอยท่ีสุดมี 3 รูป คือ รูปหมายเลข 4, 6 และ 7 
- รูปท่ีมีพ้ืนท่ีเปนสี่เทาของรูปท่ีมีพ้ืนท่ีนอยท่ีสุดมี 2 รูป คือ รูปหมายเลข 1 และ 2 

มีนาและเมษาสุมหยิบสลากพรอมกันจากกลองท่ีบรรจุสลากหมายเลข 1 – 7  ซ่ึงแตละ
หมายเลขแทนรูปท่ีประกอบเปนแทนแกรมดังท่ีอธิบายขางตน ถาผูชนะคือผูท่ีหยิบไดสลาก

   รูปท่ี 1  กลอง           รูปท่ี 2  ตําแหนงของลูกบอลในกลองตามชองท่ีจะไดรางวัล 
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ท่ีมีหมายเลขของรูปท่ีมีพ้ืนท่ีมากกวา จงหาความนาจะเปนท่ีมีนาจะชนะ เม่ือเมษาหยิบได
สลากท่ีมีหมายเลขของรูปท่ีมีพ้ืนท่ีนอยท่ีสุด 

11. งานเลี้ยงหนึ่งมีผูมารวมงานท้ังหมด 10 คน โดยคนกลุมนี้มีสามีภรรยา 2 คู ตองการจัดท่ีนั่งให
ผูมารวมงานเปนโตะกลม 2 ตัว ตัวละ 5 ท่ีนั่ง ถาโตะกลมท้ังสองตัวนี้ไมแตกตางกัน จงหา
ความนาจะเปนท่ีทุกโตะมีคูสามีภรรยา 

 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 การจัดคน 7 คน ยืนเรียงแถวหนากระดานเพ่ือถายรูป ทําได 7! วิธ ี

 ดังนั้น  ( ) 7! 7 6 5 4 3 2n S = = × × × × ×   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีนายภาคินจะไดยืนตรงกลางและทุกคนยืนเรียงแถวสลับชายหญิง 

 (หญิง)  (ชาย)  (หญิง)  นายภาคิน  (หญิง)  (ชาย)  (หญิง) 
ตําแหนงท่ี 

1 
 ตําแหนงท่ี  

2 
 ตําแหนงท่ี 

3 
 ตําแหนงท่ี 

4 
 ตําแหนงท่ี  

5 
 ตําแหนงท่ี 

6 
 ตําแหนงท่ี 

7 

วิธีท่ี 1 การจัดคน 7 คน ยืนเรียงแถวถายรูป โดยนายภาคินยืนตรงกลาง (ตําแหนงท่ี 4)  
และทุกคนยืนเรียงแถวสลับชายหญิง แบงเปน 7 ข้ันตอน ดังนี้ 
ข้ันตอนท่ี 1 จัดใหนายภาคินยืนตรงกลาง (ตําแหนงท่ี 4) ทําได 1 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 เลือกหญิง 1 คน จากท้ังหมด 4 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 1 ทําได 4 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 3 เลือกชาย 1 คน จากท่ีเหลือ 2 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 2 ทําได 2 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 4 เลือกหญิง 1 คน จากท่ีเหลือ 3 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 3 ทําได 3 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 5 เลือกหญิง 1 คน จากท่ีเหลือ 2 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 5 ทําได 2 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 6 เลือกชาย 1 คน จากท่ีเหลือ 1 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 6 ทําได 1 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 7 เลือกหญิง 1 คน จากท่ีเหลือ 1 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 7 ทําได 1 วิธ ี

   ดังนั้น  ( ) 1 4 2 3 2 1 1 4 3 2 2n E = × × × × × × = × × ×   
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วิธีท่ี 2 การจัดคน 7 คน ยืนเรียงแถวถายรูป โดยนายภาคินยืนตรงกลาง (ตําแหนงท่ี 4)  
และทุกคนยืนเรียงแถวสลับชายหญิง แบงเปน 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
ข้ันตอนท่ี 1 จัดใหนายภาคินยืนตรงกลาง (ตําแหนงท่ี 4) ทําได 1 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 จัดหญิง 4 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 1, 3, 5 และ 7 ทําได 4! วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 3 จัดชาย 2 คน ใหยืนตําแหนงท่ี 2 และ 6 ทําได 2! วิธ ี

   ดังนั้น  ( ) 1 4! 2! 4 3 2 2n E = × × = × × ×   

 จะได  ( )
( )

4 3 2 2 1
7 6 5 4 3 2 105

n E
n S

× × ×
= =

× × × × ×
  

 ดังนั้น จงหาความนาจะเปนท่ีทุกคนยืนเรียงแถวสลับชายหญิงและนายภาคินยืนตรงกลาง  

 เทากับ 1
105

   

2. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 การเลือกเครื่องดื่มของนักเรียนสองคนแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 นักเรียนคนท่ี 1 เลือกเครื่องดื่ม 1 ชนิด จากเครื่องดื่มท้ังหมด 4 ชนิด ได 4 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 นักเรียนคนท่ี 2 เลือกเครื่องดื่ม 1 ชนิด จากเครื่องดื่มท้ังหมด 4 ชนิด ได 4 วิธี 
 ดังนั้น  ( ) 4 4 16n S = × =   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีนักเรียนสองคนเลือกเครื่องดื่ม 1 ชนิด แลวไดเปนเครื่องดื่มชนิดเดียวกัน 
 การเลือกเครื่องดื่มของนักเรียนสองคนแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 นักเรียนคนท่ี 1 เลือกเครื่องดื่ม 1 ชนิด จากเครื่องดื่มท้ังหมด 4 ชนิด ได 4 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 นักเรียนคนท่ี 2 เลือกเครื่องดื่มชนิดเดียวกับท่ีนักเรียนคนท่ี 1 เลือก ได 1 วิธี 
 ดังนั้น  ( ) 4 1 4n E = × =   

 จะได ( )
( )

4 1
16 4

n E
n S

= =   

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนสองคนเลือกเครื่องดื่มคนละ 1 ชนิด แลวไดเปนเครื่องดื่ม

ชนิดเดียวกัน  เทากับ 1
4
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3. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 การสุมหยิบบัตร 4 ใบ โดยหยิบทีละใบแลวใสคืนกอนหยิบบัตรใบถัดไปแบงเปน 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 หยิบบัตรใบท่ี 1 จํานวน 1 ใบ จากบัตรท้ังหมด 4 ใบ ทําได 4 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 หยิบบัตรใบท่ี 2 จํานวน 1 ใบ จากบัตรท้ังหมด 4 ใบ ทําได 4 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3 หยิบบัตรใบท่ี 3 จํานวน 1 ใบ จากบัตรท้ังหมด 4 ใบ ทําได 4 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 4 หยิบบัตรใบท่ี 4 จํานวน 1 ใบ จากบัตรท้ังหมด 4 ใบ ทําได 4 วิธ ี
 ดังนั้น  ( ) 4 4 4 4 256n S = × × × =   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีสุมหยิบบัตรแลวไดบัตรท่ีเรียงตามลําดับเปนคําวา COOK 
 การสุมหยิบบัตรแลวไดบัตรท่ีเรียงตามลําดับเปนคําวา COOK แบงเปน 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 หยิบบัตรใบท่ี 1 ไดเปนบัตรท่ีมีตัวอักษร  C  ทําได 1 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 หยิบบัตรใบท่ี 2 ไดเปนบัตรท่ีมีตัวอักษร  O  ทําได 1 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3 หยิบบัตรใบท่ี 3 ไดเปนบัตรท่ีมีตัวอักษร  O  ทําได 1 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 4 หยิบบัตรใบท่ี 4 ไดเปนบัตรท่ีมีตัวอักษร  K  ทําได 1 วิธ ี

 ดังนั้น  ( ) 1 1 1 1 1n E = × × × =   

 จะได ( )
( )

1
256

n E
n S

=   

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสุมหยิบบัตร 4 ใบ โดยหยิบทีละใบแลวใสคืนกอนหยิบบัตรใบถัดไป  

 แลวบัตรท่ีไดเรียงตามลําดับเปนคําวา  COOK  เทากับ 1
256

  

4. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 การเลนตูของเลนหยอดเหรียญของรวีแบงเปน 5 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 1 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถมี 50 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 2 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถมี 49 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 3 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 3 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถมี 48 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 4 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 4 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถมี 47 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 5 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 5 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถมี 46 วิธี 
 ดังนั้น  ( ) 50 49 48 47 46n S = × × × ×   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีรวีไดรถสีแดง 2 คัน รถสีเหลือง 2 คัน และรถสีน้ําเงิน 1 คัน  
   ตามลําดับ 
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 เนื่องจาก ตูของเลนนี้บรรจุรถของเลนสีละ 10 คัน  ตองการไดรถสีแดง 2 คัน รถสีเหลือง 2 คัน  
 และรถสีน้ําเงิน 1 คัน ตามลําดับ 
 จะไดวา การเลนตูหยอดเหรียญของรวีใหไดตามเง่ือนไขท่ีกําหนด แบงเปน 5 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 1 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถสีแดงมี 10 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 2 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถสีแดงมี 9 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 3 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 3 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถสีเหลืองมี 10 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 4 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 4 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถสีเหลืองมี 9 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 5 ในการหยอดเหรียญเพ่ือเลนครั้งท่ี 5 จํานวนวิธีท่ีรวีจะไดรถสีน้ําเงินมี 10 วิธี 
 ดังนั้น  ( ) 10 9 10 9 10n E = × × × ×   

 จะได ( )
( )

10 9 10 9 10 135
50 49 48 47 46 423,752

n E
n S

× × × ×
= =

× × × ×
  

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดรถสีแดง 2 คัน รถสีเหลือง 2 คัน และรถสีน้ําเงิน 1 คัน ตามลําดับ 

เทากับ 135
423,752

 

5. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 การสรางจํานวนนับท่ีมีสามหลักจากเลขโดดท่ีกําหนดให แบงเปน 2 กรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ี 1 เลขโดดท้ังสามหลักไมซํ้ากันเลย 
   นําเลขโดดสามตัวท่ีไมซํ้ากันเลย จากเลขโดด 1, 2, 3 หรือ 4 มาจัดเรียงเปน 
   จํานวนนับท่ีมีสามหลักได 4 3 2 24× × =  วิธี 
 กรณีท่ี 2 มีเลขโดดซํ้ากัน 1 คู แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 พิจารณาการเลือกเลขโดดท่ีซํ้ากัน 1 คู ดังนี้ 
      เลือกเลขโดดท่ีซํ้ากัน 1 คู จากเลขโดด 2, 3 หรือ 4 ได 3 วธิี  
      และเลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 1, 2, 3 หรือ 4 ท่ีไมซํ้ากับเลขโดด 
      ท่ีเลือกในข้ันท่ี 1 ได 3 วิธ ี
      ดังนั้น การเลือกเลขโดดสามตัวท่ีซํ้ากัน 1 คู ทําได 3 3 9× =  วิธ ี

   ข้ันตอนท่ี 2 นําเลขโดดในข้ันท่ี 1 มาจัดเรียงเปนจํานวนนับท่ีมีสามหลักได 3! 3
2!
=  วิธี 

  ดังนั้น นําเลขโดดสามตัวท่ีซํ้ากัน 1 คู มาจัดเรียงเปนจํานวนนับท่ีมีสามหลักได 
9 3 27× =  วิธ ี

 ดังนั้น ( ) 24 27 51n S = + =   
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 ให E   แทนเหตุการณท่ีจํานวนนับท่ีมีสามหลักเปนพาลินโดรม 
 

     
หลักรอย  หลักสิบ  หลักหนวย 

 เหตุการณท่ีจํานวนนับท่ีมีสามหลักเปนพาลินโดรม แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดดท่ีซํ้ากัน 1 คู เพ่ือเปนหลักรอยและหลักหนวยของจํานวนนับ 
    ท่ีมีสามหลัก จากเลขโดด 2, 3 หรือ 4 ได 3 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 1, 2, 3 หรือ 4 ท่ีไมซํ้ากับเลขโดดท่ีเลือกใน 
    ข้ันท่ี 1 เพ่ือเปนหลักสิบของจํานวนนับท่ีมีสามหลัก ได 3 วิธ ี
 ดังนั้น ( ) 3 3 9n E = × =   

 จะได ( )
( )

9 3
51 17

n E
n S

= =   

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสรางจํานวนนับท่ีมีสามหลักจากเลขโดด 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4 แลว

จํานวนท่ีไดเปนพาลินโดรม เทากับ 3
17

 

6. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 พิจารณาการทดลองสุมนี้เปน 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 โยนลูกบอลลูกท่ี 1 ลงชองใดชองหนึ่งของกลอง ได 16 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 โยนลูกบอลลูกท่ี 2 ลงชองใดชองหนึ่งของกลอง ได 16 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3 โยนลูกบอลลูกท่ี 3 ลงชองใดชองหนึ่งของกลอง ได 16 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 4 โยนลูกบอลลูกท่ี 4 ลงชองใดชองหนึ่งของกลอง ได 16 วิธ ี

 ดังนั้น ( ) 416n S =   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีรติเลนเกมนี้แลวไดรางวัล 
 วิธีท่ี 1 เหตุการณท่ีรติเลนเกมนี้แลวไดรางวัลแบงเปน 2 กรณี ดังนี้ 
   กรณีท่ี 1 รติเลนเกมนี้แลวไดรางวัลโดยลูกบอลท้ังสี่ลูกอยูในแนวเสนทแยงมุม 
     จากมุมบนซายไปมุมลางขวา แบงเปน 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
     ข้ันตอนท่ี 1 โยนลูกบอลลูกท่ี 1 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม

ท่ีกําหนด ได 4 วิธ ี
     ข้ันตอนท่ี 2 โยนลูกบอลลูกท่ี 2 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม

ท่ีกําหนด ท่ีไมซํ้ากับชองท่ีโยนลูกบอลลูกแรก ได 3 วิธ ี
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     ข้ันตอนท่ี 3 โยนลูกบอลลูกท่ี 3 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม 
ท่ีกําหนด ท่ีไมซํ้ากับชองท่ีโยนลูกบอลลูกท่ี 1 และ 2 ได 2 วิธ ี

     ข้ันตอนท่ี 4 โยนลูกบอลลูกท่ี 4 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม 
       ท่ีกําหนด ท่ีไมซํ้ากับชองท่ีโยนลูกบอลลูกท่ี 1, 2 และ 3 ได 1 วิธ ี

ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีรติเลนเกมนี้แลวไดรางวัลโดยลูกบอลท้ังสี่ลูกอยูใน
แนวเสนทแยงมุมจากมุมบนซายไปมุมลางขวาเปน 4 3 2 1 24× × × = วิธ ี

   กรณีท่ี 2 รติเลนเกมนี้แลวไดรางวัลโดยลูกบอลท้ังสี่ลูกอยูในแนวเสนทแยงมุม 
     จากมุมบนขวาไปมุมลางซาย แบงเปน 4 ข้ันตอน ดังนี้ 

ข้ันตอนท่ี 1 โยนลูกบอลลูกท่ี 1 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม 
   ท่ีกําหนด ได 4 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 2 โยนลูกบอลลูกท่ี 2 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม 
   ท่ีกําหนด ท่ีไมซํ้ากับชองท่ีโยนลูกบอลลูกแรก ได 3 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 3 โยนลูกบอลลูกท่ี 3 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม 
   ท่ีกําหนด ท่ีไมซํ้ากับชองท่ีโยนลูกบอลลูกท่ี 1 และ 2 ได 2 วิธ ี
ข้ันตอนท่ี 4 โยนลูกบอลลูกท่ี 4 ลงชองใดชองหนึ่งในแนวเสนทแยงมุม 
   ท่ีกําหนด ท่ีไมซํ้ากับชองท่ีโยนลูกบอลลูกท่ี 1, 2 และ 3 ได 1 วิธ ี
ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีรติเลนเกมนี้แลวไดรางวัลโดยลูกบอลท้ังสี่ลูกอยูใน
แนวเสนทแยงมุมจากมุมบนขวาไปมุมลางซายเปน 4 3 2 1 24× × × =  วิธ ี

   ดังนั้น  ( ) 24 24 48n E = + =    

วิธีท่ี 2 เนื่องจาก การไดรางวัลในเกมนี้ คือ ลูกบอลท้ังสี่ลูกอยูในแนวเสนทแยงมุมแนวใด
แนวหนึ่ง จากท่ีมีท้ังหมด 2 แนว คือ จากมุมบนซายไปมุมลางขวา และจากมุม
บนขวาไปมุมลางซาย และแตละแนวเสนทแยงมุมมีชองท้ังหมด 4 ชอง 

  จะไดวา เหตุการณท่ีรติเลนเกมนี้แลวไดรางวัลแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกแนวเสนทแยงมุมของชอง 1 แนว จากแนวเสนทแยงมุม  
     2 แนว มี 2 วิธ ี

ข้ันตอนท่ี 2 จัดเรียงลูกบอลท่ีโยนลูกท่ี 1, 2, 3 และ 4 ใหอยูในชองใดชองหนึ่ง 
   ตามแนวท่ีเลือกในข้ันท่ี 1 มี 4! = 24 วิธ ี

   ดังนั้น  ( ) 2 24 48n E = × =    
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 จะได  ( )
( ) 4

48 3
16 4,096

n E
n S

= =    

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีรติเลนเกมนี้แลวจะไดรับรางวัล เทากับ 3
4,096

 

7. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

 การสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ จากสลากท้ังหมด 6 ใบ มี 6, 2
6! 15

4!2!
C = =  วิธี 

 ดังนั้น  ( ) 15n S =    

 ให E   แทนเหตุการณท่ีสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ีมีผลรวมของ 
   จํานวนท่ีเปนหมายเลขของสลากมากกวา 2  
 วิธีท่ี 1 เนื่องจาก การสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ีมีผลรวมของจํานวน 
   ท่ีเปนหมายเลขของสลากมากกวา 2 มี 7 วิธี ไดแก ( ) ( ) ( ) ( )2, 5 , 1, 5 , 0, 3 , 0, 5 ,− −   

   ( ) ( )2, 3 , 2, 5  และ ( )3, 5   

   ดังนั้น  ( ) 7n E =    

   จะได ( )
( )

7
15

n E
n S

=    

   ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ีมีผลรวมของ 

   จํานวนท่ีเปนหมายเลขของสลากมากกวา 2 เทากับ 7
15

  

 วิธีท่ี 2 การสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ีมีผลรวมของจํานวนท่ีเปน 
   หมายเลขของสลากไมเกิน 2 มีได 4 กรณี ดังนี้ 
   กรณีท่ี 1 หยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเต็มลบท้ังคู มีได 1 วิธี คือ ( )2, 1− −    

   กรณีท่ี 2 หยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขเปน 2−   และอีกหมายเลขหนึ่งเปนศูนยหรือ 

     จํานวนเต็มบวก มีได 3 วิธี คือ ( ) ( )2, 0 , 2, 2− −  และ ( )2, 3−   

   กรณีท่ี 3 หยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขเปน 1−  และอีกหมายเลขหนึ่งเปนศูนยหรือ 

     จํานวนเต็มบวก มีได 3 วิธี คือ ( ) ( )1, 0 , 1, 2− −  และ ( )1, 3−  

   กรณีท่ี 4 หยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขเปน 0 และอีกหมายเลขหนึ่งเปนจํานวนเต็มบวก  
     มีได 1 วิธี คือ ( )0, 2   

   ดังนั้น การสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ี 
   มีผลรวมของจํานวนท่ีเปนหมายเลขของสลากไมเกิน 2 มีได 1 3 3 1 8+ + + =  วิธ ี
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   จะไดวา ( ) 15 8 7n E = − =   

   จะได ( )
( )

7
15

n E
n S

=   

   ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสุมหยิบสลากข้ึนมาพรอมกัน 2 ใบ ไดเปนสลากท่ีมีผลรวมของ 

   จํานวนท่ีเปนหมายเลขของสลากมากกวา 2 เทากับ 7
15

  

8. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

 การสุมหยิบเสื้อ 2 ตัว จากเสื้อท้ังหมด 50 ตัว ทําได 50, 2
50! 50 49

48!2! 2
C ×

= =  วิธี 

 ดังนั้น  ( ) 25 49n S = ×   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีหยิบไดเสื้อขนาดเดียวกันแตสีตางกัน 
 การสุมหยิบเสื้อ 2 ตัว แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 สุมหยิบเสื้อ 1 ขนาด จากท้ังหมด 5 ขนาด ทําได 5, 1 5C =  วิธ ี

 ข้ันตอนท่ี 2  สุมหยิบเสื้อ 2 สีท่ีแตกตางกัน จากท้ังหมด 10 สี ทําได 10, 2
10! 5 9
8!2!

C = = ×  วิธ ี

 ดังนั้น  ( ) 5 5 9n E = × ×   

 จะได ( )
( )

5 5 9 9
25 49 49

n E
n S

× ×
= =

×
  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดเสื้อขนาดเดียวกันแตสีตางกัน เทากับ 9
49

   

9. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

 การคัดเลือกนักกีฬาวายน้ําจํานวน 4 คน จากผูสมัคร 10 คน ทําได 10, 4
10! 10 7 3
6!4!

C = = × ×  วิธี 

 ดังนั้น  ( ) 10 7 3n S = × ×    

 ให E   แทนเหตุการณท่ีกวินซ่ึงเปนหนึ่งในผูสมัครจะไดรับคัดเลือก 
 การคัดเลือกนักกีฬาวายน้ําท่ีกวินซ่ึงเปนหนึ่งในผูสมัครจะไดรับคัดเลือก แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 เลือกกวินเปนนักกีฬาวายน้ํา ทําได 1 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกนักกีฬาวายน้ําอีก 3 คน จากผูสมัครอีก 9 คนท่ีเหลือ  

    ทําได 9, 3
9! 7 4 3

6!3!
C = = × ×  วิธี 

 ดังนั้น  ( ) 7 4 3n E = × ×   
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 จะได ( )
( )

7 4 3 2
10 7 3 5

n E
n S

× ×
= =

× ×
  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีกวินซ่ึงเปนหนึ่งในผูสมัครจะไดรับคัดเลือก เทากับ 2
5

   

10. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 เนื่องจาก มีนาและเมษาสุมหยิบสลากพรอมกัน จากสลากหมายเลข 1, 2, 3, 4, 5, 6 หรอื 7 

 ดังนั้น ( ) 7, 2
7!2 2 42

5!2!
n S C= × = × =   

 ให E   แทนเหตุการณท่ีมีนาชนะเมษา เม่ือเมษาหยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขของรูปท่ีมี 
   พ้ืนท่ีนอยท่ีสุดแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 เมษาหยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขของรูปท่ีมีพ้ืนท่ีนอยท่ีสุด มีได 2, 1 2C =  วิธ ี

 ข้ันตอนท่ี 2 มีนาหยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขของรูปท่ีมีพ้ืนท่ีมากกวา มีได 5, 1 5C =  วิธ ี

 ดังนั้น ( ) 2 5 10n E = × =   

 จะได ( )
( )

10 5
42 21

n E
n S

= =   

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีมีนาจะชนะ เม่ือเมษาหยิบไดสลากท่ีมีหมายเลขของรูปท่ีมีพ้ืนท่ี

นอยท่ีสุด เทากับ 5
21

 

11. ให S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
 การจัดคน 10 คน นั่งโตะกลม 2 ตัว ตัวละ 5 ท่ีนั่ง แบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 พิจารณาการจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 1 ดังนี้ 

    เลือกคน 5 คน จากคนท้ังหมด 10 คน เพ่ือนั่งโตะกลมตัวท่ี 1 ได 10, 5
10!
5!5!

C =  วิธี   

    และจัดคน 5 คนนี้ เพ่ือนั่งโตะกลมตัวท่ี 1 ได 4! วิธี 

    ดังนั้น การจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 1 ทําได 10! 10!4!4!
5!5! 5!5!

× =  วิธี 

 ข้ันตอนท่ี 2 พิจารณาการจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 2 ดังนี้ 
    เลือกคน 5 คน จากคนท่ีเหลือ 5 คน เพ่ือนั่งโตะกลมตัวท่ี 2 ได 1 วิธี 
    และจัดคน 5 คนนี้ เพ่ือนั่งโตะกลมตัวท่ี 2 ได 4! วิธี 
    ดังนั้น การจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 2 ทําได 1 4! 4!× =  วิธี 

 ดังนั้น  ( ) 10!4! 10!4!4!4!
5!5! 5!5!

n S = × =   
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 ให E   แทนเหตุการณท่ีจัดท่ีนั่งแลวทุกโตะมีคูสามีภรรยา 
 เหตุการณท่ีจัดท่ีนั่งแลวทุกโตะมีคูสามีภรรยา แบงเปน 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 พิจารณาการจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 1  ดังนี้ 
    เลือกคูสามีภรรยา 1 คู จากท้ังหมด 2 คู เพ่ือนั่งโตะกลมท่ี 1 ได 2 วิธี 
    เลือกคนอีก 3 คน จากคน 6 คนท่ีไมใชคูสามีภรรยา เพ่ือนั่งโตะกลมท่ี 1  

    ได 6, 3
6!

3!3!
C =  วิธี  และจัดคนท้ัง 5 คนนี้ เพ่ือนั่งโตะกลมตัวท่ี 1 ได 4! วิธี 

    ดังนั้น การจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 1 ทําได 6! 2 6!4!2 4!
3!3! 3!3!

×
× × =   วิธี 

 ข้ันตอนท่ี 2 พิจารณาการจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 2  ดังนี้ 
    เลือกคูสามีภรรยา 1 คู จากท่ีเหลือ 1 คู เพ่ือนั่งโตะกลมท่ี 2 ได 1 วิธี  
    เลือกคนอีก 3 คน จากคน 3 คน ท่ีไมใชคูสามีภรรยา เพ่ือนั่งโตะกลมท่ี 2 ได 1 วิธี   
    และจัดคนท้ัง 5 คนนี้ เพ่ือนั่งโตะกลมตัวท่ี 2 ได 4! วิธี 
    ดังนั้น การจัดคนนั่งโตะกลมตัวท่ี 2 ทําได 1 1 4! 4!× × =  วิธี 

 ดังนั้น  ( ) 2 6!4! 2 6!4!4!4!
3!3! 3!3!

n E × ×
= × =   

 จะได ( )
( )

2 6!4!4!
103!3!

10!4!4! 63
5!5!

n E
n S

×

= =   

ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีทุกโตะมีคูสามีภรรยา เทากับ 10
63
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เฉลยแบบฝกหัด 

บทท่ี 1 จํานวนเชิงซอน 

 

แบบฝกหัด 1.1  

1. คาของ ( )Re z  และ ( )Im z  ของจํานวนเชิงซอน z  ท่ีกําหนดให เปนดังตารางตอไปนี้ 
z   ( )Re z  ( )Im z  

1.   2 3i+  2  3  

2.   4 5i− +  4−  5  

1 33.   
2 2

i−  
1
2

 
3
2

−  

4.   4−  4−  0  

5.   3i  0  3  
6.   2 2 2i−  2  2 2−  

 
2.   1)      ( ) ( )1, 2 2, 1− − +  =  ( )1 2, 2 1− + − +  
      =  ( )1, 1−  

       ( )( )1, 2 2, 1− −  =   ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 1, 1 1 2 2− − − − + −  

      =   ( )2 2, 1 4− + − −  
      =   ( )0, 5−  
 2)   ( ) ( )2, 2 2, 2− + −  =  ( )2 2, 2 2− + −  
      =  ( )0, 0  

       ( )( )2, 2 2, 2− −  =   ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 , 2 2 2 2− − − − − +  

      =   ( )4 4, 4 4− + +  
      =  ( )0, 8  
 3)         ( ) ( )2, 3 1, 4− +  =  ( )2 1, 3 4− + +  
      =  ( )1, 7−  

          ( )( )2, 3 1, 4−  =   ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 3 4 , 2 4 3 1− − − +  
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      =   ( )2 12, 8 3− − − +  
      =  ( )14, 5− −  

 4)      1 23, 4, 
2 3

   +   
   

 =  1 23 4, 
2 3

 + + 
 

 

      =  77, 
6

 
 
 

 

         1 23, 4, 
2 3

  
  
  

 =  ( ) ( )1 2 2 13 4 , 3 4
2 3 3 2

     − +     
     

 

      =   112 , 2 2
3

 − + 
 

 

      =  35 , 4
3

 
 
 

 

3. 1) ( ) ( )2 3 4 5i i− + −    = ( ) ( )2 4 3 5 i+ + − −   
       = 6 8i−   
 2)    ( ) ( )5 4 3 2 7i i+ + −   = ( ) ( )5 4 6 21i i+ + −   
       = ( ) ( )5 21 4 6 i− + +   
       = 16 10i− +   
 3) ( ) ( )2 2 5 8i i− + −   = ( ) ( )2 5 2 8 i+ + − −  

       = ( ) ( )2 5 2 2 2 i+ + − −   

       = 7 3 2− i   
 4)         ( )2i i−   =     22i i−  
       = 1 2i+   
 5)                ( )2 2i i −   = 22 2−i i   

       = 2 2− − i  
 6)                    ( )2 3 4i i−   = ( )( )1 3 4i− −   
       = 3 4i− +   
 7)              ( )21 i− −   = ( )( )1 1i i− − − −   
       = ( )( ) ( )( )1 1 1i i i− − − + − − −  
       = 21 i i i+ + +  
       =     1 2 1i+ −  
       = 2i   
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 8)             ( )( )3 2 2 4i i+ +   = ( ) ( )3 2 4 2 2 4i i i+ + +   
       = 26 12 4 8i i i+ + +   
       =     6 12 4 8i i+ + −  
       = 2 16i− +   
 9)  ( )( )2 3 2 3i i− +   = ( ) ( )( )2 2 3 3 2 3i i i+ + − +   

       = 22 6 6 3i i i+ − −  
       =      2 3+  
       =       5 
 10)    ( )( )5 2 2 3i i− − +  =  ( ) ( )( )5 2 3 2 2 3i i i− + + − − +  

       =  210 15 4 6i i i− + + −  
       =  10 19 6i− + +  
       =  4 19i− +  
4. 1) จาก 2 3a bi−  =  4 6i+   

  จะได 2a   =  4    และ       3b−   =   6   
  ดังนั้น   a  =  2    และ    b   =  2−    
 2)    จาก 2a bi+   =  10   

  จะได 2a   =  10   และ         b   =  0   

  ดังนั้น   a  =  5    และ    b   =  0    
 3)   จาก ( )3 6a a b i i+ − = +   

  จะได       3a  =  6   และ     a b−  =   1 
  จาก   3a =  6  จะได  a = 2 
  จาก  a = 2 และ a b−  =   1  จะได  b  =  1 
  ดังนั้น   a   =  2    และ  b  =  1 
 4)   จาก                    2a b abi+ −  =  5 12i−  

        จะได                                      a b+  =  5     ----------- ( )1  

            และ                        2ab−  =  12−        
         ab  =  6             ----------- ( )2  

  จาก ( )1   จะได              b  =  5 a−   ----------- ( )3  

  จาก ( )2  และ ( )3   จะได      ( )5a a−   =  6      

                
25a a−    =  6      

                
2 5 6a a− +    =  0      
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                  ( )( )3 2a a− −  =  0      

  นั่นคือ   3a −   =  0   หรือ  2a −   =  0   

     a   =  3   หรือ      a   =  2   

  ถา a  = 3   จะได b   =  2   

  ถา a  = 2   จะได b   =  3  

  ดังนั้น 
   

a  = 3, b  = 2
 
 หรือ  a  = 2 ,  b  = 3 

 5)   จาก    ( )( )2 5a bi i+ +   = 3 i−   
         ( ) ( )2 5 5 2a b a b i− + +  = 3 i−  

            จะได        2 5a b−  = 3     ----------- ( )1  

           และ             5 2a b+  =   1−             ----------- ( )2  

       ( )1 2 ;×  จะได   4 10a b− =  6      ----------- ( )3  

       ( )2 5 ;×  จะได 25 10a b+ =  5−       ----------- ( )4  

       ( ) ( )3 4 ;+  จะได              
      ( ) ( )4 10 25 10a b a b− + +  = ( )6 5+ −  

       ( ) ( )4 25 10 10a a b b+ + −  =   1 
            29a  =   1 

                a =  1
29

 

       แทน a ดวย 1
29

 ใน  ( )2  จะได   
 

15 2
29

b  + 
 

 =   1−  

                                     
5 2
29

b+    =   1−  

                           
2b  =   51

29
− −  

                       
2b =   34

29
−  

                         
b  =   17

29
−  

  ดังนั้น  a =  1
29

    และ 
  

b =  17
29

−  
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5. 1)       ( )31 i−  =  ( )( ) ( )( )3 2 2 31 3 1 3 1i i i− + −  

    =  ( )( ) ( )1 3 3 1 1i i− + − − −  
    =  1 3 3i i− − +  
    =  2 2i− −  
 2)   พิจารณา    ( )42 i+  =  ( )( ) ( )( ) ( )( )4 3 2 2 3 42 4 2 6 2 4 2i i i i+ + + +  

      =  ( ) ( )16 32 24 1 8 1i i+ + − + − +  
      =  16 32 24 8 1i i+ − − +  
      =  7 24i− +  
       และ    ( )42 i−  =  ( )( ) ( )( ) ( )( )4 3 2 2 3 42 4 2 6 2 4 2i i i i− + − +  

      =  ( ) ( )16 32 24 1 8 1i i− + − − − +  
      =  16 32 24 8 1i i− − + +  
      =  7 24i− −  
       ดังนั้น ( ) ( )4 42 2i i+ − −  =  ( ) ( )7 24 7 24i i− + − − −  
       =  7 24 7 24i i− + + +  
       =   48i  
 3)   พิจารณา     ( )31 i+  =  ( )( ) ( )( )3 2 2 31 3 1 3 1i i i+ + +  

      =  ( ) ( )1 3 3 1i i+ + − + −  
      =  1 3 3i i+ − −  
      =  2 2i− +  
       และ   ( )31 i−  =  2 2i− −          (จากขอ 1)) 

       ดังนั้น    ( ) ( )3 31 1i i+ − −  =  ( ) ( )2 2 2 2i i− + − − −  
        =  2 2 2 2i i− + + +  
        =   4i  
 4)   พิจารณา  ( )42 2i+ =   ( )442 1 i+  

      =  ( ) ( )342 1 1i i+ +  

      =   ( )( )42 2 2 1i i− + +     (จากขอ 2)) 

      =   ( )( )16 2 2 0− − +   

      =   ( )16 4−  
      =   64−  
       ดังนั้น     ( ) ( )5 42 2i i− +  =  ( ) ( )( )4 64i i− − −  
       =  ( )( )64i− −  
       =  64i  
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แบบฝกหัด 1.2  

1. 1)      ( ) ( )8 3 2 3 2i i− + − −   =   8 3 6 4i i− + − +  
        =   14 7i− +  
 2)   ( ) ( )5 3 1i i i+ − +  =   15 5 1i i+ − +  
        =   16 4i+  
 3)      ( ) ( )3 2 2i i i− − + +  =   6 3 2 1i i− + + −  
        =   7 5i− +  
 4)   ( ) ( )1 3 3 2i i i i− + − − −  =   1 9 6i i− + + −  
        =   5 8i− +  

 5)        ( ) ( )1 31 3 2
2 2

i i+ − +  =   1 1 9 3
2 2 2

i i+ − −  

        =   54
2

i− −  

 6)  ( ) ( )2 18 3 2 3 2 12i i i− − +  =  6 6 2 6 12i i− − +  

           =  18 3 6i−  
 7)   ( ) ( ) ( )( )2 22 1 1 1 3i i i i+ + − + −  

    =  ( )( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )22 2 22 2 2 1 1 1 2 1 3 3i i i i i i+ + + − + − +  

    =  ( )( ) ( )( )4 4 1 1 1 1 6 9i i i i+ − + − + − −  
    =  ( )( ) ( )( )3 4 1 1 8 6i i i i+ + − + − −  
    =   ( )( )1 3 4 8 6i i i+ + + +  
    =   ( )( )1 11 10i i+ +  
    =   ( ) ( )11 10 11 10i i i+ + +  
    =   11 10 11 10i i+ + −  
    =   1 21i+  

2.   1)            1
2 3i−

 =  1 2 3
2 3 2 3

i
i i

+  
  − +  

 

      =   2 3
13

i+  

      =  2 3
13 13

i+  
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 2)   3 2
2 3

i
i

+
−

 =   3 2 2 3
2 3 2 3

i i
i i

+ +  
  − +  

 

      =   ( ) ( )3 2 3 2 2 3
13

i i i+ + +
 

      =   6 9 4 6
13
i i+ + −  

      =    i 

 3)      4 3
1

i
i

+
+

 =   4 3 1
1 1

i i
i i

+ −  
  + −  

 

      =   ( ) ( )4 1 3 1
2

i i i− + −
 

      =   4 4 3 3
2

i i− + +  

      =   7 1
2 2

i−  

 4)     2 2
4

i
i
−  =   2 2 4

4 4
i i

i i
− −  

  −  
 

      =   8 8
16
i− −  

      =   1 1
2 2

i− −  

 5)       2
4

i
i

−
+

 =  2 4
4 4

i i
i i

− −  
  + −  

 

      =  ( ) ( )( )2 4 4
17

i i i− + − −
 

      =  8 2 4 1
17
i i− − −  

      =   7 6
17 17

i−  

 6)     
2 6

i
i+

 =  2 6
2 6 2 6

i i
i i

−  
  + −  

 

      =   2 6
40
i +  

      =    3 1
20 20

i+  
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 7)        ( )1 3
2

i i
i

−
+

 =   3 3
2
i

i
+
+

 

      =   3 3 2
2 2

i i
i i

+ −  
  + −  

 

      =  ( ) ( )3 2 3 2
5

i i i− + −
 

      =   6 3 6 3
5

i i− + +  

      =   9 3
5

i+  

      =   9 3
5 5

i+  

 8)        ( )4 3 2
1

ii i
i

− + +
−

 =   112 8
1 1

i ii
i i

+  − + +   − +  
 

        =   112 8
2

ii −
− + +  

        =   15 23
2 2

i−  

3.   1)   จาก  ( )1z i+  =   4 

        จะได         z =   4
1 i+

 

      =   4 1
1 1

i
i i

−  
  + −  

 

      =   2 2i−  
 2)    จาก  (2 )i z−  =    4 2+ i  

       จะได  z =    4 2
2
+
−

i
i

 

     =    4 2 2
2 2

i i
i i

+ +  
  − +  

 

     =    6 8
5 5
+ i  
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 3)   จาก (3 )i z−    =    6 7− i  

       จะได   z   =    6 7
3
−
−

i
i

 

     =    6 7 3
3 3

i i
i i

− +  
  − +  

 

     =    5 3
2 2
− i  

 4)   จาก (1 3 )i z+   =    2− − i  

      จะได   z =    2
1 3
− −
+

i
i

 

     =    2 1 3
1 3 1 3

i i
i i

− − −  
  + −  

 

     =    1 1
2 2

− + i  

 5)   จาก (1 3 )i z+   =    1 i+  

      จะได   z =    1
1 3

i
i

+
+

 

     =    1 1 3
1 3 1 3

i i
i i

+ −  
  + −  

 

     =    2 1
5 5

i−  

 6)   จาก    (2 )i z i+ +   =    3  

      จะได     z =    3
2
−
+

i
i

 

      =    3 2
2 2

i i
i i

− −  
  + −  

 

      =    1− i  
 7)   จาก             ( )21 i z+   =  2 1 3z i− +  

       จะได    ( )21 2i z z+ −  =  1 3i− +  

             ( )( )21 2i z+ −  =  1 3i− +  

         ( )( )1 2 1 2i z+ − −  =  1 3i− +  

         ( )2 2i z− +  =  1 3i− +  

               z =   1 3
2 2

i
i

− +
− +
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        z =   1 3 2 2
2 2 2 2

i i
i i

− + − −  
  − + − −  

 

        z =    11
2

i−  

 8)   จาก      
2

z i
i
+

+
 =  3 

       จะได          
2

z
i+
 =  3 i−  

              z =  ( )( )2 3i i+ −  
       z =   7 i+  
4.  1)   ให 1z a bi= +  และ 2z c di= +  

       จะได    1 2z z  =  ( )( )a bi c di+ +  
     =  ( ) ( )ac bd ad bc i− + +  
     =  ( ) ( )ca db cb da i− + +  
     =  ( )( )c di a bi+ +  
     =   2 1z z  

 2)   ให z x yi= + , 1z a bi= +  และ 2z c di= +  

     จะได       ( )1 2z z z  =  ( ) ( )( )( )x yi a bi c di+ + +  

      =  ( ) ( ) ( )( )x yi ac bd ad bc i+ − + +  

      =  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )x ac bd y ad bc x ad bc y ac bd i− − + + + + −  

      =  ( ) ( )xac xbd yad ybc xad xbc yac ybd i− − − + + + −  
      =  ( ) ( )xac ybc xbd yad xad ybd xbc yac i− − − + − + +  

      =  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xa yb c xb ya d xa yb d xb ya c i− − + + − + +  

      =  ( ) ( )( )( )xa yb xb ya i c di− + + +  

      =  ( )( )( )( )x yi a bi c di+ + +  

      =   ( )1 2zz z  

 3)   ให  z a bi= +   
       จะได  z  =   a bi+  
    =  a bi−  
    =  a bi+  
    =   z 
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 4)   ให  1z a bi= +  และ 2z c di= +  

       จะได       1 2z z−  =  ( ) ( )a bi c di+ − +  

      =  ( ) ( )a c b d i− + −  
      =   ( ) ( )a c b d i− − −  
      =   ( ) ( )a bi c di− − −  
      =   1 2z z−  
5.   1)          1z     =     1z   
    =     2 i−  
 2)     1 2z z−  =    1 2z z−     
    =    ( ) ( )2 3 2i i+ − − −    
    =   5 3i+  
 3)      1 2z z−  =    1 2z z−     
    =   1 2z z−     
    =    ( ) ( )2 3 2i i− − − −   
     =    5 i+  
 4)       1 2z z+  =   ( ) ( )2 3 2i i− + − −    
    =    1 3i− −  

 5)        
2

1
z

 
 
 

 =    
2

1
z

  

    =    1
3 2i− −

 

    =    1 3 2
3 2 3 2

i
i i

− +  
  − − − +  

 

    =    3 2
13

i− +  

    =     3 2
13 13

i− +  

 6)           2

1

z
z

 =     3 2
2

i
i

− +
+

 

    =     3 2 2
2 2

i i
i i

− + −  
  + −  

 

    =     4 7
5 5

i− +  
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 7) 
1 2

1
z z+

 =    
1 2

1
z z+

 

    =    
( )
1

2 3 2i i+ + − −
 

    =    1
1 i

 
 − − 

 

    =   1 1
1 1

i
i i

− +  
  − − − +  

 

    =    1 1
2 2

i− +  

 8)     
1 2

1 1 i
z z

 
+ 

 
 =   1 1

2 3 2
i

i i
 + + − − 

 

     =    1 2 1 3 2
2 2 3 2 3 2

i i i
i i i i

 − − +     +      + − − − − +      
 

     =    2 3 2
5 13

i i i− − + + 
 

 

     =    11 3
65 65

i i − 
 

 

     =    3 11
65 65

i+  

6. 1)                  zz  =    ( )( )2 4 2 4i i− +  
     =    20 

 2)       ( )1
2

z z+  =   ( ) ( )( )1 2 4 2 4
2

i i− + +  

     =   ( )1 4
2

 

     =    2 

 3)          ( )1 z z
i

−  =    ( ) ( )( )1 2 4 2 4i i
i

+ − −  

     =    ( )1 8i
i

 

     =     8 
 4)      ( )z z z+  =   ( ) ( ) ( )( )2 4 2 4 2 4i i i− − + +  

     =   ( )( )2 4 4i−  
     =   8 16i−  
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 5)     z
z

 =   2 4
2 4

i
i

+
−

 

     =   2 4 2 4
2 4 2 4

i i
i i

+ +  
  − +  

 

     =   12 16
20

i− +  

     =    3 4
5 5

i− +  

 6)      ( )z z i−  =    ( )z z i−  

     =    ( ) ( )( )2 4 2 4i i i+ − −  

     =    ( )8i i  
     =    8−  

 7)    ( ) 11 z z−−  =   1 z
z
−  

     =   ( )1 2 4
2 4

i
i

− +
−

 

     =   1 4
2 4

i
i

− −
−

 

     =    1 4 2 4
2 4 2 4

i i
i i

− − +  
  − +  

 

     =     14 12
20

i−  

     =     7 3
10 5

i−  

 8)           2
1

z
i
− 

 + 
 =    ( )2 4 2

1
i
i

 − − 
 + 

 

     =    4
1

i
i

− 
 + 

 

     =     4
1

i
i

−
+

 

     =     4
1

i
i−

 

     =    4 1
1 1

i i
i i

+  
  − +  
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     =    4 4
2

i− +  

     =    2 2i− +  
7.   ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี 1z a bi= +  และ 2z c di= +  เม่ือ a, b, c และ d  

เปนจํานวนจริง   
     สมมติให 1 2 0z z =   และ  1 0z ≠  

      จะได        ( )( )a bi c di+ +  =  0 
               ( ) ( )ac bd ad bc i− + +  =  0 

     นั่นคือ     ac bd−    =  0      ----------- (1) 
 และ     ad bc+  =  0      ----------- (2)   
 จาก 1 0z ≠  จะสามารถพิจารณาได 3 กรณี คือ   
 กรณี 1 ; 0a ≠   และ 0b =   จาก (1)  จะได 0ac =  ดังนั้น 0c =  
       จาก (2)  จะได 0ad =  ดังนั้น 0d =  
 กรณี 2 ; 0a =   และ 0b ≠   จาก (1)  จะได 0bd =  ดังนั้น 0d =  
       จาก (2)   จะได 0bc =  ดังนั้น 0c =  
 กรณี 3 ; 0a ≠   และ 0b ≠   คูณ (1) ดวย b   จะได 2 0abc b d− =  ----------- (3) 
       จาก (2) ดวย a   จะได 2 0a d abc+ =  ----------- (4) 
       นํา (4) – (3)   จะได 2 2 0a d b d+ =  
            ( )2 2 0d a b+ =  

       จาก 0a ≠   และ 0b ≠  ดังนั้น 0d =  
 จาก 1) เม่ือ 0d =  จะได 0ac =  ดังนั้น 0c =  

จากท้ัง 3 กรณีจะได 2 0z c di= + =  

ดังนั้น ถา 1 2z z = 0  แลว 1 0z =  หรือ 2 0z =  
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แบบฝกหัด 1.3  

1. 1)   ให
   

z
 
= a bi+  = 16− i   จะได  0, 16a b= = −  และ r

  
= ( )216−   =  16  

       เนื่องจาก  0b <   จะไดวารากท่ีสองของ 16− i   คือ 

                       16 16
2 2

 
± −  
 

i  =
 

( 8 8 )i± −  

         =
     

(2 2 2 2 )i± −  

       ดังนั้น รากท่ีสองของ 16− i   คือ  2 2 2 2− i   และ  2 2 2 2− + i  
 2)   ให

   
z

  
= a bi+  = 5 12i+   จะได  5, 12a b= =  และ r

 
= 2 25 12+  = 13  

       เนื่องจาก  0b ≥   จะไดวารากท่ีสองของ 5 12i+   คือ 

      
     

13 5 13 5
2 2

i
 + −

± +  
 

    =
    

( )3 2i± +  

       ดังนั้น รากท่ีสองของ 5 12i+   คือ 3 2i+   และ 3 2i− −  
 3)    ให

   
z

  
= a bi+  = 3 4i+   จะได  3, 4a b= =  และ r

 
= 2 23 4+  = 5  

       เนื่องจาก  0b ≥   จะไดวารากท่ีสองของ 3 4i+   คือ 

                5 3 5 3
2 2

i
 + −

± +  
 

     =
    

( )2 i± +  

       ดังนั้นรากท่ีสองของ 3 4i+   คือ 2 i+   และ 2 i− −  

 4)    ให
 
z

  
= a bi+  = 8 6i−   จะได  8, 6a b= = −  และ r

 
= ( )228 6+ −  = 10  

       เนื่องจาก  0b <   จะไดวารากท่ีสองของ 8 6i−   คือ 

      
       

10 8 10 8
2 2

i
 + −

± −  
 

     =
    

( )3 i± −  

       ดังนั้นรากท่ีสองของ 8 6i−   คือ 3 i−   และ 3 i− +  

 5)    ให
  

z
 
= a bi+  = 1 2 2i−  จะได 1, 2 2a b= = −  และ r = ( )221 2 2+ − = 3  

       เนื่องจาก  0b <   จะไดวารากท่ีสองของ 1 2 2i−   คือ 

        3 1 3 1
2 2

i
 + −

± −  
 

    =
    

( )2 i± −  

       ดังนั้นรากท่ีสองของ 1 2 2i−   คือ 2 i−   และ 2 i− +  
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2. 1)   จาก 2 48 0x + =   
       จะได      2x     =  48−  
      x =   4 3i±  
       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }4 3 , 4 3i i−  

 2)   จาก  22 2 25 0x x+ + =  

         เนื่องจาก  ( )( )22 4 2 25 196 0− = − <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
2 196 2 14 1 7

4 4 2
i i i− ± − − ± − ±
= =  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 7 1 7, 
2 2 2 2

i i − + − − 
 

 

 3)   จาก  22 5 12 0x x+ + =  
         เนื่องจาก  ( )( )25 4 2 12 71 0− = − <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
5 71 5 71

4 4
i i− ± − − ±
=  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 5 71 5 71, 
4 4 4 4

i i
  − + − − 
  

 

 4)   จาก  22 2 1 0x x− + =  

         เนื่องจาก  ( ) ( )( )22 4 2 1 4 0− − = − <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
2 4 1

4 2
i i± − ±
=  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 1 1 1, 
2 2 2 2

i i + − 
 

 

 5)   จาก  2 2 1 0x x− − =  
         เนื่องจาก  ( ) ( )( )22 4 1 1 8 0− − − = >  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 2 8 1 2
2
±

= ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }1 2, 1 2+ −  
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 6)   จาก  2 4 5 0x x− + =  

         เนื่องจาก  ( ) ( )( )24 4 1 5 4 0− − = − <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
4 4

2
2

i
i

± −
= ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2 , 2i i+ −  

 7)   จาก  2 6 0x x+ + =  

         เนื่องจาก  ( )( )21 4 1 6 23 0− = − <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
1 23 1 23

2 2
i i− ± − − ±
=  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 23 1 23, 
2 2 2 2

i i
  − + − − 
  

 

 8)   จาก  23 5 16 0x x+ − =  
         เนื่องจาก  ( )( )25 4 3 16 217 0− − = >  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 5 217
6

− ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 5 217 5 217, 
6 6 6 6

  − + − − 
  

 

 9)   จาก  22 2 4 0x x+ + =  

         เนื่องจาก  ( )( )22 4 2 4 28 0− = − <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
2 28 1 7

4 2
i i− ± − − ±
=  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 7 1 7, 
2 2 2 2

i i
  − + − − 
  

 

 10)  จาก       ( )21 49x + +  =  0 

         จะได            ( )21x +  =  49−  
     1x +  =   7i±  
   x =   1 7i− ±  
         ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }1 7 , 1 7i i− + − −  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     191 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 11)  จาก                  4 16x −  =  0 
         จะได    ( )( )2 24 4x x− +  =  0 

           ( )( )( )22 2 4x x x− + +  =  0 

       นั่นคือ  2x =  หรือ 2x = −  หรือ  2 4 0x + =  
        จาก  2 4 0x + =   จะได  x  =  2i±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2, 2, 2 , 2i i− −  

 12)   จาก         4 22 24x x+ −  =  0 

         จะได   ( )( )2 26 4x x+ −  =  0 

           ( )( )( )2 6 2 2x x x+ − +  =  0 

         นั่นคือ  2x =  หรือ 2x = −  หรือ  2 6 0x + =  
         จาก  2 6 0x + =   จะได  x  =  6i±  

         ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2, 2, 6 , 6i i− −  

 13)   จาก               6 37 8x x+ −  =  0 

         จะได   ( )( )3 31 8x x− +  =  0 

         ( )( )( )( )2 21 1 2 2 4x x x x x x− + + + − +  =  0 

        นั่นคือ  1x =  หรือ 2x = −  หรือ  2 1 0x x+ + =  หรือ 2 2 4 0x x− + =  

        จาก 2 1 0x x+ + =   จะได   x  =  
( )( )1 1 4 1 1

2
− ± −

  =  1 3
2

i− ±  

        จาก 2 2 4 0x x− + =  จะได  x  =  
( )( )2 4 4 1 4

2
− ± −

 =  2 12
2

i±  = 1 3i±  

        ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 3 1 31, 2, , ,1 3 ,1 3
2 2 2 2

i i i i
  − − + − − + − 
  

 

 14)  จาก          5 4 22 8 16x x x x+ − −   =  0 
        จะได     ( )4 32 8 16x x x x+ − −  =  0 

  ( ) ( )( )3 2 8 2x x x x+ − +  =  0 

  ( )( )32 8x x x+ −  =  0 

    ( )( )( )22 2 2 4x x x x x+ − + +  =  0 

        นั่นคือ  x = 0  หรือ  x  =   2  หรือ  x  = 2−  หรือ 2 2 4 0x x+ + =  



     
     
     

    
 

192 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

        จาก 2 2 4 0x x+ + =   จะได  x   =  2 4 16
2

− ± −  =  2 12
2

i− ±  = 1 3i− ±  

        ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }0, 2, 2, 1 3 , 1 3i i− − + − −  

 

แบบฝกหัด 1.4  

1. 1)    

 
หรือ 
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 2)   

 
หรือ 

 
 
2.  จํานวนเชิงซอนท่ีแสดงดวยจุด A  คือ ( )3, 1  

 จํานวนเชิงซอนท่ีแสดงดวยจุด B  คือ ( )0, 2  

 จํานวนเชิงซอนท่ีแสดงดวยจุด C  คือ ( )3, 4− −  

 จํานวนเชิงซอนท่ีแสดงดวยจุด D  คือ ( )2, 2−  

 จํานวนเชิงซอนท่ีแสดงดวยจุด E  คือ ( )3, 0−  

 จํานวนเชิงซอนท่ีแสดงดวยจุด F  คือ ( )1, 1− −  
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3. 1)   ( ) ( )1 2 6 5 3 4 3z z i i i+ = − + − + = −    

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป  

 
 2)    ( ) ( )1 2 6 5 3 4 9 9z z i i i− = − − − + = −  

        เขียนกราฟแสดงไดดังรูป   
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4. 1)     z     =  1 3i+  
       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 
 2)    z  =  1 3i−  
       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 

2    

Y    

O    2−    
X    

2−
   

z    

4−    

2    

2    

Y    

O    2−    
X    

2−
   

z    

4    

2    
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 3) 2z  =  ( )21 3 8 6i i+ = − +  

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 
 4)    z−  =   1 3i− −  
       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 

2    

Y    

O    
2−    

X    

2−
   

−z    

4−    

2    

Y    

O    8−    
X    4−

   

2z    

4    
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 5)    1
z

 =   1 1 3
1 3 10 10

i
i
= −

+
 

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 
 

 6)    z z   =  ( )( )1 3 1 3i i+ −  =  10 

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป   

 
 

1
z

   

Y    

O    1−    
X    

1−    

1   

1   
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5. 1)     z =  2 5i−  
 2) zi  =  ( )2 5i i−   =  5 2i+  

 3)   2zi  =   ( )( )2 5 1i− −   =  2 5i− +  

 4)    3zi  =   ( )( )2 5i i− −    =  5 2i− −  

 5)    4zi  =   2 5i−  
      เขียนกราฟแสดงจํานวนเชิงซอนไดดังนี้ 

 
 
6.   1)    คาสัมบูรณของ  4i  คือ 4i  = 2 20 4+   =  4 

 2)    คาสัมบูรณของ  2 3i−  คือ 2 3i−  = ( ) ( )
2 22 3+ −   =  11  

 3)    คาสัมบูรณของ  3 i− −  คือ 3 i− −  = ( ) ( )
2 23 1− + −   =  2  

 4)   คาสัมบูรณของ  5 2 3i+  คือ 5 2 3i+  = ( ) ( )2 2
5 2 3+   =  17  

 5)   คาสัมบูรณของ  3 4i− −  คือ 3 4i− −  = ( ) ( )2 23 4− + −   =  5  

 6)   คาสัมบูรณของ  5 12i− +  คือ 5 12i− +  = ( )2 25 12− +   =  13  
 

5    

Y    

O    5−    
X    

5−
   

4,z zi    

zi    

5    

2zi    

3zi    
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7.   ให 1z  และ 2z  เปนจํานวนเชิงซอน จากทฤษฎีบท 4 จะได       
     2 2

1 2 1 2z z z z− + +  =  ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z− − + + +  

     =  ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z− − + + +  

     =  1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z− − + + + + +  
     =  1 1 2 22 2z z z z+  

     =   2 2
1 22 2z z+  

8. 1)   ( )Re 2z <  

      เขียนกราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับ ( )Re 2z <  แสดงเปนสวนแรเงาไดดังนี้ 

 

5    

Y    

O    5−    
X    

5−
   

5   2 
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 2)   ( )Im 3z >  

      เขียนกราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับ ( )Im 3z >  แสดงเปนสวนแรเงาไดดังนี้ 

 
 

5    

Y    

O    5−    
X    5    

3 
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 3)   เนื่องจาก 2z −  คือ ระยะทางระหวางจุด ( )2, 0  และจุด z ใด ๆ 

        ดังนั้น เซตของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 2 1z − ≤   

       คือ เซตของจุดท่ีอยูบนเสนรอบวงและอยูภายในวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด  
       ( )2, 0  และมีรัศมียาว 1 หนวย  

       จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 2 1z − ≤  แสดงเปนสวนแรเงา  

  ไดดังนี้ 

 
 

2    

Y    

O    2    
X    

2−
   

4    
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4)   เนื่องจาก ( )z i z i+ = − −  คือ ระยะทางระหวางจุด ( )0, 1−  และจุด z ใด ๆ 

        ดังนั้น เซตของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 1z i+ ≥   

       คือ เซตของจุดท่ีอยูบนเสนรอบวงและอยูภายนอกวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด  
       ( )0, 1−  และรัศมียาว 1 หนวย 

       จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 1z i+ ≥  แสดงเปนสวนแรเงา  

  ไดดังนี้ 

 
 
  

Y    

O    2−    
X    

2−
   

2    
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5)   เนื่องจาก ( )2 3 2 3z i z i− + = − −  คือระยะทางระหวางจุด ( )2, 3−  และจุด z ใด ๆ 

 ดังนั้น เซตของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 2 3 3z i− + <  คือ  

 เซตของจุดท่ีอยูภายในวงกลม (ไมรวมจุดบนเสนรอบวง) ท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด ( )2, 3−   

 และรัศมียาว 3 หนวย 

 จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 2 3 3z i− + <  แสดงเปนสวนแรเงา 

 ไดดังนี้ 

 
 

Y    

O    
X    

5−
   

5    
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 6)   ให z = a bi+   จะได z a bi= −  

       นั่นคือ ( ) ( )1i z i a bi a b i+ = + − = + −   

       จาก  ( )Im 4i z+ =  จะได 1 4b− =   

       นั่นคือ 3b = −  
        จะได  ( )Im 3z = −  

      จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับสมการ ( )Im 4i z+ =  แสดงไดดังนี้ 

 
 

Y    

O    2−    
X    

2−
   

2    

4−
   

2    

3−  
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 7)   กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับสมการ 2 2z z+ = −  คือ  

      กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนท่ีมีระยะหางจากจุด ( )2,0−  เทากับระยะหาง 

  จากจุด ( )2, 0  นั่นคือ แกนจินตภาพ ดังรูป 
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 8)   กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับสมการ 3z i z i− = +  คือ  

      กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนท่ีมีระยะหางจากจุด ( )0, 3  เทากับระยะหาง 

      จากจุด ( )0, 1−  นั่นคือ เสนตรง 1y =  (หรือ z i= ) ดังรูป 
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 9)   ใหจํานวนเชิงซอน z x yi= +   

       จาก  2 3z i z+ = −   

       นั่นคือ    ( ) 2x yi i+ +  =  ( ) 3x yi+ −  

        ( )2x y i+ +  =  ( )3x yi− +  

       จะได     ( )22 2x y+ +  =  ( )2 23x y− +  

     2 2 4 4x y y+ + +  =   2 26 9x x y− + +  
      6 4 5x y+ −  =   0 

       ดังนั้น กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับ 2 3z i z+ = −  คือ 6 4 5 0x y+ − =  

  แสดงไดดังรูป 
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 10)   ใหจํานวนเชิงซอน z x yi= +  

       จาก  ( ) ( )2 2 3z i z i− + = + +   

       นั่นคือ      ( ) ( )2x yi i+ − +  =  ( ) ( )2 3x yi i+ + +  

        ( ) ( )2 1x y i− + −  =  ( ) ( )2 3x y i+ + +  

       จะได     ( ) ( )2 22 1x y− + −  =  ( ) ( )2 22 3x y+ + +  

       2 24 4 2 1x x y y− + + − +  =   2 24 4 6 9x x y y+ + + + +  
        1x y+ +  =   0 

       ดังนั้น กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับ ( ) ( )2 2 3z i z i− + = + +  คือ  

  1 0x y+ + =  ดังรูป 
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แบบฝกหัด 1.5  

1. 1)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 1 3i+  จะได ( )221 3 2r = + =   

       เนื่องจาก  3tan 3
1

θ = =  และ ( )1, 3  เปนจุดในจตุภาคท่ี 1 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 3θ =  คือ 
3
π  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 1 3i+  คือ 2 cos sin
3 3

iπ π + 
 

  

       และรูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ 1 3i+  คือ 2 cos 2 sin 2
3 3

k i kπ ππ π    + + +    
    

  

  เม่ือ k∈  

 2)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 1 i−  จะได ( )221 1 2r = + − =   

      เนื่องจาก  ( )1
tan 1

1
θ

−
= = −  และ ( )1, 1−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 4 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 1θ = −  คือ 7
4
π  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 1 i−  คือ 7 72 cos sin
4 4

iπ π + 
 

  

       และรูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ 1 i−  คือ 7 72 cos 2 sin 2
4 4

k i kπ ππ π    + + +    
    

  

       เม่ือ k∈  

 3)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 2 3 2i− +  จะได ( )2 22 3 2 4r = − + =   

       เนื่องจาก  2 1tan
2 3 3

= = −
−

θ  และ ( )2 3, 2−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 2 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให 1tan
3

= −θ  คือ 5
6
π  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 2 3 2i− +  คือ 5 54 cos sin
6 6

iπ π + 
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       และรูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ 2 3 2i− +  คือ 5 54 cos 2 sin 2
6 6

k i kπ ππ π    + + +    
    

   

  เม่ือ k∈  

 4)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 4 4i− −  จะได ( ) ( )2 24 4 4 2r = − + − =   

       เนื่องจาก  4tan 1
4

θ −
= =
−

 และ ( )4, 4− −  เปนจุดในจตุภาคท่ี 3 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 1θ =  คือ 5
4
π  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 4 4i− −  คือ 5 54 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

  

       และรูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ 4 4i− −  คือ 5 54 2 cos 2 sin 2
4 4

k i kπ ππ π    + + +    
    

  

  เม่ือ k∈  

 5)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 12 12 3i−  จะได ( )2212 12 3 24r = + − =   

       เนื่องจาก  12 3tan 3
12

θ −
= = −  และ ( )12, 12 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 4 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 5
3
π  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 12 12 3i−  คือ 5 524 cos sin
3 3

iπ π + 
 

  

       และรูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ 12 12 3i−  คือ 5 524 cos 2 sin 2
3 3

k i kπ ππ π    + + +    
    

  

  เม่ือ k∈  

 6)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ i−  จะได ( )220 1 1r = + − =   

       เนื่องจาก i−  เปนจุดบนแกน Y ดานลบ จะได 3
2
πθ =  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ i−  คือ 3 31 cos sin
2 2

iπ π + 
 

  

       และรูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ i−  คือ 3 31 cos 2 sin 2
2 2

k i kπ ππ π    + + +    
    

 เม่ือ k∈  
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2.   1)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 2 2i+   

       จะได  2, 
4

r πθ= =    

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 2 2i+  คือ 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะไดวา 

  ( )52 2i+  =  5 5 52 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

     =  5 2 22
2 2

i
  
− + −      

 

     =   16 2 16 2i− −  
 2)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 3 i−   

       จะได  112, 
6

r πθ= =    

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 3 i−  คือ 11 112 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะไดวา 

         ( )7
3 i−  =  7 77 772 cos sin

6 6
iπ π + 

 
 

     =  7 5 52 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

     =  7 3 12
2 2

i
  − +     

 

     =   64 3 64i− +  

 3)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 3
2 2

i
+   

       จะได  1, 
6

r πθ= =    

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 3
2 2

i
+  คือ 1 cos sin

6 6
iπ π + 

 
 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะไดวา 
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100

3
2 2

i 
+  

 
 =  100 100 1001 cos sin

6 6
iπ π + 

 
 

     =  2 2cos sin
3 3

iπ π
+  

     =   1 3
2 2

i− +  

 4)   เนื่องจาก 1 i−  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 7 72 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       และ 1 i− −  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 5 52 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

       ( )
( )

6

4

1

1

i

i

−

− −
 =  

( )
( )

6

4

42 422 cos sin
4 4

20 202 cos sin
4 4

i

i

π π

π π

 + 
 
 + 
 

 

     =   22 222 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

     =   11 112 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

     =   ( )( )2 0 1i+ −  
     =    2i−  

 5)   เนื่องจาก 3 i− +  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 5 52 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       และ 2 3 2i+  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 4 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

  
( ) ( )

( )

3 5

4

3 2 3 2

4

i i

i

− + +
  

   =  

3 5

4

15 15 5 52 cos sin 4 cos sin
6 6 6 6

4

i iπ π π π     + +            

   =  20 2032 cos sin
6 6

iπ π + 
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   =  4 432 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

   =  1 332
2 2

i
  
− + −      

 

   =  16 16 3i− −  

 6)   เนื่องจาก 2 3 6i+  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 48 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       2 2i+  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 8 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       และ 3 i−  เขียนในรูปเชิงข้ัวไดเปน 2 cos sin
6 6

iπ π    − + −    
    

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

               2 3 6i+   =  48 cos sin
3 3

iπ π    − + −    
    

  

         ( )80
2 3 6i+  =  ( )80 80 8048 cos sin

3 3
iπ π    − + −    

    
 

     =   40 4 448 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

                  ( )452 2i+   =  ( )45 45 458 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

     =   67 5 52 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

             ( )35
3 i−   =  35 35 352 cos sin

6 6
iπ π    − + −    

    
 

     =   352 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 



     
     
     

    
 

214 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 
 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

       ดังนั้น  
( )

( ) ( )

80

3545

2 3 6

2 2 3

i

i i

+

+ −
  

     =   

40

67 35

4 448 cos sin
3 3

5 52 2 cos sin 2 cos sin
4 4 6 6

i

i i

π π

π π π π

 + 
 

     + +          

 

   =   57 402 3 2 cos sin
12 12

iπ π    ⋅ − + −    
    

 

   =   57 40 11 112 3 2 cos sin
12 12

iπ π ⋅ + 
 

 

3. 1)   เนื่องจาก ( )221 3 1 3 1 3 2i− = + − = + =    

       และ  1 3i−   =  1 32
2 2

i
 

−  
 

 

     =  5 52 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       =  5 52 cos 2 sin 2
3 3

k i kπ ππ π    + + +    
    

   เม่ือ k∈   

       ดังนั้น 5 2
3

kπθ π= +  เม่ือ k∈  

      เนื่องจาก ตองการหา θ  ท่ี 2 6π θ π≤ < เทานั้น  
      ดังนั้น คา k ท่ีเปนไปได คือ 1 และ 2 

       ซ่ึงทําใหไดวา 2r =  และ 11
3
πθ =  หรือ 17

3
πθ =  

 2)   เนื่องจาก  ( ) ( )2 21 1 1 1 1 2i− − = − + − = + =  

       และ    1 i− −   =  1 12
2 2

i − − 
 

 

     =  5 52 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

      =  5 52 cos 2 sin 2
4 4

k i kπ ππ π    + + +    
    

  เม่ือ k∈   
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       ดังนั้น 5 2
4

kπθ π= +  เม่ือ k∈  

      เนื่องจาก ตองการหา θ  ท่ี 5 7π θ π≤ <  เทานั้น  
      ดังนั้น คา k ท่ีเปนไปได คือ 2 

       ซ่ึงทําใหไดวา 2r =  และ 21
4
πθ =   

 3)   เนื่องจาก  ( ) ( )2 21 1 1 1 1 2i− − = − + − = + =  

       และ    1 i− −   =  1 12
2 2

i − − 
 

 

     =  5 52 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

      =  5 52 cos 2 sin 2
4 4

k i kπ ππ π    + + +    
    

  เม่ือ k∈    

       ดังนั้น  52 2
4

kπθ π= +  เม่ือ k∈  

           นั่นคือ   5
8

kπθ π= +  เม่ือ k∈  

      เนื่องจาก ตองการหา θ  ท่ี 0 2θ π≤ < เทานั้น  
      ดังนั้น คา k ท่ีเปนไปได คือ 0 และ 1 

       ซ่ึงทําใหไดวา 4 2r =  และ 5
8
πθ =  หรือ 13

8
πθ =  

 

แบบฝกหัด 1.6  

1. 1)   ให ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสามของ 64−  

       จะได 3 64z = −  

       เนื่องจาก ( )64 64 cos siniπ π− = +  

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได ( ) ( )3 cos3 sin3 64 cos sinr i iθ θ π π+ = +  

       ดังนั้น    3r  =  64 และ  3θ π−  =  2kπ     เม่ือ k∈  

      จึงไดวา       r =  4  และ     θ  =   2
3

kπ π+  เม่ือ k∈  

       ดังนั้น         z   =  2 24 cos sin
3 3

k kiπ π π π + +   +    
    

   เม่ือ k∈  
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       เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  4 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 =  2 2 3i+  

       เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  ( )4 cos siniπ π+  =  4−  

       เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  5 54 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 =  2 2 3i−  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 3 ของ 64−  มีขนาด 4 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูใน 

      ลําดับติดกัน ทํามุมขนาด 2
3
π  หรือ 120°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 
 2)   ให ( )cos sinz r iθ θ= +   เปนรากท่ีสามของ 27i  

       จะได 3 27z i=   

       เนื่องจาก  27 27 cos sin
2 2

i iπ π = + 
 

  

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได ( )3 cos3 sin3 27 cos sin
2 2

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

       ดังนั้น    3r  =  27 และ  3
2
πθ −  =  2kπ      เม่ือ k∈  

      จึงไดวา       r =  3  และ     θ  =   
2

2
3

kπ π+
  เม่ือ k∈  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

       ดังนั้น         z   =  2 23 cos sin
6 3 6 3

k kiπ π π π    + + +    
    

    เม่ือ k∈  

       เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  3 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 =  3 3 3
2 2

i+  

       เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  5 53 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 =  3 3 3
2 2

i− +  

       เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  3 33 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 =  3i−  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 3 ของ 27i  มีขนาด 3 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับ 

  ติดกัน ทํามุมขนาด 2
3
π  หรือ 120°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 
 
 3)   ให ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสามของ 3 i−  

       จะได 3 3z i= −  

       เนื่องจาก 11 113 2 cos sin
6 6

i iπ π − = + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )3 11 11cos3 sin3 2 cos sin
6 6

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

       ดังนั้น    3r  =  2  และ      113
6
πθ −  =  2kπ      เม่ือ k∈  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      จึงไดวา       r =  3 2  และ      θ  =   

11 2
6

3

kπ π+
 เม่ือ k∈  

       ดังนั้น         z   =  3 11 2 11 22 cos sin
18 3 18 3

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

       เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  3 11 112 cos sin
18 18

iπ π + 
 

 

       เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  3 23 232 cos sin
18 18

iπ π + 
 

 

       เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  3 35 352 cos sin
18 18

iπ π + 
 

 

       เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 3 ของ 3 i−  มีขนาด 3 2  หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูใน 

  ลําดับติดกัน ทํามุมขนาด 2
3
π  หรือ 120°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 

 4)   ให ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสามของ 8 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       จะได    3 8 cos sin
3 3

z iπ π = + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )3 cos3 sin3 8 cos sin
3 3

r i iπ πθ θ  + = + 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

       ดังนั้น    3r  =  8  และ  3
3
πθ −  =  2kπ      เม่ือ k∈  

      จึงไดวา       r =  2   และ     θ  =   
2

3
3

kπ π+
  เม่ือ k∈  

       ดังนั้น         z   =  2 22 cos sin
9 3 9 3

k kiπ π π π    + + +    
    

    เม่ือ k∈  

       เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  2 cos sin
9 9

iπ π + 
 

 

       เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  7 72 cos sin
9 9

iπ π + 
 

 

       เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  13 132 cos sin
9 9

iπ π + 
 

 

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 3 ของ 8 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 มีขนาด 2 หนวย และเวกเตอร 

       แตละคูท่ีอยูในลําดับติดกัน ทํามุมขนาด 2
3
π  หรือ 120°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดง 

  ไดดังนี้ 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2.   พิจารณา  1 = ( )1 cos0 sin 0i+  

     ให   ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสองของ 1 

     จะได    2 1z =   

    จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( ) ( )2 cos2 sin 2 1 cos0 sin 0r i iθ θ+ = +  

     ดังนั้น    2r  =  1  และ    2 0θ −  =  2kπ   เม่ือ k∈  
     จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   kπ  เม่ือ k∈  
     ดังนั้น         z   =  ( )1 cos sink i kπ π+      เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos0 sin 0i+   =  1 

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  cos siniπ π+   = 1−  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 2 ของ 1 มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรท้ังสองทํามุมขนาด π   
     หรือ 180°  ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 
      ให ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสี่ของ 1 

     จะได 4 1z =   

     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( ) ( )4 cos4 sin 4 1 cos0 sin 0r i iθ θ+ = +  

     ดังนั้น    4r  =  1  และ   4 0θ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  1  และ    θ  =   2
4
kπ  เม่ือ k∈  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     ดังนั้น         z   =  1 cos sin
2 2

k kiπ π + 
 

   เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos0 sin 0i+  =  1 

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  cos sin
2 2

iπ π
+   = i  

      เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  cos siniπ π+   = 1−  

     เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  3 3cos sin
2 2

iπ π
+   = i−  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 4 ของ 1 มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับติดกัน  

 ทํามุมขนาด 
2
π  หรือ 90°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 
      ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีแปดของ 1 

     จะได 8 1z =   
     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( ) ( )8 cos8 sin8 1 cos0 sin 0r i iθ θ+ = +  

     ดังนั้น    8r  =  1  และ   8 0θ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   2
8
kπ  เม่ือ k∈  

     ดังนั้น         z   =  1 cos sin
4 4

k kiπ π + 
 

     เม่ือ k∈  



     
     
     

    
 

222 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos0 sin 0i+    =  1 

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  cos sin
4 4

iπ π
+    = 2 2

2 2
i+  

     เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  cos sin
2 2

iπ π
+    = i  

     เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  3 3cos sin
4 4

iπ π
+   = 2 2

2 2
i− +  

     เม่ือ k = 4  จะได  5z  =  cos siniπ π+    = 1−  

     เม่ือ k = 5  จะได  6z  =  5 5cos sin
4 4

iπ π
+   = 2 2

2 2
i− −  

     เม่ือ k = 6  จะได  7z  =  3 3cos sin
2 2

iπ π
+   = i−  

     เม่ือ k = 7  จะได  8z  =  7 7cos sin
4 4

iπ π
+   = 2 2

2 2
i−  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 8 ของ 1 มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับติดกัน  

 ทํามุมขนาด 
4
π  หรือ 45°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

     

 พิจารณา i  = 1 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

     ให ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสองของ i  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     จะได 2z i=   

     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )2 cos2 sin 2 1 cos sin
2 2

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

     ดังนั้น    2r  =  1  และ  2
2
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   
2

2
2

kπ π+
 เม่ือ k∈  

     ดังนั้น         z   =  1 cos sin
4 4

k i kπ ππ π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos sin
4 4

iπ π
+  =  2 2

2 2
i+  

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  5 5cos sin
4 4

iπ π
+   =  2 2

2 2
i− −  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 2 ของ i  มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรท้ังสองทํามุมขนาด π  หรือ  
 180°  ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 
      ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสี่ของ i  

     จะได    4z i=   

     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )4 cos4 sin 4 1 cos sin
2 2

r i iπ πθ θ  + = + 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     ดังนั้น    4r  =  1  และ  4
2
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   
2

2
4

kπ π+
 เม่ือ k∈  

     ดังนั้น         z   =  1 cos sin
8 2 8 2

k kiπ π π π    + + +    
    

  เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos sin
8 8

iπ π
+  

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  5 5cos sin
8 8

iπ π
+   

      เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  9 9cos sin
8 8

iπ π
+   

     เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  13 13cos sin
8 8

iπ π
+   

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 4 ของ i  มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับติดกัน  

 ทํามุมขนาด 
2
π  หรือ 90°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     225 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีแปดของ i  

     จะได  8z i=   

     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )8 cos8 sin8 1 cos sin
2 2

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

     ดังนั้น    8r  =  1  และ   8
2
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   
2

2
8

kπ π+
 เม่ือ k∈  

     ดังนั้น         z   =  1 cos sin
16 4 16 4

k kiπ π π π    + + +    
    

    เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos sin
16 16

iπ π
+   

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  5 5cos sin
16 16

iπ π
+   

     เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  9 9cos sin
16 16

iπ π
+  

     เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  13 13cos sin
16 16

iπ π
+   

     เม่ือ k = 4  จะได  5z  =  17 17cos sin
16 16

iπ π
+   

     เม่ือ k = 5  จะได  6z  =  21 21cos sin
16 16

iπ π
+  

     เม่ือ k = 6  จะได  7z  =  25 25cos sin
16 16

iπ π
+  

     เม่ือ k = 7  จะได  8z  =  29 29cos sin
16 16

iπ π
+   

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 8 ของ i มีขนาด 1 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับติดกัน  

 ทํามุมขนาด 
4
π  หรือ 45°  เทากันทุกคู ซ่ึงเขียนแสดงไดดังนี้ 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
3.   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีสี่ของ 2 2 3i+  

     จะได    4 2 2 3z i= +  

      เนื่องจาก 2 2 3i+  = 4 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )4 cos4 sin 4 4 cos sin
3 3

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

     ดังนั้น    4r  =  4   และ 4
3
πθ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  4 4 2=  และ     θ  =   
2

3
4

kπ π+
 เม่ือ k∈  

     ดังนั้น         z   =  2 cos sin
12 2 12 2

k kiπ π π π    + + +    
    

    เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  2 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  7 72 cos sin
12 12

iπ π + 
 

  

      เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  13 132 cos sin
12 12

iπ π + 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  19 192 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

4.   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ีหาของ 2 2 3i−  

     จะได    5 2 2 3z i= −  

      เนื่องจาก 5 52 2 3 4 cos sin
3 3

i iπ π − = + 
 

 

     จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )5 5 5cos5 sin5 4 cos sin
3 3

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

     ดังนั้น    5r  =  4  และ 55
3
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

     จึงไดวา       r =  5 4  และ     θ  =   

5 2
3

5

kπ π+
 เม่ือ k∈  

     ดังนั้น         z   =  5 2 24 cos sin
3 5 3 5

k kiπ π π π    + + +    
    

  เม่ือ k∈  

     เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  5 4 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

     เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  5 11 114 cos sin
15 15

iπ π + 
 

  

      เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  5 17 174 cos sin
15 15

iπ π + 
 

  

     เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  5 23 234 cos sin
15 15

iπ π + 
 

 

      เม่ือ k = 4  จะได  5z  =  5 29 294 cos sin
15 15

iπ π + 
 

 

5. 1)   จาก 4 1 3z i= +  
       ให  ( )cos sinz r iθ θ= +   สอดคลองกับสมการขางตน 

            เนื่องจาก 1 3 2 cos sin
3 3

i iπ π + = + 
 

 

           จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )4 cos4 sin 4 2 cos sin
3 3

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

           ดังนั้น  4r  =  2  และ 4
3
πθ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

           จึงไดวา    r =  4 2  และ     θ  =   
2

3
4

kπ π+
 เม่ือ k∈  

           ดังนั้น      z   =  4 2 cos sin
12 2 12 2

k kiπ π π π    + + +    
    

    เม่ือ k∈  

           เม่ือ  k = 0 จะได  1z  =  4 2 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

           เม่ือ  k = 1 จะได  2z  =  4 7 72 cos sin
12 12

iπ π + 
 

  

            เม่ือ  k = 2 จะได  3z  =  4 13 132 cos sin
12 12

iπ π + 
 

  

           เม่ือ  k = 3 จะได  4z  =  4 19 192 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

 2)   จาก 5 0z i+ =  จะได 5z i= −  
         ให  ( )cos sinz r iθ θ= +   สอดคลองกับสมการขางตน 

            เนื่องจาก i−  = 3 31 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

           จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )5 3 3cos5 sin5 1 cos sin
2 2

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

           ดังนั้น    5r  = 1  และ 35
2
πθ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  

           จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   

3 2
2

5

kπ π+
 เม่ือ k∈  

           ดังนั้น         z   =  3 2 3 21 cos sin
10 5 10 5

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

           เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  3 3cos sin
10 10

iπ π
+  

           เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  7 7cos sin
10 10

iπ π
+   

            เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  11 11cos sin
10 10

iπ π
+   

           เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  3 3cos sin
2 2

iπ π
+   =  i−  

       เม่ือ k = 4  จะได  5z  =  19 19cos sin
10 10

iπ π
+  
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 3)   จาก 7 1 0z − =  จะได 7 1z =  
         ให  ( )cos sinz r iθ θ= +   สอดคลองกับสมการขางตน 

            เนื่องจาก 1 = ( )1 cos0 sin 0i+  

           จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( ) ( )7 cos7 sin 7 1 cos0 sin 0r i iθ θ+ = +  

           ดังนั้น    7r  = 1  และ   7 0θ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  

           จึงไดวา       r =  1  และ     θ  =   2
7
kπ  เม่ือ k∈  

           ดังนั้น         z   =  2 21 cos sin
7 7
k kiπ π + 

 
     เม่ือ k∈  

          เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  cos0 sin 0i+   =   1 

           เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  2 2cos sin
7 7

iπ π
+   

            เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  4 4cos sin
7 7

iπ π
+   

           เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  6 6cos sin
7 7

iπ π
+  

       เม่ือ k = 4  จะได  5z  =  8 8cos sin
7 7

iπ π
+  

       เม่ือ k = 5  จะได  6z  =  10 10cos sin
7 7

iπ π
+  

         เม่ือ k = 6  จะได  7z  =  12 12cos sin
7 7

iπ π
+  

 4)   จาก 8 4 4 0z i+ + =   จะได 8 4 4z i= − −  

       ให   ( )cos sinz r iθ θ= +  สอดคลองกับสมการ 

          เนื่องจาก  4 4i− −  =  5 54 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

          จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร  จะได  ( )8 5 5cos8 sin8 4 2 cos sin
4 4

r i iπ πθ θ  + = + 
 

 

          ดังนั้น    8r  =  4 2  และ 58
4
πθ −  =  2kπ    เม่ือ k∈  

         จึงไดวา       r =  16 32 และ     θ  =   

5 2
4

8

kπ π+
 เม่ือ k∈  
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          ดังนั้น         z   =  16 5 532 cos sin
32 4 32 4

k ki    + + +    
    

π π π π    เม่ือ k∈  

         เม่ือ k = 0  จะได  1z  =  16 5 532 cos sin
32 32

i + 
 

π π   

         เม่ือ k = 1  จะได  2z  =  16 13 1332 cos sin
32 32

i + 
 

π π   

         เม่ือ k = 2  จะได  3z  =  16 21 2132 cos sin
32 32

i + 
 

π π  

         เม่ือ k = 3  จะได  4z  =  16 29 2932 cos sin
32 32

i + 
 

π π   

         เม่ือ k = 4  จะได  5z  =  16 37 3732 cos sin
32 32

i + 
 

π π   

         เม่ือ k = 5  จะได  6z  =  16 45 4532 cos sin
32 32

i + 
 

π π  

         เม่ือ k = 6  จะได  7z  =  16 53 5332 cos sin
32 32

i + 
 

π π  

         เม่ือ k = 7  จะได  8z  =  16 61 6132 cos sin
32 32

i + 
 

π π   

 

แบบฝกหัด 1.7  

1. 1)   ให ( ) 3 22 2 1p x x x x= + + +   

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 1 ลงตัว คือ 1±  
       และจํานวนเต็มท่ีหาร 2 ลงตัว คือ 1, 2± ±  

       ดังนั้น จํานวนตรรกยะ k
m

 ท่ีทําให kp
m

 
 
 

= 0 จะอยูในกลุมของจํานวนตอไปนี้  11, 
2

± ±  

       พิจารณา ( ) ( ) ( ) ( )3 21 2 1 2 1 1 1 2 2 1 1 0p − = − + − + − + = − + − + =  

       แสดงวา 1x +  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

      ดังนั้น ( )( )3 2 22 2 1 1 2 1x x x x x+ + + = + +  

       นั่นคือ   ( )( )21 2 1x x+ +  =  0 

       จะได  1x = −   หรือ  22 1 0x + =  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     231 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

       ถา 22 1 0x + =  แลว 2
2

x i= ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 2 21, , 
2 2

i i
  − − 
  

 

 2)   ให ( ) 32 1p x x x= − +  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 1 ลงตัว คือ 1±  
       และจํานวนเต็มท่ีหาร 2 ลงตัว คือ 1, 2± ±  

       ดังนั้น จํานวนตรรกยะ k
m

 ท่ีทําให kp
m

 
 
 

= 0 จะอยูในกลุมของจํานวนตอไปนี้  11, 
2

± ±  

       พิจารณา ( ) ( ) ( )31 2 1 1 1 2 1 1 0p − = − − − + = − + + =  

       แสดงวา 1x +  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

      ดังนั้น ( )( )3 22 1 1 2 2 1x x x x x− + = + − +  

       นั่นคือ   ( )( )21 2 2 1x x x+ − +  =  0 

       จะได  1x = −   หรือ  22 2 1 0x x− + =  

       ถา 22 2 1 0x x− + =  แลว 
( ) ( )( )

( )
2 4 4 2 1 1 1

2 2 2 2

i
x i

− − ± −
= = ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 1 1 11, , 
2 2 2 2

i i − + − 
 

 

 3)   จาก         4 26 40x x− −  =  0 

       จะไดวา   ( )( )2 24 10x x+ −  =  0 

       จะได  2 4 0x + =   หรือ 2 10 0x − =  
       ถา  2 4 0x + =  แลว 2x i= ±  
       ถา  2 10 0x − =  แลว 10x = ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ  { }10, 10, 2 , 2i i− −  

 4)   ให  ( ) 4 3 27 9 18p x x x x x= − + − −  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 18−  ลงตัว คือ 1, 2, 3, 6, 9, 18± ± ± ± ± ±  

       พิจารณา ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 21 1 1 7 1 9 1 18p − = − − − + − − − −   
     =  1 1 7 9 18+ + + −  
     =  0 
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       และ        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 22 2 2 7 2 9 2 18p = − + − −  
     =  16 8 28 18 18− + − −  
     =  0 
       แสดงวา 1x +  และ 2x −  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

       ดังนั้น  ( )( )( )4 3 2 27 9 18 1 2 9x x x x x x x− + − − = + − +  

       นั่นคือ  ( )( )( )21 2 9x x x+ − +  =  0 

       จะได   1x = −   หรือ 2x =  หรือ 2 9 0x + =  
       ถา  2 9 0x + =   แลว  3x i= ±  
       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }1, 2, 3 , 3i i− −  

 5)   ให ( ) 4 3 26 15 22 12p x x x x x= − + − +  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 12  ลงตัว คือ 1, 2, 3, 4, 6, 12± ± ± ± ± ±  

       พิจารณา    ( )1p  =  ( ) ( ) ( ) ( )4 3 21 6 1 15 1 22 1 12− + − +  
      =  1 6 15 22 12− + − +  
      =   0 
       และ          ( )3p  =  ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 6 3 15 3 22 3 12− + − +  
      =  81 162 135 66 12− + − +  
      =   0 
       แสดงวา 1x − และ 3x −  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

       ดังนั้น  4 3 26 15 22 12x x x x− + − +  =  ( )( )( )21 3 2 4x x x x− − − +  

       นั่นคือ  ( )( )( )21 3 2 4x x x x− − − +  =   0 

       จะได  1x =  หรือ 3x =  หรือ 2 2 4 0x x− + =  

       ถา  2 2 4 0x x− + =  แลว  
( ) ( )( )

( )
2 4 4 1 4

1 3
2 1

i
x i

− − ± −
= = ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }1, 3, 1 3 , 1 3i i+ −  

 6)   ให ( ) 5 4 3 28 24 26 17 42p x x x x x x= + + + − −  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 42−  ลงตัว คือ 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42± ± ± ± ± ± ± ±  

       พิจารณา     ( )1p   = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 21 8 1 24 1 26 1 17 1 42+ + + − −  
      =  1 8 24 26 17 42+ + + − −  
      =   0 
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           ( )2p −  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 22 8 2 24 2 26 2 17 2 42− + − + − + − − − −  
      =  32 128 192 104 34 42− + − + + −  
      =   0 
       และ        ( )3p −   = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 23 8 3 24 3 26 3 17 3 42− + − + − + − − − −  
      =  243 648 648 234 51 42− + − + + −  
      =   0 
       แสดงวา  1, 2x x− +  และ 3x +  เปนตัวประกอบของ ( )p x   

  ดังนั้น 5 4 3 28 24 26 17 42x x x x x+ + + − −  = ( )( )( )( )21 2 3 4 7x x x x x− + + + +  

       นั่นคือ  ( )( )( )( )21 2 3 4 7x x x x x− + + + +  =  0 

       จะได  1x =  หรือ 2x = −  หรือ 3x = −  หรือ 2 4 7 0x x+ + =   

       ถา 2 4 7 0x x+ + =  แลว 
( )( )

( )
4 16 4 1 7

2 3
2 1

i
x i

− ± −
= = − ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }1, 2, 3, 2 3 , 2 3i i− − − + − −  

2.   ให ( ) 5 3 29 8 72p x x x x= + − −  

      พิจารณา  ( )1 3p i− +  =  ( ) ( ) ( )5 3 2
1 3 9 1 3 8 1 3 72i i i− + + − + − − + −  

      =  16 16 3 72 16 16 3 72i i− − + + + −  
      =   0 
      ดังนั้น  1 3i− +  เปนคําตอบของสมการ ( ) 0p x =  

      จากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 1 3i− −  เปนคําตอบของสมการดวย 

     เนื่องจาก ( )( ) ( )( )1 3 1 3x i x i− − + − − −  = 2 2 4x x+ +  

      และเม่ือนํา 2 2 4x x+ +  ไปหาร ( )p x  ไดผลหารเปน 3 22 9 18x x x− + −  

      ดังนั้น          5 3 29 8 72x x x+ − −  =  ( )( )2 3 22 4 2 9 18x x x x x+ + − + −  

        =  ( ) ( ) ( )( )2 22 4 2 9 2x x x x x+ + − + −  

        =  ( )( )( )2 22 4 2 9x x x x+ + − +  

      นั่นคือ ( )( )( )2 22 4 2 9x x x x+ + − +  = 0 

      จะได  2x =  หรือ 2 2 4 0x x+ + =  หรือ 2 9 0x + =  
      ถา  2 9 0x + =  แลว  3x i= ±  

      ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2, 1 3 , 1 3 ,  3 , 3i i i i− + − − −   
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3.   เนื่องจาก 2 2 3i−  และ 4i−  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13  
     จะไดวา 2 2 3i+  และ 4i  เปนคําตอบของสมการดวย ตามลําดับ 

     จะได   ( )( ) ( )( )( )( )2 2 3 2 2 3 4 4x i x i x i x i− − − + − +   =  0 

           ( )( )2 24 16 16x x x− + +   =  0 

          4 3 24 32 64 256x x x x− + − +   =  0 
      ดังนั้น 4 3 24 32 64 256 0x x x x− + − + =  เปนสมการพหุนามดีกรี 4 ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปน 
 จํานวนเต็ม มี 2 2 3i−  และ 4i−  เปนคําตอบ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 

4.   ให ( ) ( )2 1p x x x i= − + +  

     จะได        ( )p i  = ( ) ( )2 1i i i− + +  
     =  ( )1 1i i− − + +  
     =   0 
      ดังนั้น  i  เปนคําตอบของสมการ ( ) 0p x =  

     พิจารณา    ( )p i−  =  ( ) ( ) ( )2 1i i i− − − + +  
     =   ( )1 1i i− + + +  
      =   2i  
      นั่นคือ i−  ไมใชคําตอบของสมการ ( ) 0p x =  

     ดังนั้น i เปนคําตอบ แต i−  ไมใชคําตอบ ผลท่ีไดนี้ ไมขัดแยงกับทฤษฎีบท 13 เนื่องจาก 

 สมการพหุนาม ( )2 1 0x x i− + + =  มีสัมประสิทธิ์บางจํานวนไมใชจํานวนจริง  

5.  1)   เนื่องจาก i  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา i−  เปนคําตอบ 
   ของสมการดวย  
      จะได       ( )( )( )( )3 2x x x i x i+ − − +  =  0 

               ( )( )2 26 1x x x+ − +  =  0 

             4 3 25 6x x x x+ − + −  =  0 
       ดังนั้น 4 3 25 6 0x x x x+ − + − =  เปนสมการพหุนามดีกรีต่ําสุดท่ีมีสัมประสิทธิ์เปน 
  จํานวนเต็ม ซ่ึงมี 3, 2−  และ i  เปนคําตอบ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 
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 2)   เนื่องจาก 2i  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 2i−  เปนคําตอบ 
  ของสมการดวย 

      จะได                                                  ( ) ( ) ( )2 2 32 2 5x i x i x− + −     =  0 

                                              ( )( )4 2 3 28 16 15 75 125x x x x x+ + − + −     =  0 

              7 6 5 4 3 215 83 245 616 1240 1200 2000x x x x x x x− + − + − + −   =  0 
       ดังนั้น 7 6 5 4 3 215 83 245 616 1240 1200 2000 0x x x x x x x− + − + − + − =  เปนสมการ 
  พหุนามดีกรีต่ําสุดท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็ม มี 2i  และ 5  เปนคําตอบซํ้า 2 คําตอบ  
  และ 3 คําตอบ ตามลําดับ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 

6.   ให ( ) 4 3 22 7 28 52p x x x x x= − − + +  

     เนื่องจาก ( )22x +  =  2 4 4x x+ +  

     และ 4 3 22 7 28 52x x x x− − + +  = ( )( )2 24 4 6 13x x x x+ + − +  

      จะไดวา  4 3 22 7 28 52x x x x− − + +  =  ( ) ( )2 22 6 13x x x+ − +  

      นั่นคือ 2−  เปนคําตอบซํ้า 2 คําตอบของสมการพหุนาม ( ) 0p x =  

      และจะได ( ) ( )2 22 6 13x x x+ − +  = 0 

      นั่นคือ  2x = −  หรือ 2 6 13 0x x− + =  

      ถา  2 6 13 0x x− + =  แลว 
( ) ( )( )

( )
6 36 4 1 13

3 2
2 1

i
x i

− − ± −
= = ±  

      ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2, 3 2 , 3 2i i− + −  

7.   เนื่องจาก 1 i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 1 i−  เปนคําตอบ 
 ของสมการดวย  
     เนื่องจาก  ( )( ) ( )( )1 1x i x i− + − −  =  2 2 2x x− +  

      และเม่ือนํา 2 2 2x x− +  ไปหาร 4 3 27 18 22 12x x x x− + − +  ไดผลหารเปน  2 5 6x x− +   

      ดังนั้น       4 3 27 18 22 12x x x x− + − +  =  ( )( )2 22 2 5 6x x x x− + − +  

         =  ( )( )( )2 2 2 3 2x x x x− + − −  

      นั่นคือ  ( )( )( )2 2 2 3 2x x x x− + − −   =   0 

      จะได  3x =  หรือ 2x =   
      ดังนั้น เซตคําตอบท้ังหมดของสมการพหุนามนี้ คือ { }2, 3, 1 , 1i i+ −  
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แบบฝกหัดทายบท  

1. 1)           ( ) ( )2 1 5 3 3 2i i+ + − −  =  2 10 9 6i i+ − −  
       =  7 4i− +  
 2)      ( ) ( )22 4 3i i i i− + − +  =  ( ) ( )( )2 4 1 3i i+ + − − +  
       =  2 4 3i i+ + −  
       =  7 i+  
 3)               ( ) ( )4 2 5 1i i i− − −  =  28 20i i i− − +  
       =  8 20 1i i− − −  
       =  7 21i−  

 4)           ( ) ( )34 3 2
2 2
i i i− − −  =  3 32 3

2 2
i i+ − +  

       =  3 7
2 2

i− +  

 5)     ( )( )( )3 5 3 5 1i i i− + − −  =  ( )( )3 5 1 i+ − −  

       =  8 8i− −  

 6)                       5
3 2i−

 =  5 3 2
3 2 3 2

i
i i

+  
  − +  

 

       =   ( )5 3 2
13

i+
 

       =   15 10
13 13

i+  

 7)                   4 3
2 3

i
i

−
+

 =  4 3 2 3
2 3 2 3

i i
i i

− −  
  + −  

 

       =  ( )( )4 3 2 3
13
i i− −

 

       =  8 12 6 9
13
i i− − −  

       =   1 18
13 13

i− −  

 8)              ( )( )3 2 2
2 3

i i
i

−
− +

 =  4 6
2 3

i
i

+
− +

 

       =  4 6 2 3
2 3 2 3

i i
i i

+ − −  
  − + − −  

 

       =  ( )( )4 6 2 3
13

i i+ − −
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       =  8 12 12 18
13
i i− − − +  

       =   10 24
13 13

i−  

 9)                     ( ) 55 2 3
4 3

ii i
i

− − −
−

 =  5 4 310 15
4 3 4 3

i ii
i i

+  − − −   − +  
 

       =  ( )5 4 3
10 15

25
i i

i
+

− − −  

       =   4 310 15
5 5

i i− − − +  

       =   72 54
5 5

i− −  

 10)   เนื่องจาก      1
1 i−

  =  1 1
1 1

i
i i

+  
  − +  

  =  1
2

i+  

        
( )2

1
1 i−

 =  1 1
1 1i i
  
  − −  

 

     =  1
2i−

 

     =  1 2
2 2

i
i i

  
  −  

 

     =   2
4
i  

     =   
2
i  

  และ        
( )3

1
1 i−

 =  
( )2

1 1
11 ii
⋅
−−

 

     =   1
2 2
i i+ 
 
 

 

     =   1
4

i− +  

     ดังนั้น     
( ) ( )2 3

1 1 15
1 1 1i i i

+ − +
− − −

 =  1 15
2 2 4

i i i+ − +
+ − +  

        =  21 1
4 4

i+  



     
     
     

    
 

238 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2.   วิธีท่ี 1 พิจารณา         ( )2x yi+  =  2 2 22x xyi y i+ +  

       =  2 2 2x y xyi− +  

      จะได             ( )4x yi+  =  ( )( )22x yi+  

      =  ( )22 2 2x y xyi− +  

      =  ( ) ( )( )
22 2 2 2 2 22 2 4x y x y xyi x y− + − −  

      =  ( ) ( )22 2 2 2 2 24 4x y x y xy x y i− − + −  

       จาก               ( )4x yi+  =   a bi+  

       จะได    ( ) ( )22 2 2 2 2 24 4x y x y xy x y i− − + −   =   a bi+  

       นั่นคือ    a  =  ( )22 2 2 24x y x y− −  =  4 2 2 46x x y y− +  

       และ      b =  ( )2 24xy x y−  

       ดังนั้น             2 2a b+  =  ( ) ( )( )224 2 2 4 2 26 4x x y y xy x y− + + −  

      =  ( )8 4 4 8 6 2 2 6 4 436 12 12 2x x y y x y x y x y+ + − − +  

                    ( )6 2 4 4 2 616 32 16x y x y x y+ − +  

      =  8 6 2 4 4 2 6 84 6 4x x y x y x y y+ + + +  

      =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 2 3 42 2 2 2 2 2 2 24 6 4x x y x y x y y+ + + +  

      =  ( )42 2x y+  

      วิธีท่ี 2 จาก                   a bi+  =  ( )4x yi+  

    จะไดวา             a bi+  =  ( )4x yi+   =  4x yi+  

  นั่นคือ          2 2a b+  =  ( )4
2 2x y+  

         2 2a b+  =  ( )42 2x y+  

3.   1)           
7 2

3
2i i

i
+  =   4 2i

i
+  

    =  21 i
i i

−  +   −  
 

    =  1 2i−  
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 2)    พิจารณา  1 1 1 ii i
i i i

− −  = = = −  −  
 

      
( )

2
2
1 1 1

1
i

i
− = = = −

−
 

      ( )( )3
3 2
1 1 1 1i i i

ii i
−   = = = − − =  

  
 

      4
4
1 1 1

1
i

i
− = = =  

 สังเกตวา  1 5 9 13i i i i− − − −= = = , 2 6 10 14i i i i− − − −= = = , 3 7 11 15i i i i− − − −= = =   
 และ  4 8 12 16i i i i− − − −= = =   
 และ  ( ) ( )1 2 3 4 1 1 0i i i i i i− − − −+ + + = − + − + + =  

 นั่นคือ   1 2 16 0i i i− − −+ + + =   
 ดังนั้น  1 2 161 1 0 1i i i− − −+ + + + = + =  

 3)         ( )( )2 3 2
1
i i

i
+ +

+
 =  4 7

1
i

i
+
+

 

     =  4 7 1
1 1

i i
i i

+ −  
  + −  

 

     =  11 3
2 2

i+  

 4)    ( ) ( )2 22 2i i+ + −  =  ( ) ( )3 4 3 4i i+ + −  
     =   6 

 5)         3 4 3 4
3 4 3 4

i i
i i

+ −
−

− +
 =  3 4 3 4 3 4 3 4

3 4 3 4 3 4 3 4
i i i i
i i i i

+ + − −     −     − + + −     
 

     =   ( ) ( )7 24 7 24
25

i i− + − − −
 

     =  48
25

i  
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 6)   ( ) ( )1
3 3 2i i i

−
+ + +  =  ( )3 2

3
i i

i
+ −

+
 

     =   ( )3 3 2
3 3
i i i

i i
 − 

+ −   + −  
 

     =   1 3 3 2
4

i i+
+ −  

     =   13 3 8
4 4

i
 −

+   
 

 

4.  1)               2 2z z  =  ( )( )3 2 3 2i i− +  
     =   13 
 2)                   2 1z z+  =  2 1z z+  

     =  13 2
2

i
i

+ +
−

  

     =  1 23 2
2 2

ii
i i

+  + +   − +  
 

     =  23 2
5

ii +
+ +  

     =  17 11
5 5

i+  

 3)               1

2

z
z

 
 
 

 =   1

2

z
z

 

     =   

1
2

3 2
i
i

−
+

 

     =   
( )( )

1
2 3 2i i− +

 

     =  1
8 i+

 

     =  1 8
8 8

i
i i

−  
  + −  

 

     =  8 1
65 65

i−  
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 4)         1
2

1z
z

+  =  1 1
2 3 2i i

+
− −

 

     =  1 2 1 3 2
2 2 3 2 3 2

i i
i i i i

+ +     +     − + − +     
 

     =  2 3 2
5 13

i i+ +
+  

     =   41 23
65 65

i+  

 5)              ( )1

2
1z i

z
 

− 
 

 =   ( )
1

2 1
3 2

i i
i

+ −
−

 

     =  
( )( ) ( )1 1
2 3 2

i
i i

−
+ −

 

     =  1
8

i
i

−
−

 

     =  1 8
8 8

i i
i i

− +  
  − +  

 

     =  9 7
65 65

i−  

   6)                1 2

1

z z
z
−

 =   1 2

1 1

z z
z z
−  

     =   

1
3 22

1 1
2 2

ii

i i

−− −

+ +

 

     =   ( )( )2 3 2 2
2

i i i
i

+
− − +

−
 

     =   ( )( )2 2 3 2 2
2 2

i i i i
i i

+ +   − − +  − +  
 

     =   ( )3 4 8
5

i i+
− −  

     =  37 9
5 5

i− +  
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 7)           ( ) 1
1 2 1z z z −+  =  1 2

1

z z
z
+

 

     =   

1
3 22

1 1
2 2

ii

i i

−− +

+ +

 

     =   ( )( )2 3 2 2
2

i i i
i

+
+ − +

−
 

     =   ( )( )2 2 3 2 2
2 2

i i i i
i i

+ +   + − +  − +  
 

     =   ( )3 4 8
5

i i+
+ −  

     =  43 1
5 5

i−  

 8)       
( )( )1 22

3

z z i

i

− −
 =   

( )( )1 22
3

z z i
i

− −
 

     =  
( )( )1 2 3 2

2
3

i i
i

i

 − + + −   

     =  
( )1 2 2 3 3

2 2
3

i i
i i

i

 +   − +   − +     

     =  
( )2 2 3 3

5
3

i i

i

+ − + 
   

     =  
( )8 1 3 3

5 5
3

i i

i

 − + + 
   

     =  

27 21
5 5

3

i

i

− −
 

     =  
( )

( )( )

27 21 3
5 5

3 3

i i

i i

 − − − 
 

−
 

     =   7 9
5 5

i− +  
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5. 1)    iz i z i z= ⋅ = −   

 2)   ให   z x yi= +       จะได   ( )iz i x yi y xi= + = − +    

       นั่นคือ  ( ) ( ) ( ) ( )Im Im Re Reiz y xi x x yi z= − = = + =   

 3)  ให   z x yi= +       จะได   ( )iz i x yi y xi= + = − +    

       นั่นคือ  ( ) ( ) ( )Re Re Imiz y xi y z= − + = − = −   

6.   1)   เนื่องจาก  ( ) ( )1 2 1 2i a i b+ + −  = ( ) ( )2 4a b a b i+ + −  

       จะได          2a b+  =  3     ---------- ( )1  

       และ           4a b−  =  0     ---------- ( )2  

       ( ) ( )1 2−  จะได  6b  =  3 

         b =  1
2

 

       แทน b  ใน ( )1  ดวย 1
2

 จะได   

     1a +  =  3 
          a =  2 

       ดังนั้น  2a =   และ 1
2

b =  

 2)   เนื่องจาก  ( ) ( )1 2 2 3i a i b+ + −  = ( ) ( )2 2 3a b a b i+ + −  

       จะได          2a b+  =  10     ---------- ( )1  

       และ           2 3a b−  =  0     ---------- ( )2  

       ( )1 2×  จะได     2 4a b+  =  20     ---------- ( )3  

       ( ) ( )3 2−  จะได 7b  =   20 

         b =  20
7

 

       แทน b  ใน ( )1  ดวย 20
7

จะได   

         40
7

a +  =  10 

          a =  30
7

 

       ดังนั้น  30
7

a =   และ 20
7

b =  
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7.   1)   ( )3 3 3 4 9 12z i i= − = −  

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 
 2)   3 4 3 4z i i= − = +  
      เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 
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 3)   1 1 1 3 4 3 4
3 4 3 4 3 4 25 25

i i
z i i i

+  = = = +  − − +  
 

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 
 4)   ( )3 4 4 3iz i i i= − = +  

      เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 
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 5)   ( ) ( ) ( ) ( )( )3 23 3 4 3 4 3 4 7 24 3 4 117 44z i i i i i i= − = − − = − − − = − −  

       เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 

 
 

 6)   จาก 3, 4a b= = −  และ ( )223 4 25 5r = + − = =  

        เนื่องจาก 0b <  จะได รากท่ีสองของ 3 4i−  คือ  

       5 3 5 3
2 2

i
 + −

± −  
 

  = 8 2
2 2

i
 

± −  
 

 = ( )2 i± −  

       ดังนั้น รากท่ีสองของ 3 4i−  คือ 2 i−  และ 2 i− +  
      เขียนกราฟแสดงไดดังรูป 
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8. 1)   คาสัมบูรณของ 2 3i−  คือ 2 3i−  = ( )222 3+ −  = 13  

       คาสัมบูรณของ 3 4i+  คือ 3 4i+  = 2 23 4+  = 5  

        คาสัมบูรณของ 6 4i+  คือ 6 4i+  = 2 26 4+  = 2 13  

       คาสัมบูรณของ 15 8i−  คือ 15 8i−  = ( )2215 8+ −  = 17  

       ดังนั้น คาสัมบูรณของ ( )( )
( )( )

2 3 3 4
6 4 15 8

i i
i i

− +
+ −

 คือ ( )( )
( )( )

2 3 3 4
6 4 15 8

i i
i i

− +
+ −

  

         = 
2 3 3 4
6 4 15 8

i i
i i

− +
+ −

 

         =  13 5
2 13 17

⋅
⋅

 

         =   5
34

 

 2)   คาสัมบูรณของ 3  คือ 3  = 2 23 0+  = 3  

       คาสัมบูรณของ 1 3i−  คือ 1 3i−  = ( )221 3+ −  = 10  

        คาสัมบูรณของ 1 i+  คือ 1 i+  = 2 21 1+  = 2  

       ดังนั้น คาสัมบูรณของ ( )23 1 3
1

i
i

−
+

 คือ 
23 1 3

1
i

i
−
+

 =  
( )2

3 10

2

⋅
 = 15 2    

9.   1)   พิจารณา  2 2i+   

            ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรูปเชิงข้ัวของ 2 2i+   

  จะได     ( ) ( )2 2
2 2 2r = + =   

            เนื่องจาก 2tan 1
2

θ = =  และ ( )2, 2  เปนจุดในจตุภาคท่ี 1 

            จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 1θ =  คือ 
4
π  

            รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 2 2i+  คือ 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

            พิจารณา  2 2 3i−   
            ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรูปเชิงข้ัวของ 2 2 3i−   
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  จะได ( )222 2 3 4r = + − =   

            เนื่องจาก 2 3tan 3
2

θ −
= = −  และ ( )2, 2 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 4 

            จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 5
3
π  

            รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 2 2 3i−  คือ 5 54 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

            จะได    ( )( )2 2 2 2 3i i+ −   

   =  5 52 cos sin 4 cos sin
4 4 3 3

i iπ π π π   + ⋅ +   
   

 

   =   5 58 cos sin
4 3 4 3

iπ π π π    + + +        
 

   =   23 238 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

      ดังนั้น รูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ ( )( )2 2 2 2 3i i+ −  คือ    

  23 238 cos 2 sin 2
12 12

k i kπ ππ π    + + +    
    

  เม่ือ k∈  

 2)  รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 2i−  คือ 3 32 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

        พิจารณา 5 5i+   

       ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรูปเชิงข้ัวของ 5 5i+   

  จะได  2 25 5 5 2r = + =   

            เนื่องจาก 5tan 1
5

θ = =  และ ( )5, 5  เปนจุดในจตุภาคท่ี 1 

            จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 1θ =  คือ 
4
π  

            รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 5 5i+  คือ 5 2 cos sin
4 4

iπ π + 
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       จะได  2
5 5

i
i+

 =  

3 32 cos sin
2 2

5 2 cos sin
4 4

i

i

π π

π π

 + 
 
 + 
 

 

    =  2 3 3cos sin
5 2 4 2 4

iπ π π π    − + −    
    

 

    =  2 5 5cos sin
5 4 4

iπ π + 
 

 

      ดังนั้น รูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ 2
5 5

i
i+
 คือ 2 5 5cos 2 sin 2

5 4 4
k i kπ ππ π    + + +    

    
  

  เม่ือ k∈  
 
 3)   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรูปเชิงข้ัวของ 3 3i− +   

  จะได  ( ) ( )223 3 12r = − + =   

            เนื่องจาก 3tan
3

θ = −  และ ( )3, 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 2 

            จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให 3tan
3

θ = −  คือ 5
6
π  

            รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 3 3i− +  คือ 5 512 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       จะได    ( )4
3 3i− +  =  ( )4 20 2012 cos sin

6 6
iπ π + 

 
 

     =  10 10144 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

     =  4 4144 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

      ดังนั้น รูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ ( )4
3 3i− +  คือ 4 4144 cos 2 sin 2

3 3
k i kπ ππ π    + + +    

    
   

  เม่ือ k∈  
 4)   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรูปเชิงข้ัวของ 1 3i− +   

  จะได  ( ) ( )221 3 2r = − + =   
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            เนื่องจาก 3tan 3
1

θ = = −
−

 และ ( )1, 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 2 

            จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 2
3
π  

            รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 1 3i− +  คือ 2 22 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       จะได รูปเชิงข้ัวรูปหนึ่งของ 1 3i− −  คือ 2 22 cos sin
3 3

iπ π    − + −    
    

 

       ดังนั้น    ( ) ( )5 4
1 3 1 3i i

−
− + − −   

   =  5 410 10 8 82 cos sin 2 cos sin
3 3 3 3

i iπ π π π−   + ⋅ +   
   

 

   =  18 182 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

   =  ( )2 cos6 sin 6iπ π+  

   =  ( )2 cos0 sin 0i+  

       ดังนั้น รูปเชิงข้ัวท่ัวไปของ ( ) ( )5 4
1 3 1 3i i

−
− + − −  คือ ( )2 cos2 sin 2k i kπ π+   

  เม่ือ k∈  
10.   1)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 3 3i−   

  จะได  ( ) ( )2 2
3 3 6r = + − =   

       เนื่องจาก  3tan 1
3

θ −
= = −  และ ( )3, 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 4 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 1θ = −  คือ 7
4
π  

       รูปเชิงข้ัวของ 3 3i−  คือ 7 76 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น  ( )83 3i−  =  ( )8 56 566 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

     =  ( )46 cos14 sin14iπ π+  

     =  ( )( )46 1 0i+  

     =  46 0i+  
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 2)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 1 3i− +   

  จะได  ( ) ( )221 3 2r = − + =   

       เนื่องจาก  3tan 3
1

θ = = −
−

 และ ( )1, 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 2 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 2
3
π  

       รูปเชิงข้ัวของ 1 3i− +  คือ 2 22 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น  ( )10
1 3i− +  =  10 20 202 cos sin

3 3
iπ π + 

 
 

     =  10 2 22 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

     =  10 1 32
2 2

i
  
− +      

 

     =  ( )92 1 3i− +  

     =  9 92 2 3i− +  
 3)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 1 i− −   

  จะได  ( ) ( )2 21 1 2r = − + − =   

       เนื่องจาก  1tan 1
1

θ −
= =
−

 และ ( )1, 1− −  เปนจุดในจตุภาคท่ี 3 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 1θ =  คือ 5
4
π  

       รูปเชิงข้ัวของ 1 i− −  คือ 5 52 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น     
( )10

1
1 i− −

 =  ( ) 101 i −− −  

     =  ( ) 10 50 502 cos sin
4 4

iπ π−     − + −    
    

 

     =  5 50 502 cos sin
4 4

iπ π−  − 
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     =  1 cos sin
32 2 2

iπ π − 
 

 

     =  ( )( )1 0 1
32

i−  

     =  1
32

i−  

 4)   ให ( )cos sinr iθ θ+  เปนรูปเชิงข้ัวของ 3
3 3

i
− −   

  จะได  
2 23 1 2

3 3 3
r

   = − + − =       
  

       เนื่องจาก  

1
13tan

3 3
3

θ
−

= =
−

 และ 3 1, 
3 3

 
− −  
 

 เปนจุดในจตุภาคท่ี 3 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให 1tan
3

θ =  คือ 7
6
π  

       รูปเชิงข้ัวของ 3
3 3

i
− −  คือ 2 7 7cos sin

3 6 6
iπ π + 

 
 

       ดังนั้น  
100

3
3 3

i 
− −  
 

=  
1002 700 700cos sin

3 6 6
iπ π   +   

   
 

     =  
1002 2 2cos sin

3 3 3
iπ π   +   

   
 

     =  
1002 1 3

3 2 2
i

    − +          
 

     =  
1002 1 3

3 2 2
i

   − +       
 

     =  
99 992 2 3
3 3

i+  
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 5)   เนื่องจาก รูปเชิงข้ัวของ 1 i− +  คือ 3 32 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

       จะได     ( )61 i− +    =   ( )6 18 182 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

     =  32 cos sin
2 2

i + 
 

π π  

       เนื่องจาก รูปเชิงข้ัวของ 3 i−  คือ 11 112 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       จะได        ( )83 i−  =  8 88 882 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

     =  8 2 22 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       เนื่องจาก รูปเชิงข้ัวของ 1 3i+  คือ 2 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       จะได        ( )51 3i+  =  5 5 52 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น  
( ) ( )

( )

86

5

1 3

1 3

i i

i

− + −

+
  

   =  
3 8

5
2 2 2 5 2 5cos sin

2 3 3 2 3 32
iπ π π π π π ⋅    + − + + −    

    
 

   =  62 cos sin
2 2

iπ π    − + −    
    

 

   =  ( )( )62 0 1i+ −  
   =  0 64i−  

11.   1)   เนื่องจาก ( )2 23 3 3 3 12 2 3i− + = − + = =   

               และ         3 3i− +   =  1 32 3
2 2

i
 
− +  
 

 

     =  2 22 3 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

      =  2 22 3 cos 2 sin 2
3 3

k i kπ ππ π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  
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       ดังนั้น  2 2
3

kπθ π= +   เม่ือ k∈  

       เนื่องจากตองการหา θ  ท่ี 6 3 9π θ π≤ ≤  หรือ 2 3π θ π≤ ≤  เทานั้น  

      ดังนั้น คา k ท่ีเปนไปได คือ 1  ซ่ึงทําใหไดวา 2 3r =  และ 8
3
πθ =  

 2)   เนื่องจาก ( ) ( )2 21 1 1 2i− − = − + − =  

       และ     1 i− −   =  2 22
2 2

i
 
− −  
 

 

    =  5 52 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

     =  5 52 cos 2 sin 2
4 4

k i kπ ππ π    + + +    
    

    เม่ือ k∈  

       ดังนั้น  53 2
4

kπθ π= +   เม่ือ k∈        นั่นคือ  5 2
12 3

kπ πθ = +    เม่ือ k∈  

       เนื่องจากตองการหา θ  ท่ี 2π θ π− ≤ ≤  เทานั้น จะได คา k ท่ีเปนไปได คือ  
  3, 2, 1− − −  และ 0 

       ซ่ึงทําใหไดวา 6 2r =  และ 5 2
12 3

kπ πθ = +  เม่ือ { }3, 2, 1, 0k∈ − − −  

      ดังนั้น  6 2r =  และ θ  คือ 19 11 3, ,
12 12 12

− − −
π π π  และ 5

12
π  

 3)   เนื่องจาก  ( ) ( )
2 23 3 1 3 1 2i− − = − + − = + =    

       และ          3 i− −   =  3 12
2 2

i
 
− −  
 

 

     =  7 72 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

     =  7 72 cos 2 sin 2
6 6

k i kπ ππ π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

       ดังนั้น  74 2
6

kπθ π= +   เม่ือ k∈      นั่นคือ  7
24 2

kπ πθ = +    เม่ือ k∈  

       เนื่องจากตองการหา θ  ท่ี 4 0π θ− ≤ <  เทานั้น จะได คา k ท่ีเปนไปได คือ 
   1, 2, 3, , 8− − − −  

       ซ่ึงทําใหไดวา 4 2r =  และ 7
24 2

kπ πθ = +  เม่ือ { }1, 2, 3, , 8k∈ − − − −  
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12.   จาก      kz  =  cos sin
1 180 180

k k ki
k

π π + +  
 

       จะได                1z  =  1 cos sin
2 180 180

iπ π + 
 

 

           2z  =  2 2 2cos sin
3 180 180

iπ π + 
 

 

           3z  =  3 3 3cos sin
4 180 180

iπ π + 
 

 

       

      180z  =  180 180 180cos sin
181 180 180

iπ π + 
 

 

      ดังนั้น 1 2 3 180z z z z⋅ ⋅ ⋅ ⋅      

     =  1 2 2 2 3 3 3cos sin cos sin cos sin
2 180 180 3 180 180 4 180 180

i i iπ π π π π π     + ⋅ + ⋅ +     
     

 

       180 180 180cos sin
181 180 180

iπ π ⋅ ⋅ + 
 

  

     =  1 2 3 180 2 180 2 180cos sin
2 3 4 181 180 180 180 180 180 180

iπ π π π π π    ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + + + + + +    
    

        

     =   ( ) ( )1 cos 1 2 180 sin 1 2 180
181 180 180

iπ π + + + + + + + 
 

   

    =   1 16290 16290cos sin
181 180 180

iπ π + 
 

 

      =   1 181 181cos sin
181 2 2

iπ π + 
 

 

      =  1 cos sin
181 2 2

iπ π + 
 

 

     =  ( )( )1 0 1
181

i+  

     =   1
181

i  

13.   จาก 5 2 2z i− −  = 0 
        จะได  5z  =  2 2i+  

        ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ี 5 ของ 2 2i+  
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       เนื่องจาก 2 2i+  = 2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

      จากทฤษฎีบทเดอมัวฟวร จะได  ( )5 cos5 sin5r iθ θ+   =  2 cos sin
4 4

iπ π + 
 

 

        ดังนั้น       5r  =   2  และ        5
4
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

        นั่นคือ     r =  5 2  และ          θ  =   
2

4
5

kπ π+
     เม่ือ k∈  

        ดังนั้น  z  =  5 2 22 cos sin
20 5 20 5

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

        เม่ือ   k = 0  จะได     1z  =  5 2 cos sin
20 20

iπ π + 
 

 

        เม่ือ   k = 1  จะได     2z  =  5 9 92 cos sin
20 20

iπ π + 
 

 

        เม่ือ   k = 2  จะได     3z  =  5 17 172 cos sin
20 20

iπ π + 
 

 

        เม่ือ   k = 3  จะได     4z  =  5 25 252 cos sin
20 20

iπ π + 
 

 

        เม่ือ   k = 4  จะได     5z  =  5 33 332 cos sin
20 20

iπ π + 
 

 

        เนื่องจาก 17cos
20
π  และ 25cos

20
π  เปนจํานวนลบ จึงพิจารณาเฉพาะ 9cos , cos

20 20
π π   

 และ 33cos
20
π  ซ่ึงเปนจํานวนบวก  

        เนื่องจากฟงกชันโคไซนเปนฟงกชันลดบนชวง ( )0,π  และ 33 7cos cos
20 20
π π
=  

      จะได 33 9cos cos cos
20 20 20
π π π

> >    

        นั่นคือ  cos
20
π  มีคามากสุด 

      ดังนั้น 5 2 cos sin
20 20

iπ π + 
 

 เปนจํานวนเชิงซอนท่ี ( )Re z  มีคามากท่ีสุด และ 

       สอดคลองกับสมการ 5 2 2 0z i− − =  
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14.   1)   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ี 3 ของ 27i−  

           เนื่องจาก 27i−  = 3 327 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

            จากทฤษฎีบทเดอมัวฟวร จะได ( )3 cos3 sin3r iθ θ+   =  3 327 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

            ดังนั้น         3r  =   27  และ      33
2
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

            นั่นคือ     r =  3   และ                θ  =   

3 2
2

3

kπ π+
     เม่ือ k∈  

            ดังนั้น  z  =  2 23 cos sin
2 3 2 3

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

            เม่ือ   k = 0  จะได     1z  =  3 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 =   3i  

            เม่ือ   k = 1  จะได     2z  =  7 73 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 =  3 1
2 2

i− −  

            เม่ือ   k = 2  จะได     3z  =  11 113 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 =   3 1
2 2

i−  

 2)   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ี 4 ของ 2 2 3i− −  

             เนื่องจาก 2 2 3i− −  = 4 44 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

              จากทฤษฎีบทเดอมัวฟวร จะได  ( )4 cos4 sin 4r iθ θ+   =  4 44 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

              ดังนั้น         4r =   4   และ     44
3
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

              นั่นคือ     r = 4 4 2=   และ         θ  =   

4 2
3

4

kπ π+
     เม่ือ k∈  

              ดังนั้น  z  =  2 cos sin
3 2 3 2

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

              เม่ือ   k = 0    จะได     1z  = 2 cos sin
3 3

iπ π + 
 

  =   1 32
2 2

i
 

+  
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              เม่ือ   k = 1  จะได     2z  = 5 52 cos sin
6 6

iπ π + 
 

  =  3 12
2 2

i
 
− +  
 

 

              เม่ือ   k = 2  จะได     3z  =  4 42 cos sin
3 3

iπ π + 
 

  =  1 32
2 2

i
 
− −  
 

 

              เม่ือ   k = 3  จะได     4z  =  11 112 cos sin
6 6

iπ π + 
 

  =  3 12
2 2

i
 

−  
 

 

 3)   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ี 5 ของ 1 

           เนื่องจาก 1 = ( )1 cos0 sin 0i+  

            จากทฤษฎีบทเดอมัวฟวร จะได  ( )5 cos5 sin5r iθ θ+   =  ( )1 cos0 sin 0i+  

            ดังนั้น         5r  =   1  และ        5 0θ −  =  0 2kπ+     เม่ือ k∈  

            นั่นคือ     r =   1  และ        θ  =   2
5
kπ      เม่ือ k∈  

            ดังนั้น  z  =  2 21 cos sin
5 5
k kiπ π + 

 
   เม่ือ k∈  

            เม่ือ   k = 0  จะได     1z  =  cos0 sin 0i+   =   1 

            เม่ือ   k = 1  จะได     2z  =  2 2cos sin
5 5

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 2  จะได     3z  =  4 4cos sin
5 5

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 3  จะได     4z  =  6 6cos sin
5 5

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 4  จะได     5z  =  8 8cos sin
5 5

iπ π
+  

 4)   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรากท่ี 8 ของ i−  

           เนื่องจาก i−  = 3 31 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

            จากทฤษฎีบทเดอมัวฟวร จะได  ( )8 cos8 sin8r iθ θ+   =  3 31 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

            ดังนั้น        8r  =   1  และ     38
2
πθ −  =  2kπ     เม่ือ k∈  

            นั่นคือ     r =   1  และ         θ  =   

3 2
2

8

kπ π+
     เม่ือ k∈  
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            ดังนั้น  z  =  3 31 cos sin
16 4 16 4

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

            เม่ือ   k = 0  จะได     1z  =  3 3cos sin
16 16

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 1  จะได     2z  =  7 7cos sin
16 16

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 2  จะได     3z  =  11 11cos sin
16 16

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 3  จะได     4z  =  15 15cos sin
16 16

iπ π
+  

            เม่ือ   k = 4  จะได     5z  =  19 19cos sin
16 16

iπ π
+  

     เม่ือ   k = 5  จะได     6z  =  23 23cos sin
16 16

iπ π
+  

     เม่ือ   k = 6  จะได     7z  =  27 27cos sin
16 16

iπ π
+  

     เม่ือ   k = 7  จะได     8z  =  31 31cos sin
16 16

iπ π
+  

15.  1)   ให      z   =  ( )cos sinr iθ θ+  เปนรากท่ี 3 ของ 8i−  

       จะได         3z  =  8i−  

       เนื่องจาก  8i−  =  3 38 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได  ( )3 cos3 sin3r iθ θ+   =  3 38 cos sin
2 2

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น         3r  =  8 และ       33
2
πθ −  =  2kπ       เม่ือ  k∈  

       นั่นคือ      r =  2 และ         θ  =  2
2 3

kπ π
+  เม่ือ  k∈  

       ดังนั้น   z  =  2 22 cos sin
2 3 2 3

k kiπ π π π    + + +    
    

  เม่ือ  k∈  

       เม่ือ  k  =  0 จะได     1z  =  2 cos sin
2 2

iπ π + 
 

  =  2i  

       เม่ือ  k  =  1 จะได     2z  =  7 72 cos sin
6 6

iπ π + 
 

  =  3 i− −  
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       เม่ือ  k  =  2 จะได     3z  =  11 112 cos sin
6 6

iπ π + 
 

  =  3 i−  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 3 ของ 8i−  มีขนาด 2 หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยูในลําดับ 

  ท่ีติดกัน ทํามุม 2
3
π  หรือ 120°  เทากันทุกคู ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 

 
 
 2)   ให      z   =  ( )cos sinr iθ θ+  เปนรากท่ี 3 ของ 2 3 2i− +  

       จะได         3z  =  2 3 2i− +  

       เนื่องจาก  2 3 2i− +   =  5 54 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได  ( )3 cos3 sin3r iθ θ+   =  5 54 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น         3r  =  4  และ     53
6
πθ −  =  2kπ      เม่ือ  k∈  

       นั่นคือ      r =  3 4  และ         θ  =  5 2
18 3

kπ π
+  เม่ือ  k∈  

       ดังนั้น   z  =  3 5 2 5 24 cos sin
18 3 18 3

k kiπ π π π    + + +    
    

  เม่ือ  k∈  

       เม่ือ  k  =  0 จะได     1z  =  3 5 54 cos sin
18 18

iπ π + 
 

 

       เม่ือ  k  =  1 จะได     2z  =  3 17 174 cos sin
18 18

iπ π + 
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       เม่ือ  k  =  2 จะได     3z  =  3 29 294 cos sin
18 18

iπ π + 
 

  

      เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 3 ของ 2 3 2i− +  มีขนาด 3 4  หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ี 

  อยูในลําดับท่ีติดกัน ทํามุม 2
3
π  หรือ 120°  เทากันทุกคู ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 

 
 3)   ให      z   =  ( )cos sinr iθ θ+  เปนรากท่ี 4 ของ 2 2 3i−  

       จะได         4z  =  2 2 3i−  

       เนื่องจาก  2 2 3i−   =  5 54 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได  ( )4 cos4 sin 4r iθ θ+   =  5 54 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น         4r  =  4   และ     54
3
πθ −  =  2kπ      เม่ือ  k∈  

       นั่นคือ      r =  4 4 2=  และ          θ  =  5
12 2

kπ π
+   เม่ือ  k∈  

       ดังนั้น   z  =  5 52 cos sin
12 2 12 2

k kiπ π π π    + + +    
    

  เม่ือ  k∈  

       เม่ือ  k  =  0 จะได     1z  =  5 52 cos sin
12 12

iπ π + 
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       เม่ือ  k  =  1 จะได     2z  =  11 112 cos sin
12 12

iπ π + 
 

   

       เม่ือ  k  =  2 จะได     3z  =  17 172 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

       เม่ือ  k  =  3 จะได     4z  =  23 232 cos sin
12 12

iπ π + 
 

 

          เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 4 ของ 2 2 3i−  มีขนาด 2  หนวย และเวกเตอรแตละคูท่ีอยู 

  ในลําดับท่ีติดกัน ทํามุม 
2
π  หรือ 90°  เทากันทุกคู ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 

 

 4)   ให      z   =  ( )cos sinr iθ θ+  เปนรากท่ี 2 ของ 5 527 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       จะได         2z  =  5 527 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       จากทฤษฎีบทของเดอมัวฟวร จะได ( )2 cos2 sin 2r iθ θ+   =  5 527 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

       ดังนั้น         2r  =  27   และ     52
3
πθ −  =  2kπ   เม่ือ  k∈  

       นั่นคือ      r =  27 3 3=  และ       θ  =  5
6

kπ π+   เม่ือ  k∈  

       ดังนั้น   z  =  5 53 3 cos sin
6 6

k i kπ ππ π    + + +    
    

  เม่ือ  k∈  
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       เม่ือ  k  =  0 จะได     1z  =  5 53 3 cos sin
6 6

iπ π + 
 

  =  9 3 3
2 2

i− +  

       เม่ือ  k  =  1 จะได     2z  =  11 113 3 cos sin
6 6

iπ π + 
 

 =  9 3 3
2 2

i−  

       เวกเตอรท่ีแสดงรากท่ี 2 ของ 5 527 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 มีขนาด 3 3  หนวย และ 

       เวกเตอรท้ังสองทํามุม π  หรือ 180°  ซ่ึงแสดงไดดังนี้ 

 
 
16. 1)   เนื่องจาก ( )( )2 24 2 4 5 2 36b ac− = − = −  ซ่ึง 36 0− <  

       จะไดวา คําตอบของสมการนี้ คือ 
( )

2 4 2 36
2 2 5

b b ac i i
x

a

− ± − − ± −
= =    

             = 2 6
10

i− ± 1 3
5

i− ±
=  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 3 1 3, 
5 5 5 5

i i − + − − 
 

 

 2)   จาก    ( )22 3 9x − +  =  0 

       จะได       ( )22 3x −  =  9−  
        2 3x −  =   3i±  

       x =   3 3
2

i±  



     
     
     

    
 

264 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

         ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 3 3 3 3,  
2 2 2 2

i i + − 
 

 

 3)   จาก   ( )( )22 4 5x x x+ + +  =  0 

       จะได    2x = −   หรือ 2 4 5 0x x+ + =  

       ถา 2 4 5 0x x+ + =  แลวพบวา ( )( )2 24 4 4 1 5 4b ac− = − = −  ซ่ึง 4 0− <  

  ดังนั้น  x = 
( )( )

( )

2 4 4 16 4 1 5
2

2 2 1

b b ac i i
i

a

− ± − − ± −
= = − ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2, 2 , 2i i− − + − −  

 4)   จาก              3 22 1x x+ +  =  0 

       จะได  ( )( )21 2 1x x x+ − +  =  0   

       นั่นคือ   1x = −  หรือ  22 1 0x x− + =  

       ถา 22 1 0x x− + =  แลว  x = 
( ) ( )( )

( )
1 1 4 2 1 1 7

2 2 4

i i− − ± − ±
=  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 7 1 71, , 
4 4 4 4

i i
  − + − 
  

 

17.   1)   เนื่องจาก i−  และ 2 3i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13  
       จะไดวา i  และ 2 3i−  เปนคําตอบของสมการดวย ตามลําดับ  
      จะได       ( )( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 3 2 3x x i x i x i x i− + − − + − −  =  0 

      ( )( )( )2 22 1 4 13x x x x− + − +  =  0 

                5 4 3 26 22 32 21 26x x x x x− + − + −   =   0 
       ดังนั้น 5 4 3 26 22 32 21 26 0x x x x x− + − + − =  เปนสมการพหุนามดีกรีต่ําสุดท่ีมี 
       สัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง มี 2, i−  และ 2 3i+  เปนคําตอบ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 
 2)   เนื่องจาก 3i  และ 1 i−  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13  
       จะไดวา 3i−  และ 1 i+  เปนคําตอบของสมการดวย ตามลําดับ  
      จะได       ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 1 1x x i x i x i x i− + − − − +  =  0 

      ( )( )2 29 2 2x x x x+ − +  =  0 

                5 4 3 22 11 18 18x x x x x− + − +  =   0 
       ดังนั้น 5 4 3 22 11 18 18 0x x x x x− + − + =  เปนสมการพหุนามดีกรีต่ําสุดท่ีมี 
       สัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง มี 0, 3i  และ 1 i−  เปนคําตอบ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 
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18.   1)   เนื่องจาก 2 i− +  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 2 i− −   
         เปนคําตอบของสมการดวย 

      จะได   ( ) ( )( ) ( )( )6 2 2x x i x i− − − + − − −  =   0 

         ( )( )26 4 5x x x− + +  =   0 

           3 22 19 30x x x− − −  =   0 
       ดังนั้น 3 22 19 30 0x x x− − − =  เปนสมการพหุนามดีกรีต่ําสุดท่ีมีสัมประสิทธิ์เปน 
  จํานวนจริง มี 6 และ 2 i− +  เปนคําตอบ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 
 2)   เนื่องจาก 1 2i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 1 2i−  เปน 
  คําตอบของสมการดวย และจาก 1 2i+ เปนคําตอบซํ้า 2 คําตอบ ดังนั้น 1 2i−  ก็เปน  
  คําตอบซํ้า 2 คําตอบ 

      จะได               ( ) ( )( ) ( )( )2 223 1 2 1 2x x i x i+ − + − −   =  0 

      ( ) ( )22 23 2 5x x x+ − +  =  0 

           ( )( )2 4 3 26 9 4 14 20 25x x x x x x+ + − + − +  =  0 

   6 5 4 3 22 28 31 30 225x x x x x x+ − + + − +  =  0 
       ดังนั้น 6 5 4 3 22 28 31 30 225 0x x x x x x+ − + + − + =  เปนสมการพหุนามดีกรีต่ําสุด 
  ท่ีมีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนจริง มี 3−  และ 1 2i+  เปนคําตอบซํ้า 2 คําตอบ ท้ังสอง 
  คําตอบ และมี 1 เปนสัมประสิทธิ์นํา 
19.   เนื่องจาก 1 i− +  และ 3 3i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13  
        จะไดวา 1 i− −  และ 3 3i−  เปนคําตอบของสมการดวย ตามลําดับ 

        จะได   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 2 1 1 3 3 3 3x x i x i x i x i+ − − + − − − − + − −  = 0  

          ( )( )( )2 23 2 2 2 6 12x x x x x+ + + − +  =  0 

          5 4 3 23 10 2 40 96 48x x x x x− − + + +   =  0 
        ดังนั้น 5 4 3 23 10 2 40 96 48 0x x x x x− − + + + =  เปนสมการพหุนามดีกรี 5 ท่ีมีสัมประสิทธิ์ 

 เปนจํานวนเต็ม มี 2 , 1
3

i− − +  และ 3 3i+  เปนคําตอบ และมี 3 เปนสัมประสิทธิ์นํา 

20.  เนื่องจาก 1 2i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 1 2i−  เปนคําตอบ 
 ของสมการดวย 
 นั่นคือ สมการ 3 0z az b+ + =  มีคําตอบ คือ 1 2 , 1 2i i+ −  และจํานวนจริง c 

      จะได         ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2z c z i z i− − + − −  =  0 
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               ( )( )2 2 5z c z z− − +  =  0 

          ( ) ( )3 22 2 5 5z c z c z c+ − − + + −   =  0 

       เนื่องจากสมการพหุนามท่ีกําหนดให มีสัมประสิทธิ์ของพจน 2z  เทากับ 0 
       ดังนั้น          2c− −  =  0 
         c =  2−  
       จะได สมการพหุนามท่ีตองการคือ 3 10 0z z+ + =  
       ดังนั้น  a = 1  และ b = 10  
21.  1)   จาก 2 12x x− −  =  0 
       จะได  ( )( )4 3x x− +  =  0 

       นั่นคือ   4x =   หรือ 3x = −  
       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }3, 4−  

 2)   จาก          4 3 24 4x x x+ +  =  0 

       จะได   ( )2 2 4 4x x x+ +  =  0 

            ( )22 2x x +  =  0 

       นั่นคือ  0x =   หรือ 2x = −  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }2, 0−  

 3)   เนื่องจาก           6 4 2 1x x x+ + +  =   0 

       จะได         ( ) ( )6 4 2 1x x x+ + +  =   0 

      ( ) ( )4 2 21 1x x x+ + +  =   0 

     ( )( )2 41 1x x+ +  =   0 

       นั่นคือ  2 1 0x + =   หรือ 4 1 0x + =  
       ถา  2 1 0x + =  แลว  x i= ±  
       ถา  4 1 0x + =  แลว  4 1x = −   นั่นคือ  x  เปนรากท่ี 4 ของ 1−  
       ให  ( )cos sinx r iθ θ= +  เปนรากท่ี 4 ของ 1−  

      เนื่องจาก 1−  =  ( )1 cos siniπ π+  

       จากทฤษฎีบทเดอมัวฟวร จะได  ( )4 cos4 sin 4r iθ θ+  =  ( )1 cos siniπ π+  

       ดังนั้น       4r  =   1  และ         4θ π−  =  2kπ     เม่ือ k∈  

               นั่นคือ     r =  1  และ         θ  =   2
4

kπ π+      เม่ือ k∈  
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               ดังนั้น  x  =  1 cos sin
4 2 4 2

k kiπ π π π    + + +    
    

   เม่ือ k∈  

               เม่ือ   k = 0  จะได     1x  =   cos sin
4 4

iπ π
+  =   2 2

2 2
i+  

               เม่ือ   k = 1  จะได     2x  =  3 3cos sin
4 4

iπ π
+  =  2 2

2 2
i− +  

               เม่ือ   k = 2  จะได     3x  =  5 5cos sin
4 4

iπ π
+   =  2 2

2 2
i− −  

               เม่ือ   k = 3  จะได     4x  =  7 7cos sin
4 4

iπ π
+   =  2 2

2 2
i−  

      ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ  

       2 2 2 2 2 2 2 2, , , , , 
2 2 2 2 2 2 2 2

i i i i i i
  − + − − + − − 
  

  

 4)   ให  ( ) 4 3 22 2 1p x x x x= − − +  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 1 ลงตัว คือ 1±  
      และจํานวนเต็มท่ีหาร 2 ลงตัว คือ 1, 2± ±  

       ดังนั้น จํานวนตรรกยะ k
m

 ท่ีทําให 0kp
m

  = 
 

 จะอยูในกลุมของจํานวนตอไปนี้  

       คือ 11, 
2

± ±  

       พิจารณา ( )1p  =  ( ) ( ) ( )4 3 22 1 2 1 1 1− − +  
    =  2 2 1 1− − +  
    =   0 
       แสดงวา 1x −  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

      ดังนั้น   ( )( )4 3 2 32 2 1 1 2 1x x x x x x− − + = − − −  

       ให  ( ) 32 1q x x x= − −  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 1−  ลงตัว คือ 1±  
       และจํานวนเต็มท่ีหาร 2 ลงตัว คือ 1, 2± ±  

       ดังนั้น จํานวนตรรกยะ k
m

 ท่ีทําให 0kq
m

  = 
 

 จะอยูในกลุมของจํานวนตอไปนี้ คือ 11, 
2

± ±  
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       พิจารณา ( )1q  =  ( )32 1 1 1− −  
    =  2 1 1− −  
    =   0 
       แสดงวา 1x −  เปนตัวประกอบของ ( )q x  

      ดังนั้น   ( )( )3 22 1 1 2 2 1x x x x x− − = − + +  

       นั่นคือ  ( ) ( )24 3 2 22 2 1 1 2 2 1x x x x x x− − + = − + +  

       ดังนั้น       ( ) ( )2 21 2 2 1x x x− + +  =  0 

       จะได 1x =   หรือ  22 2 1 0x x+ + =  

       ถา 22 2 1 0x x+ + =  แลว 
( )( )

( )
2 4 4 2 1 1 1

2 2 2 2

i
x i

− ± −
= = − ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ 1 1 1 11,  ,
2 2 2 2

i i − + − − 
 

  

 5)   ให ( )p x  = 4 3 25 6x x x x+ − + −  

       เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 6−  ลงตัว คือ 1, 2, 3, 6± ± ± ±  
       พิจารณา  ( )2p  =  ( ) ( ) ( ) ( )4 3 22 2 5 2 2 6+ − + −  
    =  16 8 20 2 6+ − + −  
    =  0 
       และ      ( )3p −  =  ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 3 5 3 3 6− + − − − + − −  
    =  81 27 45 3 6− − − −  
    =   0 
       แสดงวา 2x −  และ 3x +  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

      ดังนั้น  4 3 25 6x x x x+ − + −  =  ( )( )( )22 3 1x x x− + +  

       นั่นคือ   ( )( )( )22 3 1x x x− + +  =  0 

       จะได   2x =   หรือ 3x = −   หรือ 2 1 0x + =  
       ถา  2 1 0x + =  แลว  x i= ±  

      ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }3, 2, ,i i− −   

 6)   ให ( )p x  = 4 3 22 2 19 10x x x x+ + − −  

        เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 10−  ลงตัว คือ 1, 2, 5, 10± ± ± ±  
       และจํานวนเต็มท่ีหาร 2 ลงตัว คือ 1, 2± ±  
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       ดังนั้น จํานวนตรรกยะ k
m

 ท่ีทําให 0kp
m

  = 
 

 จะอยูในกลุมของจํานวนตอไปนี้ 

       คือ 1 51, 2, 5, 10, , 
2 2

± ± ± ± ± ±  

       พิจารณา ( )2p  = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 22 2 2 2 2 19 2 10+ + − −  
    =  32 8 8 38 10+ + − −  
    =   0 

       และ    1
2

p − 
 

 = 
4 3 21 1 1 12 2 19 10

2 2 2 2
       − + − + − − − −       
       

 

    =  1 1 1 19 10
8 8 2 2
− + + −  

    =   0 

       แสดงวา  2x −  และ 1
2

x +  เปนตัวประกอบของ ( )p x  

      ดังนั้น   ( )p x   =  ( ) ( )212 2 4 10
2

x x x x − + + + 
 

 

     =  ( )( )( )22 2 1 2 5x x x x− + + +  

       นั่นคือ     ( )( )( )22 2 1 2 5x x x x− + + +  =   0 

       จะได    2x =   หรือ 1
2

x = −   หรือ 2 2 5 0x x+ + =  

       ถา 2 2 5 0x x+ + =  แลว 
( )( )

( )
2 4 4 1 5

1 2
2 1

i
x i

− ± −
= = − ±  

       ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ  1 , 2, 1 2 , 1 2
2

i i − − + − − 
 

  

22.   ให  ( )cos sinz r iθ θ= +  เปนรูปเชิงข้ัวของ 1 3i− +  จะได  ( ) ( )221 3 2r = − + =   

       เนื่องจาก 3tan 3
1

θ = = −
−

 และ ( )1, 3−  เปนจุดในจตุภาคท่ี 2 

       จะไดวา θ  คาหนึ่ง ท่ีทําให tan 3θ = −  คือ 2
3
π  

       รูปเชิงข้ัวของ 1 3i− +  คือ 2 22 cos sin
3 3

iπ π + 
 

 

      และ รูปเชิงข้ัวของ 1 3i− −  คือ 2 22 cos sin
3 3

iπ π    − + −    
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 ดังนั้น  ( ) ( )1 3 1 3
n n

i i− + + − −   

  =  2 22 cos sin
3 3

n n niπ π + 
 

 + 2 22 cos sin
3 3

n n niπ π    − + −    
    

 

  =  2 2 2 22 cos sin cos sin
3 3 3 3

n n n n ni iπ π π π    + + − + −    
    

 

  =  2 2 2 22 cos sin cos sin
3 3 3 3

n n n n ni iπ π π π + + − 
 

 

  =  22 2cos
3

n nπ 
 
 

 

  =   1 22 cos
3

n nπ+   

      ดังนั้น ( ) ( )1 3 1 3
n n

i i− + + − −  เปนจํานวนจริง ทุกจํานวนเต็มบวก n  

23.   ให  z เปนจํานวนเชิงซอน โดยท่ี z x yi= +  เม่ือ x และ y เปนจํานวนจริง 

      จะได  z x yi= −  

       และพิจารณา  z z+  = ( ) ( )x yi x yi+ + −  =  2x  

       เนื่องจาก x  เปนจํานวนจริง จะได 2x  เปนจํานวนจริง 
      ดังนั้น  z z+  เปนจํานวนจริง 

       และพิจารณา     zz  =  ( )( )x yi x yi+ −  =  2 2x y+  

       เนื่องจาก x และ y เปนจํานวนจริง จะได 2 2x y+  เปนจํานวนจริง 

      ดังนั้น  zz  เปนจํานวนจริง 

24.   จาก         ( )( )z a z a− −  =   2k  

        จะได       ( )( )z a z a− −  =   2k  

                    2z a−  =   2k  

         z a−  =   k 

      เนื่องจาก z a−  คือ ระยะทางระหวางจุด a และจุด z 

        ดังนั้น เซตของจํานวนเชิงซอน z ท่ีสอดคลองกับสมการ  z a−  =  k  คือ เซตของจุด 

        ท้ังหมดในระนาบท่ีมีระยะหางจากจุด a  เทากับ k หนวย หรอื เซตของจุดในระนาบท่ี 
        อยูบนวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ีจุด a  และมีรัศมียาว k หนวย นั่นเอง 
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25.   1)   เนื่องจาก 3 2z i+ −  = ( )3 2z i− − +  คือระยะทางจากจุด ( )3, 2−  ถึงจุด z 

       ดังนั้น เซตของจุดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 3 2 1z i+ − >  คือ  

       เซตของจุดท่ีอยูภายนอกวงกลม (ไมรวมจุดบนเสนรอบวง) ท่ีมีจุดศูนยกลางอยูท่ี 

       จุด ( )3, 2−  และมีรัศมียาว 1 หนวย  

       จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 3 2 1z i+ − >  แสดงเปนสวน 

  แรเงาไดดังรูป  
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 2)   ให z x yi= +   

       จะได ( ) ( )1z i x yi i x y i− = + − = + −   

       นั่นคือ ( ) ( )Re Rez i x z− = =   

      จาก ( )Re 5z i− > −  จะได ( )Re 5z > −  

      จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ ( )Re 5z i− > −  แสดงเปน 

       สวนแรเงา ดังรูป 
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 3)   กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 3z z− ≥  คือ กราฟ 

  ของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนท่ีมีระยะหางจากจุด ( )3,0  มากกวาระยะหางจากจุด ( )0,0   

      จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ 3z z− ≥  แสดงเปนสวนแรเงา ดังรูป 

 



     
     
     

    
 

274 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

4)  ให z x yi= +   

       จะได ( ) ( ) ( )2 2 2 1z i x yi i x y i− + = + − + = − + +   

       นั่นคือ ( ) ( )Re 2 2 Re 2z i x z− + = − = −   

       จาก  ( )Re 2 2z i− + < −   จะได ( )Re 2 2z − < −   

       ดังนั้น  ( )Re 0z <  

      จะได กราฟของจุดท้ังหมดซ่ึงสอดคลองกับอสมการ ( )Re 2 2z i− + < −  แสดงเปน 

  สวนแรเงา ดังรูป 

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     275 
 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 5)   กราฟของจุดท้ังหมดในระนายเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับสมการ 6 2z z+ = −  คือ  

  กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนท่ีมีระยะหางจากจุด ( )6,0−  เทากับระยะหาง 

  จากจุด ( )2,0  ซ่ึงก็คือ เสนตรง 2x = −  ดังรูป 

 
 

 6)   กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนซ่ึงสอดคลองกับสมการ 4z i z i− = +  คือ  

  กราฟของจุดท้ังหมดในระนาบเชิงซอนท่ีมีระยะหางจากจุด ( )0,1  เทากับระยะหาง 

  จากจุด ( )0, 4−  ซ่ึงก็คือ เสนตรง 3
2

y = −  ดังรูป 
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 7)   ใหจํานวนเชิงซอน z แทนดวยจุด ( ),a b  

       จาก           3z i−  =  3z −  

       นั่นคือ              3a bi i+ −  =  3a bi+ −  

    3a bi i− +  =  3a bi+ −  

          ( )3a b i+ −  =  ( )3a bi− +  

       จะได         ( )22 3a b+ −  =   ( )2 23a b− +  

        2 29 6a b b+ − +  =   2 26 9a a b− + +  
          a =   b 
       เขียนกราฟของจุดในระนาบ ไดเสนตรง y = x  ดังรูป 
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 8)   ใหจํานวนเชิงซอน z แทนดวยจุด ( ),a b  

       จาก                2z i− +  =  ( )6 3z i− +  

       นั่นคือ                 2a bi i+ − +  =  6 3a bi i+ − +  

                   ( ) ( )2 1a b i− + +  =  ( ) ( )6 3a b i− + +  

       จะได         ( ) ( )2 22 1a b− + +  =   ( ) ( )2 26 3a b− + +  

             2 24 4 2 1a a b b− + + + +  =   2 212 36 6 9a a b b− + + + +  
            2 10a b− −  =    0 
         เขียนกราฟของจุดในระนาบ ไดเสนตรง 2 10 0x y− − =  ดังรูป  

 
  
26.   จากสมการ 2z i− =   

       แสดงวา z  จะอยูบนวงกลมท่ีมีจุดศูนยกลางท่ีจุด ( )0, 1  และรัศมียาว 2 หนวย  

       กราฟจะตัดแกน Y  ท่ีจุด ( )0, 3  ซ่ึงทําให 3z =  มีคามากท่ีสุด 

        ดังนั้น 3z i=  สอดคลองกับสมการ 2z i− =  ซ่ึง z  มากท่ีสุด 



     
     
     

    
 

278 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

27.  ให ( )p x  = 5 4 3 22 4 8 9 18x x x x x+ − − − +  

       จะได ( )1 2p i− −   

  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 2
1 2 2 1 2 4 1 2 8 1 2 9 1 2 18i i i i i− − + − − − − − − − − − − − +  

  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 2 7 4 2 4 5 2 8 1 2 2 9 1 2 18i i i i i− + + − − − − − − + − − − +  

  =   1 11 2 14 8 2 20 4 2 8 16 2 9 9 2 18i i i i i− + − − − + + − + + +  
  =    0 
      ดังนั้น 1 2i− −  เปนคําตอบของสมการพหุนาม 5 4 3 22 4 8 9 18 0x x x x x+ − − − + =  
      จากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 1 2i− +  เปนคําตอบของสมการดวย 

     เนื่องจาก    ( )( ) ( )( )1 2 1 2x i x i− − − − − +  =  2 2 3x x+ +  

      และเม่ือนํา 2 2 3x x+ +  ไปหาร ( )p x  ไดผลหารเปน 3 7 6x x− +  

      ดังนั้น 5 4 3 22 4 8 9 18x x x x x+ − − − +  =  ( )( )2 32 3 7 6x x x x+ + − +  

      ให  ( )q x  =  3 7 6x x− +  

      เนื่องจากจํานวนเต็มท่ีหาร 6  ลงตัว คือ 1, 2, 3, 6± ± ± ±   

      พิจารณา        ( )1q  = ( ) ( )31 7 1 6− +  
    =  1 7 6− +  
    =  0 
      แสดงวา 1x −  เปนตัวประกอบของ ( )q x  

     ดังนั้น  3 7 6x x− +  = ( )( )21 6x x x− + −  

      นั่นคือ  5 4 3 22 4 8 9 18x x x x x+ − − − +  =  ( )( )( )2 22 3 1 6x x x x x+ + − + −  

      จะได          ( )( )( )2 22 3 1 6x x x x x+ + − + −  =  0 

                ( )( )( )( )2 2 3 1 2 3x x x x x+ + − − +  =  0 

      นั่นคือ  1x =   หรือ 2x =   หรือ 3x = −  
      ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }3, 1, 2, 1 2 , 1 2i i− − + − −   
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28.   ให ( )p x  = 5 4 3 29 33 55 42 12x x x x x+ + + + +  

        เนื่องจาก  ( )31x +  =  3 23 3 1x x x+ + +  

        และ 5 4 3 29 33 55 42 12x x x x x+ + + + +  =  ( )( )3 2 23 3 1 6 12x x x x x+ + + + +  

        จะไดวา 5 4 3 29 33 55 42 12x x x x x+ + + + +  = ( ) ( )3 21 6 12x x x+ + +  

        นั่นคือ 1−  เปนคําตอบซํ้า 3 คําตอบของสมการพหุนาม ( ) 0p x =  

        และจะได  ( ) ( )3 21 6 12x x x+ + +   =  0 

        นั่นคือ  ( )31 0x + =   หรือ 2 6 12 0x x+ + =  

        ถา  2 6 12 0x x+ + =  แลว  
( )( )

( )
6 36 4 1 12

3 3
2 1

i
x i

− ± −
= = − ±  

        ดังนั้น เซตคําตอบของสมการนี้ คือ { }1, 3 3 , 3 3i i− − + − −   

29.   เนื่องจาก 3 i+  เปนคําตอบของสมการ และจากทฤษฎีบท 13 จะไดวา 3 i−  เปนคําตอบ 
 ของสมการดวย  
      เนื่องจาก ( )( ) ( )( )3 3x i x i− + − −  =  2 6 10x x− +  

        และเม่ือนํา 2 6 10x x− +  ไปหาร 5 4 3 29 24 6 112 120x x x x x− + + − +  ไดผลหารเปน  
 3 23 4 12x x x− − +   
        ดังนั้น    5 4 3 29 24 6 112 120x x x x x− + + − +  =  ( )( )2 3 26 10 3 4 12x x x x x− + − − +   

        =  ( ) ( ) ( )( )2 26 10 3 4 3x x x x x− + − − −  

        =  ( )( )( )2 26 10 3 4x x x x− + − −  

        =   ( )( )( )( )2 6 10 3 2 2x x x x x− + − − +  

       นั่นคือ   ( )( )( )( )2 6 10 3 2 2x x x x x− + − − +  =  0 

        จะได  3x =   หรือ 2x =  หรือ 2x = −  

        ดังนั้น เซตคําตอบท้ังหมดของสมการพหุนามนี้ คือ { }2, 2, 3, 3 , 3i i− + −   
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บทท่ี 2 หลักการนับเบ้ืองตน 

 

แบบฝกหัด 2.1  

1.   จากหลักการบวก จะมีวิธีเลือกสั่งอาหารได 12 8 5 25+ + =  แบบ 
2.   รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีเกิดจากการจัดเรียงกระเบื้องมี 3 ขนาด ไดแก 
     ขนาดท่ี 1  รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 1 หนวย มี 9 รูป 
 ขนาดท่ี 2  รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 2 หนวย มี 3 รูป 
 ขนาดท่ี 3  รูปสามเหลี่ยมดานเทาท่ีแตละดานยาว 3 หนวย มี 1 รูป 
 จากหลักการบวก จะไดวา มีรูปสามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมด 9 3 1 13+ + =  รูป 
3.   การเขาออกประตูหางสรรพสินคาของนอยหนา ประกอบดวย 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1   นอยหนาสามารถเลือกเขาประตูได 10 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2   นอยหนาสามารถเลือกออกประตู โดยไมใหซํ้ากับประตูท่ีเขา ได 9 วิธี 
     จากหลักการคูณ นอยหนาสามารถเลือกเขาออกประตู โดยไมใชประตูซํ้ากันได   
     10 9 90× =  วิธ ี

4.   การสรางรูปสามเหลี่ยมจากจุด 1 2 1 2 3 1 2, , , , , , a a b b b c c  และ 3c  พิจารณาไดดังนี้ 
     กรณีท่ี 1 รูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอดอยูบนดาน AB, BC และ AC ดานละจุด  
   มี 3 2 3 18× × =  รูป 
 กรณีท่ี 2 รูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน AB มี 3 5 15× =  รูป 
 กรณีท่ี 3 รูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน AC มี 3 5 15× =  รูป 
 กรณีท่ี 4 รูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 2 จุด อยูบนดาน BC มี 1 6 6× =  รูป 
      จากหลักการบวก จะสรางรูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดดังกลาวเปนจุดยอดได 18 15 15 6 54+ + + =  รูป 
5.   1)   การสรางรูปสามเหลี่ยมจากจุด , , , , A B C D E  หรือ F  มี 2 กรณี ไดแก 
  กรณีท่ี 1 รูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 2 จุด อยูบนสวนของเสนตรง AD  
    ข้ันตอนท่ี 1 เลือกจุด 2 จุด จากจุด , , , A B C D  ได 6 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2  เลือกจุด 1 จุด จากจุด ,E F  ได 2 วิธ ี
        จากหลักการคูณ จะสรางรูปสามเหลี่ยมได 6 2 12× =  รูป 
  กรณีท่ี 2 รูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุดยอด 2 จุด ท่ีไมใชจุด C อยูบนสวนของเสนตรง CF  
    ข้ันตอนท่ี 1   เลือกจุด 2 จุด จากจุด ,E F  ได 1 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2  เลือกจุด 1 จุด จากจุด , ,A B D  ได 3 วิธี  
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        จากหลักการคูณ จะสรางรูปสามเหลี่ยมได 1 3 3× =  รูป  
      จากหลักการบวก จะสรางรูปสามเหลี่ยมท่ีมีจุด , , , , A B C D E  หรือ F  เปนจุดยอด  
  ไดท้ังหมด 12 3 15+ =  รูป  
 2)   สังเกตวาในการสรางรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก จะตองมี C เปนจุดยอด  
      นั่นคือ การสรางรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ประกอบดวย 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1  เลือกจุด 1 จุด จากจุด , ,A B D  ได 3 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2  เลือกจุด 1 จุด จากจุด ,E F  ได 2 วิธ ี
      จากหลักการคูณ จะสรางรูปสามเหลี่ยมมุมฉากท่ีมีจุด , , , , A B C D E  หรือ F  เปนจุดยอด  
  ไดท้ังหมด 3 2 6× =  รูป  
 3)    การสรางรูปสามเหลี่ยมท่ีมี A เปนจุดยอด และมีจุดยอดอีกสองจุดจากจุด , , , B C D E   
  หรือ F  มี 2 กรณี ไดแก  
       กรณีท่ี 1  จุดยอดอีกสองจุดไมอยูบนสวนของเสนตรง AD จะเลือกจุดได 1 วิธี คือ 

เลือกจุด E และ F  
     ดังนั้น จะสรางรูปสามเหลี่ยมได1 รูป  
  กรณีท่ี 2  จุดยอดอีกสองจุด มี 1 จุดอยูบนสวนของเสนตรง AD  
        ข้ันตอนท่ี 1   เลือกจุด 1 จุด จากจุด , , B C D  ได 3 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 เลือกจุด 1 จุด จากจุด ,E F  ได 2 วิธ ี
        จากหลักการคูณ จะสรางรูปสามเหลี่ยมได 3 2 6× =  รูป 
      ดังนั้น จะสรางรูปสามเหลี่ยมท่ีมี A เปนจุดยอด และมีจุดยอดอีกสองจุดจากจุด  B, C,  
  D, E หรือ F  ไดท้ังหมด 1 6 7+ =  รูป  
6.   การวางกระดาษรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 2 1×  ตารางหนวย ลงในรูป ประกอบดวย 3 ข้ันตอน  
 ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 วางลงในรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 2 3×  ตารางหนวย ได 3 วิธี ดงัรูป 

 

 ข้ันตอนท่ี 2 วางลงในรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 2 2×  ตารางหนวย ได 2 วิธี ดงัรูป 
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 ข้ันตอนท่ี 3 วางลงในรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 2 4×  ตารางหนวย ได 5 วิธี ดงัรูป 

 

      จากหลักการคูณ จํานวนวิธีท่ีแตกตางกันในการวางกระดาษรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากขนาด 2 1×   
 จํานวน 9 ชิ้น ลงในรูปดังกลาว เทากับ 3 2 5 30× × =  วิธี 
7.   การสรางรหัสบัตรเอทีเอ็มจํานวน 4 ตัว โดยใหสอดคลองกับเง่ือนไขดังกลาว ประกอบดวย  
 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 0, 2, 4, 6  หรือ 8  เปนหลักสุดทาย ได 5 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีไมใช 9 และเลขโดดท่ีไมซํ้ากับเลขโดดหลัก 
    สุดทาย เปนหลักแรก ได 8 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 3  เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีเหลือเปนหลักท่ีสอง ได 8 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 4  เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีเหลือเปนหลักท่ีสาม ได 7 วิธ ี
     จากหลักการคูณ จํานวนรหัสบัตรเอทีเอ็มท่ีเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากัน เลขโดดในหลักแรก 
 ไมใช 9 และเลขโดดในหลักสุดทายเปนจํานวนคู มีท้ังหมด 5 8 8 7 2,240× × × =  รหัส 
8.   การสรางคําโดยไมคํานึงถึงความหมาย ท่ีประกอบดวยตัวอักษรภาษาอังกฤษ 5 ตัว ประกอบดวย  
 5 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1 เลือกตัวอักษร 1 ตัว เปนตัวอักษรตัวแรก ได 26 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2  เลือกตัวอักษร 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับตัวอักษรตัวแรก เปนตัวอักษรตัวท่ีสอง  
    ได 25 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3  เลือกตัวอักษร 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับตัวอักษรตัวท่ีสอง เปนตัวอักษรตัวท่ีสาม 
    ได 25 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 4  เลือกตัวอักษร 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับตัวอักษรตัวท่ีสาม เปนตัวอักษรตัวท่ีสี่  
    ได 25 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 5  เลือกตัวอักษร 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับตัวอักษรตัวท่ีสี่ เปนตัวอักษรตัวท่ีหา  
    ได 25 วิธ ี
      จากหลักการคูณ จํานวนวิธีสรางคําท่ีไมคํานึงถึงความหมาย ซ่ึงประกอบดวยตัวอักษร 
 ภาษาอังกฤษ 5 ตัว โดยท่ีตัวอักษร 2 ตัวท่ีติดกันตองแตกตางกัน มีท้ังหมด   
     26 25 25 25 25 10,156,250× × × × =  วิธ ี
9. 1)   การสรางจํานวนเต็มบวกสามหลักท่ีมากกวาหรือเทากับ 300 ประกอบดวย 3 ข้ันตอน 
  ดังนี้ 
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  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 3, 4, 5  เปนหลักรอย ได 3 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 4, 5  เปนหลักสิบ ได 6 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 4, 5  เปนหลักหนวย ได 6 วิธ ี
      จากหลักการคูณ จะไดจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวาหรือเทากับ 300 ท่ีสรางจากเลขโดด  
  0, 1, 2, 3, 4  และ 5 มีท้ังหมด 3 6 6 108× × =  จํานวน 
        ดังนั้น จํานวนเต็มบวกท่ีมากกวา 300 มีท้ังหมด 108 1 107− =  จํานวน 
 2)   การสรางจํานวนเต็มบวกสามหลักท่ีมากกวา 300 โดยเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากัน  
  ประกอบดวย 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
     ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 3, 4, 5  เปนหลักรอย ได 3 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 4, 5  และไมซํ้ากับหลักรอย  
     เปนหลักสิบ ได 5 วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีเหลือ เปนหลักหนวย ได 4 วิธ ี
      จากหลักการคูณ จะไดจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวา 300 ท่ีสรางจากเลขโดด 0, 1, 2, 3, 4   
  และ 5 โดยเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากัน มีท้ังหมด 3 5 4 60× × =  จํานวน 
10.  รหัสหนังสือของหองสมุดแหงนี้ มีองคประกอบ 4 สวน ไดแก 
 สวนท่ี 1 ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 2 ตัว มีได 26 26 676× =  วิธ ี
 สวนท่ี 2 เลขโดด 3 ตัว ท่ีไมเปนศูนยพรอมกัน  มีได 999 วิธี 
 สวนท่ี 3 ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว มีได 26 วิธี 
 สวนท่ี 4 เลขโดด 2 ตัว ท่ีไมเปนศูนยพรอมกัน  มีได 99 วิธี 
      จากหลักการคูณ จะไดวา รหัสหนังสือท่ีเปนไปไดท้ังหมดมี 676 999 26 99 1,738,283,976× × × =  รหัส 
11.   เขียนตารางแสดงแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาหนึ่งลูกสองครั้ง ไดดังนี้ 

ครั้งท่ี 1 
ครั้งท่ี 2 

1 2 3 4 5 6 

1 ( )1,  1  ( )1,  2  ( )1,  3  ( )1,  4  ( )1,  5  ( )1,  6  

2 ( )2,  1  ( )2,  2  ( )2,  3  ( )2,  4  ( )2,  5  ( )2,  6  

3 ( )3,  1  ( )3,  2  ( )3,  3  ( )3,  4  ( )3,  5  ( )3,  6  

4 ( )4,  1  ( )4,  2  ( )4,  3  ( )4,  4  ( )4,  5  ( )4,  6  

5 ( )5,  1  ( )5,  2  ( )5,  3  ( )5,  4  ( )5,  5  ( )5,  6  

6 ( )6,  1  ( )6,  2  ( )6,  3  ( )6,  4  ( )6,  5  ( )6,  6  
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 1)   วิธีท่ี 1 จากตารางจะไดวา จํานวนวิธีท่ีแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้งเทากัน  
    เปน 6 วิธ ี
      วิธีท่ี 2 ข้ันตอนท่ี 1 แตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาครั้งท่ี 1 มีได 6 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 แตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาครั้งท่ี 2 โดยใหแตมเทากับการ 
       ทอดลูกเตาครั้งท่ี 1 มีได 1 วิธ ี
    จากหลักการคูณ จะไดวา จํานวนวิธีท่ีแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้ง 
    เทากัน เปน 6 1 6× =  วิธ ี
 2)   วิธีท่ี 1 จากตารางจะไดวา จํานวนวิธีท่ีแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้งตางกัน 
    เปน 30 วิธ ี
       วิธีท่ี 2 เนื่องจาก จํานวนวิธีท่ีไดแตมจากการทอดลูกเตาสองครั้ง เปน 36 วิธี  
    และจํานวนวิธีท่ีแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้งเทากัน เปน 6  วิธ ี
    ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้งตางกันเปน  
    36 6 30− =   วิธ ี
      วิธีท่ี 3 ข้ันตอนท่ี 1 แตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาครั้งท่ี 1 มีได 6 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 แตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาครั้งท่ี 2 โดยใหแตมตางกับการ 
       ทอดลูกเตาครั้งท่ี 1 มีได 5 วิธ ี
    จากหลักการคูณ จะได จํานวนวิธีท่ีแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้ง 
    ตางกัน เปน 6 5 30× =  วิธ ี
   3)   จากตารางจะไดวา จํานวนวิธีท่ีผลรวมของแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาท้ังสองครั้ง 
  นอยกวา 10  เปน 30 วิธ ี
12.   1)   การสรางจํานวนเต็มบวกสามหลัก มี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีไมใช 0 เปนหลักรอย ได 9 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสบิ ได 10 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักหนวย ได 10 วิธี 
      จากหลักการคูณ จะได จํานวนเต็มบวกท่ีมีสามหลัก มีท้ังหมด 9 10 10 900× × = จํานวน 
 2)   การสรางจํานวนเต็มบวกสามหลัก ท่ีเลขโดดในหลักแรกและหลักสุดทายไมซํ้ากัน  
      มี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
     ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีไมใช 0 เปนหลักรอย ได 9 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีไมซํ้ากับหลักรอย เปนหลักหนวย ได 9 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสบิ ได 10 วิธ ี
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      จากหลักการคูณ จะได จํานวนเต็มบวกท่ีมีสามหลัก ท่ีเลขโดดในหลักแรกและหลักสุดทาย 
  ไมซํ้ากันมีท้ังหมด 9 9 10 810× × =  จํานวน 
 3)   การสรางจํานวนเต็มบวกสามหลัก ท่ีเลขโดดในหลักแรกและหลักสุดทายรวมกันได 10   
  มี  3 ข้ันตอน ดังนี้ 
     ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีไมใช 0 เปนหลักรอย ได 9 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว ท่ีรวมกับหลักรอยแลวได 10 เปนหลักหนวย ได 1 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสบิ ได 10 วิธ ี
      จากหลักการคูณ จะได จํานวนเต็มบวกท่ีมีสามหลัก ท่ีเลขโดดในหลักแรกและหลักสุดทาย 
  รวมกันได 10  มีท้ังหมด 9 1 10 90× × =  จํานวน 
13.   การสรางพาลินโดรมท่ีประกอบดวยตัวอักษรภาษาอังกฤษ 4 ตัว มี 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
 ข้ันตอนท่ี 1  เลือกตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว เปนตัวท่ีหนึ่ง ได 26 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว เปนตัวท่ีสอง ได 26 วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 3 เลือกตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว ซ่ึงตองเปนตัวอักษรเดียวกับตัวท่ีสองเปน 
    ตัวท่ีสาม ได 1 วิธี  
 ข้ันตอนท่ี 4 เลือกตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว ซ่ึงตองเปนตัวอักษรเดียวกับตัวท่ีหนึ่งเปน 
    ตัวท่ีสี่ ได 1 วิธ ี
      จากหลักการคูณ จะได พาลินโดรมท่ีประกอบดวยตัวอักษรภาษาอังกฤษ 4 ตัว โดยท่ีจะมี 
 ความหมายหรือไมก็ได มีท้ังหมด 26 26 1 1 676× × × =  คํา 
14.   1)   การนําผลไมใสตะกราโดยไมมีเง่ือนไข มี 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1 นําผลไมชนิดท่ี 1 ใสในตะกราใดตะกราหนึ่ง ทําได 6 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 2 นําผลไมชนิดท่ี 2 ใสในตะกราใดตะกราหนึ่ง ทําได 6 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 3 นําผลไมชนิดท่ี 3 ใสในตะกราใดตะกราหนึ่ง ทําได 6 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 4 นําผลไมชนิดท่ี 4 ใสในตะกราใดตะกราหนึ่ง ทําได 6 วิธี  
       จากหลักการคูณ จะไดจํานวนวิธีในการนําผลไมใสตะกราโดยไมมีเง่ือนไข มีท้ังหมด  
  6 6 6 6 1,296× × × =  วิธ ี
 2)   การนําผลไมใสตะกราโดยตะกราแตละใบมีผลไมไมเกิน 1 ผล มี 4 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1 นําผลไมชนิดท่ี 1 ใสในตะกราใดตะกราหนึ่ง ทําได 6 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 2 นําผลไมชนิดท่ี 2 ใสในตะกราใบหนึ่งท่ีวางอยู ทําได 5 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 3 นําผลไมชนิดท่ี 3 ใสในตะกราใบหนึ่งท่ีวางอยู ทําได 4 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 4 นําผลไมชนิดท่ี 4 ใสในตะกราใบหนึ่งท่ีวางอยู ทําได 3 วิธี  
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       จากหลักการคูณ จะไดจํานวนวิธีในการนําผลไมใสตะกราโดยตะกราแตละใบมีผลไม 
  ไมเกิน 1 ผล มีท้ังหมด 6 5 4 3 360× × × =  วิธี 
 

แบบฝกหัด 2.2  

1.   เนื่องจากมีหนังสือท่ีแตกตางกันท้ังหมด 9 เลม  
     สามารถนําหนังสือท้ังหมดนี้มาวางเรียงบนชั้นวางหนังสือ ทําไดท้ังหมด 9! 362,880=  วิธี 

2.   1)       8,4P  =   
( )

8!
8 4 !−

   

   =  8!
4!

   

   =  8 7 6 5× × ×   
   =  1,680 

 2)       10,2P  =   
( )

10!
10 2 !−

   

   =  10!
8!

   

   =  10 9×   
   =  90 

 3) 7,3P  =   
( )

7!
7 3 !−

   

   =  7!
4!

   

   =  7 6 5× ×   
   =  210 

 4)  20,2P  =   
( )

20!
20 2 !−

   

   =  20!
18!

   

   =  20 19×   
   =  380 

 5)       5,5P  =   
( )

5!
5 5 !−

   

   =  5!
0!

   

   =  5 4 3 2 1× × × ×   
   =  120 
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 6)       7,0P  =   
( )

7!
7 0 !−

   

   =  7!
7!

   

   =   1  
3.   จาก                    ,4nP  =  1,218 nP −×   

      จะได              
( )

!
4 !

n
n −

 =  ( )
( )

1 !
18

3 !
n
n
−

×
−

 

               ( )( )( )( )
( )

1 2 3 4 !
4 !

n n n n n
n

− − − −
−

 =  ( )( )( )
( )

1 2 3 !
18

3 !
n n n

n
− − −

×
−

 

      ( )( )( )1 2 3n n n n− − −  =  ( )( )18 1 2n n− −  

      จาก , 4nP  จึงไดวา 4n ≥  จะได ( )( )1 2 0n n− − ≠   

 นั่นคือ        ( )3n n −  =  18 

           2 3 18n n− −  =   0 
        ( )( )6 3n n− +  =   0 

      จะได  6 0n − =  หรือ 3 0n + =        
  นั่นคือ 6n =  หรือ 3n = −  
      เนื่องจาก n  เปนจํานวนเต็มบวก 
      ดังนั้น   n = 6 

4.        ,1 ,1n mP P+  =  
( ) ( )

! !
1 ! 1 !

n m
n m

+
− −

 

   =  ( )
( )

( )
( )

1 ! 1 !
1 ! 1 !

n n m m
n m
− −

+
− −

 

   =   n m+  

   =  ( )( )
( )

1 !
1 !

n m n m
n m

+ + −
+ −

 

   =  ( )
( )

!
1 !

n m
n m

+
+ −

 

   =   ,1n mP +  
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5.   ในท่ีนี้ n = 11 และ r = 5 

     จะได    11,5P  =  
( )

11!
11 5 !−

 

   =  11!
6!

 

   =  11 10 9 8 7× × × ×  
   =  55,440 
      ดังนั้น จํานวนวิธีในการจัดทีมผูเลนมีท้ังหมด 55,440 วิธ ี
6.  วิธีท่ี 1 ในท่ีนี้  n = 4 และ r = 3  

   จะได         4,3P  =  
( )

4!
4 3 !−

 

     =   4!
1!

 

     =   4 3 2 1× × ×  
     =   24 
   ดังนั้น สรางจํานวน 3 หลัก จากเลขโดด 2, 3, 5  และ 9 โดยท่ีแตละหลักมีเลขโดด 
   ไมซํ้ากัน ไดท้ังหมด 24 จํานวน 
 วิธีท่ี 2    การสรางจํานวน 3 หลัก จากเลขโดด 2, 3, 5  และ 9 โดยท่ีแตละหลักมีเลขโดด 
   ไมซํ้ากัน มี 3 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักรอย ได 4 วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักสบิ ได 3 วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว เปนหลักหนวย ได 2 วิธ ี
   จากหลักการคูณ สรางจํานวน 3 หลัก จากเลขโดด 2, 3, 5  และ 9 โดยท่ีแตละหลักมี 
   เลขโดดไมซํ้ากัน ไดท้ังหมด 4 3 2 24× × =  จํานวน 
7.   รูปแบบการนั่งให 3 คน ไมมีใครนั่งติดกัน มี 4 รูปแบบ คือ ใหท้ัง 3 คน นั่งบนเกาอ้ีในตําแหนง 
 ท่ี ( ) ( ) ( )1, 3, 5 , 1, 3, 6 , 1, 4, 6  และ ( )2, 4, 6   

      และในแตละรูปแบบ ท้ัง 3 คน สามารถนั่งสลับตําแหนงกันได 3! วิธี  
     โดยหลักการคูณ มีวิธีท่ีจัดใหคน 3 คน นั่งเกาอ้ี 6 ตัว โดยท่ีไมมีใครนั่งติดกัน ได 4 3! 24× = วิธี 
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8.   1)   เนื่องจากมีหนังสือรวมกัน 9 เลม  
  นํามาเรียงสับเปลี่ยน ไดท้ังหมด 9!  = 362,880  วิธี 
 2)   เนื่องจากตองการใหหนังสือเลมแรกและเลมสุดทายเปนหนังสือคณิตศาสตร 
      จะจัดหนังสือเลมแรกและเลมสุดทายเปนหนังสือคณิตศาสตรได 2,2P  วิธี 

      จากนั้นจัดหนังสือท่ีเหลือท้ังหมดไวระหวางหนังสือคณิตศาสตร 2 เลม ได 7! วิธ ี
      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงหนังสือโดยใหหนังสือเลมแรกและเลมสุดทายเปนหนังสือ 

  คณิตศาสตรไดท้ังหมด 2,2 7! 10,080P × =  วิธ ี

 3)   เนื่องจากตองการใหหนังสือวิชาเดียวกันอยูติดกัน 
      จะพิจารณาวาหนังสือวิชาเดียวกันมัดติดกัน โดยคิดเปนสิ่งของ 1 ชิ้น  
      ดังนั้น จะมีหนังสืออยู 3 มัด จัดเรียงได 3! วิธ ี
      แตละวิธีใน 3! วิธีนี้ มัดท่ีเปนหนังสือเคมีท่ีตางกัน 3 เลม จัดเรียงได 3! วิธี  
  มัดท่ีเปนหนังสือคณิตศาสตรท่ีตางกัน 2 เลม จัดเรียงได 2! วธิี  
  และมัดท่ีเปนหนังสือภาษาอังกฤษท่ีตางกัน 4 เลม จัดเรียงได 4! วิธี  
       ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงใหหนังสือวิชาเดียวกันอยูติดกันไดท้ังหมด 3!3!2!4! 1,728=  วิธ ี
9. 1)   การจัดคนท่ีมาสมัครเขาทํางาน มี 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1  จัดผูสมัครท่ีเปนผูชาย ได 6,3P  วิธ ี

  ข้ันตอนท่ี 2   จัดผูสมัครท่ีเปนผูหญิง ได 5,2P  วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดคนท่ีมาสมัครเขาทํางาน มีท้ังหมด 6,3 5,2
6! 5! 2,400
3! 3!

P P× = × =  วิธ ี

 2)   การจัดคนท่ีมาสมัครเขาทํางาน โดยมีชาติเปนหนึ่งในผูสมัครงาน และชาติไดเขา 
  ทํางาน ทําไดโดยเลือกตําแหนงงานท่ีวางสําหรับผูชายใหชาติทําได 3 วิธี  
      นั่นคือ จะเหลือผูสมัครท่ีเปนผูชาย 5 คน และตําแหนงวาง 2 ตําแหนง ซ่ึงจัดได 5,2P  วิธี  

  และจัดผูสมัครท่ีเปนผูหญิงเขาทํางานได 5,2P  วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดคนท่ีมาสมัครเขาทํางาน โดยชาติเปนหนึ่งในผูสมัครงานและชาติได 
  เขาทํางาน มีท้ังหมด 5,2 5,23 1,200P P× × =  วิธี 

 3)   การจัดคนท่ีมาสมัครเขาทํางาน จะจัดผูมาสมัครท่ีเปนผูชายได 6,3P  วิธี  

      เนื่องจากรุงไดเขาทํางาน จัดตําแหนงท่ีวางงานสําหรับผูหญิงใหรุงทําได 2 วิธี  
  จะเหลือผูสมัครงานท่ีเปนผูหญิง 4 คน  
  แตหญิงไมไดเขาทํางาน จะเหลือผูสมัครงานท่ีเปนผูหญิงเพียง 3 คน ซ่ึงจัดได 3,1P  วิธ ี
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      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดคนท่ีมาสมัครเขาทํางาน โดยรุงและหญิงเปนสองคนในผูสมัครงาน  
  และรุงไดเขาทํางานแตหญิงไมไดเขาทํางาน มีท้ังหมด 6,3 3,12 720P P× × =  วิธี   

10.   เนื่องจากตองการใหไมมีผูหญิง 2 คนใดยืนติดกัน จะแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
  ข้ันตอนท่ี 1 จัดผูชาย 6 คน ยืนเรียงแถวได 6! วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 จัดผูหญิง 3 คน ยืนแทรกระหวางผูชายได 7 ตําแหนง จัดได 7,3P  วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจะจัดผูชาย 6 คน และผูหญิง 3 คน ยืนเรียงแถวหนากระดาน โดยท่ีไมมี 

 ผูหญิง 2 คนใดยืนติดกัน มีท้ังหมด 7,36! 151,200P× =  วิธ ี

11.  1) เนื่องจากมีหนังสือท่ีแตกตางกัน 8 เลม จะนําหนังสือท้ังหมดมาวางเรียงเปนแถว ได 8! วิธี     
  2)   เนื่องจากตองการใหหนังสือภูมิศาสตรไมอยูติดกัน จะแบงเปน 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
   ข้ันตอนท่ี 1 จัดหนังสือท่ีไมใชหนังสือภูมิศาสตรกอน ได 5!  วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 2 จัดหนังสือภูมิศาสตรแทรกได 6 ตําแหนง ได 6,3P  วิธ ี

         ดังนั้น จะนําหนังสือท้ังหมดมาวางเรียงเปนแถว โดยท่ีหนังสือภูมิศาสตรไมอยูติดกัน  
   ได 6,35! 14,400P× =  วิธี 

12.   1)   เนื่องจากตองการให เทียนหอม อิงฟา มะตูม และปนจั่น เขาเสนชัย 4 อันดับแรก จะมี 
  ได 4! รูปแบบ 
     เหลือผูเขาแขงขันอีก 96 คน ซ่ึงจะเขาเสนชัยเปนอันดับใดก็ไดใน 96 อันดับท่ีเหลือ  
  มีได 96! รูปแบบ 
      ดังนั้น จํานวนรูปแบบการเขาเสนชัยของผูเขาแขงขันท้ังหมด โดยท่ี เทียนหอม อิงฟา  
  มะตูม และปนจั่น เขาเสนชัย 4 อันดับแรก คือ 4! 96!×  รูปแบบ 
 2)   เทียนหอม เขาเสนชันอันดับท่ี 5 มีได 1 รูปแบบ 

       อิงฟา มะตูม ปนจั่น เขาเสนชัยในอันดับท่ีนอยกวาอันดับท่ี 5 มีได 4,3P  รูปแบบ 

      เหลือผูเขาแขงขันอีก 96 คน ซ่ึงจะเขาเสนชัยเปนอันดับใดก็ไดใน 96 อันดับท่ีเหลือ  
  มีได 96! รูปแบบ 
      ดังนั้น จํานวนรูปแบบการเขาเสนชัยของผูเขาแขงขันท้ังหมด โดยท่ีเทียนหอมเขาเสนชัย 
  อันดับท่ี 5 และ อิงฟา มะตูม ปนจั่น เขาเสนชัยในอันดับท่ีนอยกวาอันดับท่ี 5 คือ  
  4,3 96! 24 96!P × = ×  รูปแบบ 
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 3)   เทียนหอม และ อิงฟา เขาเสนชัย 50 อันดับแรก มีได 50,2P  รูปแบบ 

      มะตูม และ ปนจั่น เขาเสนชัยในอันดับท่ีมากกวาอันดับท่ี 50 มีได 50,2P  รูปแบบ 

      และเหลือผูเขาแขงขันอีก 96 คน ซ่ึงจะเขาเสนชัยเปนอันดับใดก็ได ใน 96 อันดับท่ีเหลือ  
  มีได 96! รูปแบบ 
      ดังนั้น จํานวนรูปแบบการเขาเสนชัยของผูเขาแขงขันท้ังหมด โดยเทียนหอมและอิงฟา  
  เขาเสนชัย 50 อันดับแรก มะตูมและ ปนจั่น เขาเสนชัยในอันดับท่ีมากกวาอันดับท่ี 50   
  คือ 2 2

50,2 50,2 96! 49 50 96!P P× × = × ×  รูปแบบ 

 4)   เนื่องจากการแขงขันนี้ใหรางวัลผูเขาเสนชัยสามอันดับแรก และ เทียนหอมไดรางวัล  
  แตอิงฟาไมไดรางวัล จะไดวา รูปแบบการเขาเสนชัยของ เทียนหอม มีได 3 รูปแบบ  
  รูปแบบการเขาเสนชัยของ อิงฟา มีได 97 รูปแบบ และเหลือผูเขาแขงขันอีก 98 คน ซ่ึง 
  จะเขาเสนชัยเปนอันดับใดก็ไดใน 98 อันดับท่ีเหลือ มีได 98! รูปแบบ 
       ดังนั้น จํานวนรูปแบบการเขาเสนชัยของผูเขาแขงขันท้ังหมด โดยท่ี เทียนหอมไดรางวัล  
  แตอิงฟาไมไดรางวัล คือ 3 97 98! 291 98!× × = ×  รูปแบบ 
 

แบบฝกหัด 2.3  

1.   มีกระถางตนไมท้ังหมด 9 กระถาง 
     เปนกระถางตนมะลิ 3 กระถาง 
     เปนกระถางตนกุหลาบ 2 กระถาง 
     และเปนกระถางตนดาวเรือง 4 กระถาง  

     ดังนั้น จะจัดวางกระถางใหเกิดรูปแบบท่ีแตกตางกันได 9! 1,260
3!2!4!

=  แบบ 

2.   มีเลขโดดท้ังหมด 7 ตัว 
     มีเลขโดด 0 อยู 1 ตัว 
     มีเลขโดด 2 อยู 2 ตัว 
     มีเลขโดด 3 อยู 3 ตัว 
     และมีเลขโดด 4 อยู 1  ตัว  
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 วิธีท่ี 1 มีเลขโดดท่ีไมรวมศูนยท้ังหมด 6 ตัว คือ 2, 2, 3, 3, 3 และ 4  

       จะสามารถจัดเรียงเลขโดดเหลานี้ได 6! 60
2!3!1!

=  วิธี 

       และนําเลขโดด 0 มาแทรกระหวางเลขโดดท่ีจัดเรียงแลว โดยไมอยูตําแหนงแรกสุด  
   ได 6 ตําแหนง  
       ดังนั้น จะสรางจํานวนท่ีมากกวาหนึ่งลานไดท้ังหมด 60 6 360× = จํานวน 

 วิธีท่ี 2 สามารถจัดเรียงเลขโดดท้ัง 7 ตัวนี้ ได 7! 420
1!2!3!1!

=  จํานวน 

      ในจํานวนนี้ จะมีจํานวนท่ีนอยกวา 1 ลาน นั่นคือ จํานวนท่ีมีเลขโดด 0 อยูใน 

   ตําแหนงแรก อยู 6! 60
2!3!1!

=  จํานวน 

    ดังนั้น จะสรางจํานวนท่ีมากกวาหนึ่งลานไดท้ังหมด 420 60 360− =  จํานวน 
 วิธีท่ี 3 สรางจํานวนท่ีมากกวาหนึ่งลานได 3 กรณี ดังนี้ 
   กรณีท่ี 1 เลขโดด 2 อยูในหลักลาน 

     จัดเลขโดดท่ีเหลือในหลักอ่ืนๆ ได 6! 120
1!1!3!1!

=  วิธี 

   กรณีท่ี 2 เลขโดด 3 อยูในหลักลาน 

    จัดเลขโดดท่ีเหลือในหลักอ่ืนๆ ได 6! 180
1!2!2!1!

=  วิธ ี

   กรณีท่ี 3 เลขโดด 4 อยูในหลักลาน 

     จัดเลขโดดท่ีเหลือในหลักอ่ืนๆ ได 6! 60
1!2!3!

=  วิธ ี

   ดังนั้น จะสรางจํานวนท่ีมากกวาหนึ่งลานได 120 180 60 360+ + = จํานวน 
3.   1)   เนื่องจากมีหลอดไฟท้ังหมด 15 หลอด เปนหลอดไฟสีขาว 4 หลอด หลอดไฟสีแดง  
  5 หลอด และหลอดไฟสีน้ําเงิน 6 หลอด 

      ดังนั้น จะมีวิธีประดับหลอดไฟไดแตกตางกันท้ังหมด 15! 630,630
4!5!6!

=  วิธ ี

 2)   เนื่องจากตองการใหหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน  
      จะพิจารณาวาหลอดไฟสีเดียวกันมัดติดกัน โดยคิดเปนสิ่งของ 1 ชิ้น 
      ดังนั้น จะมีหลอดไฟอยู 3 มัด จัดเรียงได 3! วิธ ี
      เนื่องจากในแตละมัดหลอดไฟสีเดียวกันไมตางกัน จึงถือวาจัดเรียงได 1 วิธ ี
      จะไดวา จะมีวิธีประดับหลอดไฟ โดยใหหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน ได 6 วิธี 
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 3)   เนื่องจากตองการใหหลอดไฟสีขาวอยูทางซายสุด และหลอดไฟสีน้ําเงินอยูทางขวาสุด  
  ดังนั้นจะเหลือหลอดไฟสีขาวและสีน้ําเงินใหประดับ 3 และ 5 หลอด ตามลําดับ  
  นั่นคือ เหลือหลอดไฟท้ังหมด 13 หลอด เปนหลอดไฟสีขาว 3 หลอด หลอดไฟสีแดง  
  5 หลอด และหลอดไฟสีน้ําเงิน 5 หลอด 
      ดังนั้น มีวิธีประดับหลอดไฟ โดยใหหลอดไฟสีขาวอยูทางซายสุด และหลอดไฟสีน้ําเงิน 

  อยูทางขวาสุด ได  13! 72,072
3!5!5!

=  วิธี 

4.   วิธีท่ี 1   มีตัวอักษรไมรวมตัว O ท้ังหมด 7 ตัว 
           มีตัวอักษร C อยู 2 ตัว 
         มีตัวอักษร H, L, A, T และ E อยางละ 1 ตัว 

         จะไดวามีวิธีจัดเรียงตัวอักษรเหลานี้ได 7! 7!
2!1!1!1!1!1! 2!

=  วิธี 

         และนําตัวอักษร O มาแทรกระหวางตัวอักษรท่ีจัดเรียงได 8 ตําแหนง ได 8,2P  วิธ ี

         แตเนื่องจากตัวอักษร O อยู 2 ตัวเหมือนกัน จะจัดเรียงได 8,2 28
2

P
=  วิธ ี

           ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงตัวอักษรดังกลาว โดยตัวอักษร O ไมอยูติดกัน มี  

         7! 28 70,560
2!
× =  วิธ ี

 วิธีท่ี 2   ในคําวา CHOCOLATE มีตัวอักษรท้ังหมด 9 ตัว 
     มีตัวอักษร C อยู 2 ตัว 
     มีตัวอักษร O อยู 2 ตัว 
     และมีตัวอักษร H, L, A, T และ E อยางละ 1 ตัว  

     สามารถจัดเรียงตัวอักษรดังกลาวได 9! 9!
2!2!1!1!1!1!1! 2!2!

=  วิธ ี

     ในจํานวนนี้มีวิธีจดัเรียงตวัอักษรโดยท่ีอักษร O ท้ังสองอยูติดกันได 8! 8!
2!1!1!1!1!1! 2!

=  วิธี  

     ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงตัวอักษรดังกลาว โดยตัวอักษร O ไมอยูติดกัน มี  

         9! 8! 90,720 20,160 70,560
2!2! 2!

− = − =  วิธ ี
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5.   ใหการเดินทางไปทางทิศเหนือ 1 ชอง แทนดวยตัวอักษร N 
      และการเดินทางไปทางทิศตะวันออก 1 ชอง แทนดวยตัวอักษร E 
 1)   การเดินทางจากจุด O ไปยังจุด P  จะพิจารณาเชนเดียวกับการจัดเรียงตัวอักษร N  

  จํานวน 8 ตัว และตัวอักษร E  จํานวน 7 ตัว ซ่ึงจัดได 15!
8!7!

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนเสนทางท้ังหมดจากจุด O ไปยังจุด P มี 15! 6,435
8!7!

=  เสนทาง 

 2)   เนื่องจากตองการผานจุด A จะแบงออกเปน 2 ข้ันตอน 
   ข้ันตอนท่ี 1  การเดินทางจากจุด O ไปยังจุด A จะพิจารณาเชนเดียวกับการจัดเรียง

ตัวอักษร N จํานวน 4 ตัว และตัวอักษร E จํานวน 4 ตัว ซ่ึงจัดได 8!
4!4!

 วิธี 

     ดังนั้น จํานวนเสนทางจากจุด O ไปยังจุด A มี 8!
4!4!

 เสนทาง 

  ข้ันตอนท่ี 2 การเดินทางจากจุด A ไปยังจุด P จะพิจารณาเชนเดียวกับการจัดเรียง

ตัวอักษร N จํานวน 4 ตัว และตัวอักษร E จํานวน 3 ตัว ซ่ึงจัดได 7!
4!3!

 วิธี 

     ดังนั้น จํานวนเสนทางจากจุด A ไปยังจุด P มี 7!
4!3!

 เสนทาง 

       จะไดวา จํานวนเสนทางท้ังหมดจากจุด O  ไปยังจุด P โดยผานจุด A มี  

  8! 7! 2,450
4!4! 4!3!

× =  เสนทาง 

 

แบบฝกหัด 2.4  

1.   การจัดนักเรียนทําการแสดง โดยท่ีนักเรียนหญิงหนึ่งคนอยูตรงกลาง ทําได 4 วิธี 
     และจะเหลือนักเรียนอีก 6 คน ซ่ึงสามารถเขาแถวเปนวงกลมได ( )6 1 ! 5!− =  วิธ ี

     ดังนั้น จะจัดนักเรียนเพ่ือทําการแสดงใหเกิดรูปแบบท่ีแตกตางกันท้ังหมด ได 4 5! 480× =  วิธ ี
2.   เนื่องจากตองการใหนักเรียนชายนั่งติดกันและนักเรียนหญิงนั่งติดกัน  
     จะพิจารณามัดคนนั่งติดกันเปนของ 1 มัด 
     ดังนั้น จะมีของอยู 2 มัด จัดเรียงเปนวงกลมได ( )2 1 !−  วิธ ี

     ในแตละวิธีนี้ มัดท่ีเปนนักเรียนชาย 3 คนนั้น จัดเรียงได 3! วิธี และมัดท่ีเปนนักเรียนหญิง  
 จัดเรียงได 3! วิธี  
    ดังนั้น จะจัดนักเรียนนั่งรอบโตะกลม โดยท่ีนักเรียนชายนั่งติดกันและนักเรียนหญิงนั่งติดกัน  
 ได ( )2 1 ! 3! 3! 36− × × =  แบบ 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     295 
 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

3. 1)   จัดสมาชิกครอบครัวนี้ซ่ึงมี 6 คน นั่งรอบโตะกลม ไดท้ังหมด ( )6 1 ! 5! 120− = =  แบบ 

 2)   เนื่องจากตองการใหพอและแมนั่งติดกัน จะพิจารณามัดพอแมเปนของ 1 มัด 

      ดังนั้น จะมีคนท้ังหมด 5 คน นั่งโตะเปนวงกลมได ( )5 1 !−  แบบ 

      ในแตละวิธีนี้ พอและแมสามารถนั่งสลับได 2 แบบ 
      ดังนั้น จะจัดสมาชิกครอบครัวนี้นั่งโตะกลม โดยท่ีพอและแมนั่งติดกัน ได  
  ( )5 1 ! 2 48− × =  แบบ 

 3)   วิธีท่ี 1   เนื่องจากตองการใหพอและแมไมนั่งติดกัน จะสามารถทําได 2 ข้ันตอน ดังนี้ 
    ข้ันตอนท่ี 1  จัดลูก 4 คน นั่งรอบโตะกลม ได ( )4 1 !−  วิธี 

    ข้ันตอนท่ี 2 จัดพอและแมนั่งแทรกลูกท้ัง 4 คน ซ่ึงมี 4 ตําแหนง ได 4,2P  วิธ ี

        ดังนั้น จะจัดสมาชิกครอบครัวนี้นั่งโตะกลม โดยท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน ได   
    ( ) 4,24 1 ! 72P− × =  วิธี  

       วิธีท่ี 2 เนื่องจากมีวิธีจัดสมาชิกครอบครัวนี้ นั่งรอบโตะกลมได 120 วิธ ี
    และจากขอ 2) จะมีวิธีจัดสมาชิกครอบครัวนี้ นั่งรอบโตะกลม โดยใหพอ 
    และแมนั่ง ติดกัน ได 48 วิธ ี
   ดังนั้น จะจัดสมาชิกครอบครัวนี้นั่งโตะกลม โดยท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน  
   ได  120 48 72− =  วิธี  
4.   จัดใหนักเรียนชาย 4 คน นั่งเปนวงกลมกอน ได ( )4 1 !−  วิธ ี

     ตอมาจัดนักเรียนหญิง 3 คน นั่งแทรกระหวางนักเรียนชายซ่ึงมีท่ีวาง 4 ตําแหนง ได 4,3P  วิธ ี

     ดังนั้น จะจัดนักเรียนชายและนักเรียนหญิงนั่งเปนวงกลม โดยไมใหนักเรียนหญิงสองคนใด 

 นั่งติดกัน ได ( ) 4,34 1 ! 144P− × =  วิธ ี

 

แบบฝกหัด 2.5  

1.   ตองการเลือกตัวแทนนักเรียน 5 คน จากนักเรียนกลุมหนึ่งซ่ึงมี 8 คน ทําได 8,5
8! 56

3!5!
C = =  วิธ ี

2.   ตองการเลือกทําขอสอบ 4 ขอ จากขอสอบ 6 ขอ ทําได 6,4
6! 15

2!4!
C = =  วิธ ี
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3.   1)   เนื่องจากมีผลไมในตะกราท้ังหมด 14 ผล 
       ดังนั้น จํานวนวิธีในการเลือกหยิบผลไม 4 ผล จากผลไม 14 ผล ในตะกรา เปน 

        
14

1,001
4

 
= 

 
 วิธ ี

 2)   เนื่องจากตองการหยิบไดเงาะท้ังสี่ผล จะได 

      หยิบเงาะ 4 ผล จากเงาะ 8 ผล ทําได 
8

70
4
 

= 
 

 วิธี 

       ดังนั้น จํานวนวิธีในการเลือกหยิบผลไม 4 ผล จากตะกรา โดยท่ีหยิบไดเงาะท้ังสี่ผล  
  เปน 70 วิธี  
 3)   เนื่องจากตองการใหหยิบไมไดสมเลย  

      นั่นคือ หยิบผลไม 4 ผล จากผลไม 10 ผลท่ีไมใชสม ในตะกรา ทําได 
10

210
4

 
= 

 
 วิธ ี

       ดังนั้น จํานวนวิธีในการเลือกหยิบผลไม 4 ผล จากตะกรา โดยท่ีหยิบไมไดสมเลย 
      เปน 210 วิธี 
4.   เนื่องจากตองการหยิบลูกบอล 3 ลูก โดยท่ีไดลูกบอลทุกสี นั่นคือ หยิบไดสีละลูก 

     หยิบลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 
5
1
 
 
 

 วิธี 

     หยิบลูกบอลสีขาว 1 ลูก จากลูกบอลสีขาว 3 ลูก ได 
3
1
 
 
 

 วิธ ี

      และหยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 1 ลูก จากลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก ได 
3
1
 
 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีการหยิบลูกบอล โดยท่ีไดลูกบอลครบทุกสี เทากับ 
5 3 3

45
1 1 1
   

=   
   

 วิธี 

5. 1)   เนื่องจากมีไพสีแดงและไพสีดําอยางละ 26 ใบ 
      การหยิบไพใบแรกไดไพสีแดงและใบท่ีสองไดไพสีดํา สามารถทําไดดังนี้ 

  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกไพสีแดง 1 ใบ จากไพสีแดง 26 ใบ ทําได 
26
1

 
 
 

 วิธ ี

  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกไพสีดํา 1 ใบ จากไพสีดํา 26 ใบ ทําได 
26
1

 
 
 

 วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีหยิบไพใบแรกไดไพสีแดงและใบท่ีสองไดไพสีดํา เทากับ  

     
26 26

676
1 1

  
=  

  
 วิธ ี
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 2)   เนื่องจากมีไพ K ท้ังหมด 4 ใบ 
      การหยิบไพไดไพ K ท้ังสองใบ สามารถทําไดดังนี้ 

  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกไพ K 1 ใบ จากไพ K ท้ังหมด 4 ใบ ทําได 
4

4
1
 

= 
 

 วิธี  

  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกไพ K 1 ใบ จากไพ K ท่ีเหลือ 3 ใบ ทําได 
3

3
1
 

= 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีหยิบไพ K ท้ังสองใบ ทําได 4 3 12× =  วิธ ี
6.   1)   เนื่องจากปกรณตองไดรับเลือกใหเปนกรรมการ  

      นั่นคือจะสามารถเลือกกรรมการไดอีก 2 คน จากสมาชิก 19 คน ซ่ึงทําได 
19

171
2

 
= 

 
 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีในการเลือกกรรมการ โดยท่ีปกรณตองไดรับเลือกใหเปนกรรมการ  
  เทากับ 171 วิธี  
 2)   เลือกสามี หรือ ภรรยามาเปนกรรมการได 2 วิธี  

      แลวจะสามารถเลือกกรรมการไดอีก 2 คน จากสมาชิก 18 คน ซ่ึงทําได 
18
2

 
 
 

 วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีในการเลือกกรรมการ โดยท่ีสามีภรรยาคูหนึ่ง ไดรับเลือกเปนกรรมการ 

  เพียงหนึ่งคน เทากับ 
18

2 306
2

 
× = 
 

 วิธ ี

7.   วิธีท่ี 1 การเลือกผูแทน 3 คน จากคน 9 คน โดยตองมีผูชายอยางนอย 1 คน แบงเปน  
   3 กรณี  ดังนี้ 
   กรณีท่ี 1 มีผูชาย 1 คน 

     เลือกผูชาย 1 คน จากผูชาย 4 คน ได 
4
1
 
 
 

 วิธ ี

     เลือกผูหญิง 2 คน จากผูหญิง 5 คน ได 
5
2
 
 
 

 วิธี 

     ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกไดผูชาย 1 คน เทากับ 
4 5

40
1 2
  

=  
  

 วิธ ี
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   กรณีท่ี 2  มีผูชาย 2 คน 

     เลือกผูชาย 2 คน จากผูชาย 4 คน ได 
4
2
 
 
 

 วิธ ี

     เลือกผูหญิง 1 คน จากผูหญิง 5 คน ได 
5
1
 
 
 

 วิธี 

     ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกไดผูชาย 2 คน เทากับ 
4 5

30
2 1
  

=  
  

 วิธ ี

   กรณีท่ี 3 มีผูชาย 3 คน 

     เลือกผูชาย 3 คน จากผูชาย 4 คน ได 
4
3
 
 
 

 วิธ ี

     ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกไดผูชาย 3 คน เทากับ 
4

4
3
 

= 
 

 วิธ ี

       จะได จํานวนวิธีเลือกผูแทน 3 คน โดยตองมีผูชายอยางนอย 1 คน เทากับ 
       40 30 4 74+ + =  วิธ ี

      วิธีท่ี 2 วิธีเลือกผูแทน 3 คน จากคน 9 คน ทําได 
9

84
3
 

= 
 

 

   มีวิธีการเลือกผูแทน 3 คน โดยเปนผูหญิงท้ังสามคน ได 
5

10
3
 

= 
 

 วิธ ี

   ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกผูแทน 3 คน โดยตองมีผูชายอยางนอย 1 คน เทากับ 
   84 10 74− =  วิธี  
8.   เนื่องจากตองการใหมีมะละกอและละมุดรวมอยูดวย 
     จึงจะพิจารณาวาเลือกผลไม 2 ชนิด จาก 4 ชนิดท่ีเหลือ คือ แกวมังกร ชมพู ฝรั่ง และนอยหนา  

 ซ่ึงทําได 
4

6
2
 

= 
 

 วิธี 

     ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกผลไม 4 ชนิด ท่ีมีมะละกอและละมุดรวมอยูดวย เทากับ 6 วิธ ี
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9.   การสรางรูปหลายเหลี่ยมจากจุดบนวงกลม 6 จุด ทําได 4 กรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ี 1  สรางรูปสามเหลี่ยม  

   เลือกจุด 3 จุด จากจุด 6 จุด ได 
6

20
3
 

= 
 

 วิธ ี

 กรณีท่ี 2 สรางรูปสี่เหลี่ยม 

   เลือกจุด 4 จุด จากจุด 6 จุด ได 
6

15
4
 

= 
 

 วิธ ี

 กรณีท่ี 3 สรางรูปหาเหลี่ยม 

   เลือกจุด 5 จุด จากจุด 6 จุด ได 
6

6
5
 

= 
 

 วิธ ี

 กรณีท่ี 4 สรางรูปหกเหลี่ยม 

   เลือกจุด 6 จุด จากจุด 6 จุด ได 
6

1
6
 

= 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีสรางรูปหลายเหลี่ยมแนบในวงกลมโดยใชจุดเหลานี้เปนจุดยอด เทากับ  
    20 15 6 1 42+ + + =  วิธ ี
10.   จากโจทย จะไดวามีสม 6 ผล มังคุด 3 ผล และมะมวง 1 ผล  
      การหยิบไดผลไมชนิดละ 1 ผล ทําไดโดย 

      หยิบสม 1 ผล จากสม 6 ผล ได 
6
1
 
 
 

 วิธ ี

      หยิบมังคุด 1 ผล จากมังคุด 3 ผล ได 
3
1
 
 
 

 วิธ ี

      หยิบมะมวง 1 ผล จากมะมวง 1 ผล ได 
1
1
 
 
 

 วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบผลไมจากตะกราใบนี้จํานวน 3 ผล โดยหยิบผลไมไดชนิดละ 1 ผล  

      เทากับ 
6 3 1

18
1 1 1
   

=   
   

 วิธ ี
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แบบฝกหัด 2.6  

1. 1)       ( )52 3x y+  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 2 2 35 5 5 5
2 2 3 2 3 2 3

0 1 2 3
x x y x y x y       

+ + +       
       

 

        ( )( ) ( )4 55 5
2 3 3

4 5
x y y   

+ +   
   

 

    =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 2 2 32 5 2 3 10 2 3 10 2 3x x y x y x y+ + +  

        ( )( ) ( )4 55 2 3 3x y y+ +  

    =  5 4 3 2 2 3 4 532 240 720 1080 810 243x x y x y x y xy y+ + + + +  

 2)       ( )522x y−  =   ( )( )522x y+ −  

    =    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 4 3 22 32 2 2 25 5 5 5

2 2 2 2
0 1 2 3

x x y x y x y       
+ − + − + −       

       
 

         ( )( ) ( )4 525 5
2

4 5
x y y   

+ − + −   
   

 

    =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 22 2 2 2 2 3 2 4 52 5 2 10 2 10 2 5 2x x y x y x y x y y− + − + −  

    =  10 8 6 2 4 3 2 4 532 80 80 40 10x x y x y x y x y y− + − + −  

 3)       
7

23x
y

 
− 

 
 =  

7
23x
y

  
+ −  
  

 

    =  ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

7 6 5 47 7 7 72 2 23 3 3 3
0 1 2 3

x x x x
y y y

            
+ − + − + −            

            
 

       ( ) ( ) ( )
4 5 6 7

3 27 7 7 72 2 2 23 3 3
4 5 6 7

x x x
y y y y

              
+ − + − + − + −              
              

 

    =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

7 6 5 4 32 2 2 23 7 3 21 3 35 3 35 3x x x x x
y y y y

       
− + − +       

       
 

         ( ) ( )
5 6 7

2 2 2 221 3 7 3x x
y y y

     
− + −     

     
 

    =  
6 5 4 3 2

7
2 3 4 5

10206 20412 22680 15120 60482187 x x x x xx
y y y y y

− + − + −  

        6 7
1344 128x

y y
+ −  
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 4)       
4

3
2
x

y
 

+ 
 

 =  
2 3 44 3 24 4 4 4 43 3 3 3

0 1 2 3 42 2 2 2
x x x x

y y y y
                       + + + +                       

                       
 

    =  
2 3 44 3 23 3 3 34 6 4

2 2 2 2
x x x x

y y y y
              + + + +              

              
 

    =  
4 3 2

2 3 4
3 27 54 81

16 2 2
x x x x

y y y y
+ + + +  

2.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 6 4x y  คือ 

   ( ) ( )6 410
2 3

4
x y 

 
 

 =  ( ) ( )6 4210 2 3x y  

     =  ( ) 6 4 6 4210 2 3 x y  

      ดังนั้น สัมประสิทธิ์ของ 6 4x y  คือ ( ) 6 4210 2 3  

3.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 5 16x y  คือ 

   ( ) ( )85 213
2

8
x y 

 
 

 =  ( ) ( )85 21287 2x y  

     =  ( ) 8 5 161287 2 x y  

      ดังนั้น สัมประสิทธิ์ของ 5 16x y  คือ ( ) 81287 2  

4.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 9 14x y  คือ 

        ( ) ( )3 73 210
3

7
x y 

− 
 

 =  ( ) ( )3 73 2120 3x y−  

     =  ( ) 7 9 14120 3 x y−  

      ดังนั้น สัมประสิทธิ์ของ 9 14x y  คือ ( ) 7120 3−  

5.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 7x  คือ 

           ( ) ( )7 310
2 3

3
x 

− 
 

 =  ( ) ( )7 3120 2 3x−  

     =  ( ) 7 3 7120 2 3 x−  

      ดังนั้น สัมประสิทธิ์ของ 7x  คือ ( ) 7 3120 2 3−  
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6.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ี 1k +   คือ  

      
626 3

4

k kx
k x

−
    −    

   
 =  

( )12 2

6

6 3
4

kk

k k
x

k x

−

−

− 
⋅ ⋅ 

 
 

     =  
( ) 12 2

6

6 3
4

k
k k

k x
k

− −
−

− 
⋅ ⋅ 

 
 

     =  
( ) 12 3

6

6 3
4

k
k

k x
k

−
−

− 
⋅ ⋅ 

 
 

      ให  12 3k−  = 0  จะได  k = 4 
      ดังนั้น พจนท่ีไมมี x คือ พจนท่ี 5 

      นั่นคือ  
2 426 3

4 4
x

x
    −    

   
 =  

2 42 315
4
x

x
   
   

  
 

     =  ( )4115 3
16
 
 
 

 

      ดังนั้น พจนท่ีไมมี x คือ 1215
16

 

 

แบบฝกหัดทายบท  

1.   รูปสี่เหลี่ยมผืนผาท่ีเกิดจากการเรียงกระเบื้องขางตน มี 6 ขนาด ไดแก 
ขนาดท่ี 1 รูปสี่เหลี่ยมผืนผา  มีท้ังหมด 6 รูป 

ขนาดท่ี 2 รูปสี่เหลี่ยมผืนผา  มีท้ังหมด 3 รูป 

ขนาดท่ี 3 รูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 

มีท้ังหมด 6 รูป 

ขนาดท่ี 4 รูปสี่เหลี่ยมผืนผา  

 

มีท้ังหมด 3 รูป 

ขนาดท่ี 5 รูปสี่เหลี่ยมผืนผา 
 

มีท้ังหมด 2 รูป 

ขนาดท่ี 6 รูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

 

มีท้ังหมด 2 รูป 

      ดังนั้น การจัดเรียงกระเบื้องขางตน มีรูปสี่เหลี่ยมผืนผาท้ังหมด 6 3 6 3 2 2 22+ + + + + = รูป 
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2.   ผูโดยสารจะลงเรือขามฟากเท่ียวไปและเท่ียวกลับ มี 2 ข้ันตอน คือ 
 ข้ันตอนท่ี 1 ผูโดยสารลงเรือขามฟากเท่ียวไป ได 3 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 ผูโดยสารลงเรือขามฟากเท่ียวกลับโดยไมซํ้ากับเท่ียวไป ได 2 วิธ ี
     ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีผูโดยสารจะขามฟากโดยท่ีเท่ียวไปและเท่ียวกลับลงเรือไมซํ้าลํากัน  
     เทากับ 3 2 6× =  วิธี  
3.   หมายเลขท่ีนั่งในสนามกีฬาแหงนี้ มีองคประกอบ 3 สวน 
 สวนท่ี 1  ระบุโซนท่ีนั่ง มี 20 โซน 
 สวนท่ี 2 ระบุแถวในโซน มี 26 แถว 
 สวนท่ี 3 ระบุตําแหนงท่ีนั่งในแถว มี 30 ท่ีนั่ง 
     ดังนั้น จํานวนท่ีนั่งท้ังหมดในสนามกีฬาแหงนี้ เทากับ 20 26 30 15,600× × =  ท่ีนั่ง 
4.   1)   การทักทายระหวางผูแทนไทยและเจาภาพจีนเกิดข้ึนท้ังหมด 25 15 375× =  ครั้ง 
 2)   การทักทายระหวางผูแทนไทยและเจาภาพญี่ปุนเกิดข้ึนท้ังหมด 24 10 240× =  ครั้ง 
 3)   การทักทายตลอดการเดินทางเกิดข้ึนท้ังหมด 375 240 615+ =  ครั้ง 
5.   1)   รหัสประจําตัวพนักงาน มีองคประกอบ 2 สวน ดังนี้ 
  สวนท่ี 1 ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว มีได 26 ตัว 
  สวนท่ี 2 เลขโดด 3 ตัว ท่ีไมเปนศูนยท้ังหมด โดยเลขโดดซํ้ากันได มี 999 จํานวน 
      ดังนั้น รหัสประจําตัวของพนักงานบริษัทแหงนี้มีไดท้ังหมด 26 999 25,974× = รหัส 
 2)   รหัสประจําตัวพนักงาน มีองคประกอบ 2 สวน ดังนี้ 
  สวนท่ี 1 ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 1 ตัว มีได 26 ตัว 
  สวนท่ี 2 เลขโดด 3 ตัว ท่ีไมเปนศูนยท้ังหมด โดยไมมีเลขโดดท่ีซํ้ากัน มีได  
    10 9 8 720× × =  จํานวน 
      ดังนั้น รหัสประจําตัวของพนักงานบริษัทแหงนี้มีไดท้ังหมด 26 720 18,720× =  รหัส 
6.   หมายเลขทะเบียนรถยนตนั่งสวนบุคคลในกรุงเทพมหานคร ประกอบดวย 3 สวน ดังนี้ 
 สวนท่ี 1  เลขโดดท่ีไมใช 0 มีได 9 ตัว 

 สวนท่ี 2 พยัญชนะไทย 2 ตัว ท่ีไมใช งง จน ศพ ตด มีได ( )35 35 4× −  แบบ 

 สวนท่ี 3 จํานวนเต็มบวกท่ีไมเกิน 4 หลัก มีได 9,999 จํานวน 
     ดังนั้น หมายเลขทะเบียนรถยนตนั่งสวนบุคคลในกรุงเทพมหานคร มีไดสูงสุด  
     ( )( )9 35 35 4 9,999 109,879,011× × − × =  หมายเลข  

7.   เนื่องจากขอสอบแตละขอ นักเรียนสามารถตอบได 2 วิธ ี
     ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้ทําขอสอบชุดนี้ โดยตอบคําถามครบทุกขอ เทากับ 102 1,024=  วิธ ี
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8.   เนื่องจากจุด 1 จุด สามารถแทนการปรากฏของจุดนูนและแทนการไมปรากฏของจุดนูน 
     นั่นคือจุด 1 จุด มีลักษณะท่ีเปนไปได 2 รูปแบบ 
     จะไดวา ลักษณะของเซลลท่ีเปนไปไดมีท้ังหมด 62  รูปแบบ 
     แตอักษรเบรลลแตละเซลลตองมีจุดนูนอยางนอย 1 ตําแหนง  
     ซ่ึงรูปแบบท่ีท้ัง 6 จุด ไมมีจุดนูน มี 1 รูปแบบ 
     ดังนั้น รูปแบบท่ีเปนไปไดสําหรับแตละเซลล เทากับ 62 1 63− =  รูปแบบ 
9.   เขียนตารางแสดงแตมท่ีไดจากการทอดลูกเตาหนึ่งลูกสองครั้ง ไดดังนี้ 

ครั้งท่ี 1 
ครั้งท่ี 2 

1 2 3 4 5 6 

1 ( )1,  1  ( )1,  2  ( )1,  3  ( )1,  4  ( )1,  5  ( )1,  6  

2 ( )2,  1  ( )2,  2  ( )2,  3  ( )2,  4  ( )2,  5  ( )2,  6  

3 ( )3,  1  ( )3,  2  ( )3,  3  ( )3,  4  ( )3,  5  ( )3,  6  

4 ( )4,  1  ( )4,  2  ( )4,  3  ( )4,  4  ( )4,  5  ( )4,  6  

5 ( )5,  1  ( )5,  2  ( )5,  3  ( )5,  4  ( )5,  5  ( )5,  6  

6 ( )6,  1  ( )6,  2  ( )6,  3  ( )6,  4  ( )6,  5  ( )6,  6  

 1)   จากตาราง จํานวนวิธีท่ีผลรวมของแตมเทากับเจ็ด เปน 6 วิธี  
 2)   วิธีท่ี 1 จากตาราง จํานวนวิธีท่ีผลรวมของแตมไมเทากับเจ็ด เปน 30 วิธ ี
       วิธีท่ี 2 เนื่องจาก จํานวนวิธีท่ีไดแตมจากการทอดลูกเตาสองครั้ง เปน 36 วิธี  
    และจํานวนวิธีท่ีผลรวมของแตมเทากับเจ็ด เปน 6 วิธี  
    ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีผลรวมของแตมไมเทากับเจ็ด เปน 36 6 30− =  วิธี 
10.   จํานวนวิธีในการเรียงหนังสือ 4 เลม จาก 6 เลม เปนแถวบนชั้นวางหนังสือชั้นหนึ่ง  

 เปน 
( )6,4

6! 360
6 4 !

P = =
−

 วิธ ี

11.  จํานวนวิธีในการเลือกกรรมการชุดนี้ 4 คน เพ่ือทําหนาท่ีตางกัน จากผูเขาสมัคร 50 คน  

 เปน 
( )50,4

50! 5,527,200
50 4 !

P = =
−

 วิธ ี

12.   มีตัวอักษรท้ังหมด 11 ตัว 
      มีตัวอักษร M, A และ T อยางละ 2 ตัว 
      และมีตัวอักษร H, E, I, C และ S อยางละ 1 ตัว  
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      1)   เนื่องจากตองการใหตัวอักษรตัวแรกและตัวสุดทายเปนสระเดียวกัน  
      และเนื่องจากสระท่ีมี 2 ตัว คือ ตัวอักษร A 
      จะจัด A ใหอยูในตําแหนงแรกและตําแหนงสุดทายได 1 วิธี 
       จะไดวาเหลือตัวอักษรท่ีนํามาเรียงระหวาง A ท้ังสองตัว 9 ตัว 
      ดังนั้น จํานวนวิธีการเรียงตัวอักษร โดยท่ีอักษรตัวแรกและอักษรตัวสุดทายเปนสระ 

  เดียวกัน เทากับ 9! 90,720
2!2!1!1!1!1!1!

=  วิธ ี 

 2)   เนื่องจากตองการใหพยัญชนะเดียวกันอยูติดกัน  
      จึงพิจารณาวาพยัญชนะเดียวกันเปนตัวอักษร 1 ตัว 
      ดังนั้น จะมีตัวอักษรอยู 9 ตัว โดยมีเพียงตัวอักษร A ท่ีมี 2 ตัว 
      ดังนั้น จํานวนวิธีการจัดเรียงตัวอักษร โดยท่ีพยัญชนะเหมือนกันอยูติดกัน เทากับ  

       9! 181,440
2!1!1!1!1!1!1!1!

= วิธ ี

 3)   เนื่องจากตัวอักษรตัวแรกเปนสระ จะมี 3 กรณี คือ 
  กรณีท่ี 1 ตัวอักษรตัวแรกเปน A 

    จะไดวา มีวิธีจัดเรียงตัวอักษรท่ีเหลือท้ังหมด 10! 907,200
2!2!1!1!1!1!1!1!

=  วิธี 

  กรณีท่ี 2 ตัวอักษรตัวแรกเปน E 

   จะไดวา มีวิธีจัดเรียงตัวอักษรท่ีเหลือท้ังหมด 10! 453,600
2!2!2!1!1!1!1!

=  วิธี 

  กรณีท่ี 3 ตัวอักษรตัวแรกเปน I 

    จะไดวา มีวิธีจัดเรียงตัวอักษรท่ีเหลือท้ังหมด 10! 453,600
2!2!2!1!1!1!1!

=  วิธี 

       ดังนั้น จํานวนวิธีการเรียงตัวอักษร โดยท่ีตัวอักษรตัวแรกเปนสระ เทากับ  
  907,200 453,600 453,600 1,814,400+ + =  วิธ ี
13.   1)   

หลักแสน  หลักหม่ืน  หลักพัน  หลักรอย  หลักสิบ  หลักหนวย 
           

       เลขโดดในหลักแสนตองเปนเลข 4  

      และจัดเรียงเลขโดดท่ีเหลือได 5! 20
1!1!3!

=  วิธ ี

      ดังนั้น สรางจํานวน 6 หลัก ท่ีอยูระหวาง 400,000 ถึง 500,000 ได 20 จํานวน 



     
     
     

    
 

306 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 2)   เลขโดดในหลักแสนตองเปนเลข 5 

       และจัดเรียงเลขโดดท่ีเหลือได 5! 30
1!2!2!

=  วิธ ี

      ดังนั้น สรางจํานวน 6 หลัก ท่ีมากกวา 500,000 ได 30 จํานวน 
 3)   การสรางจํานวนท่ีมากกวา 400,000 และเปนจํานวนคู มี 2 กรณี คือ 
  กรณีท่ี 1 เลขโดดในหลักแสนเปนเลข 4  
    เลขโดดในหลักหนวยเปนเลข 0 หรือ 4 ได 2 วิธ ี

    และจัดเรียงเลขโดดท่ีเหลือได 4!
3!1!

 วิธ ี

    ดังนั้น สรางจํานวนดังกลาวได 4!2 8
3!1!

× =  จํานวน 

  กรณีท่ี 2 เลขโดดในหลักแสนเปนเลข 5 
    กรณียอยท่ี 2.1 เลขโดดในหลักหนวยเปน 0 

        จัดเรียงเลขโดดท่ีเหลือได 4!
2!2!

 วิธ ี

        ดังนั้น สรางจํานวนดังกลาวได 4! 6
2!2!

=  วิธ ี

    กรณียอยท่ี 2.2    เลขโดดในหลักหนวยเปน 4 

        จัดเรียงเลขโดดท่ีเหลือได 4!
2!1!1!

 วิธี  

        ดังนั้น สรางจํานวนดังกลาวได 4! 12
2!1!1!

=  วิธ ี

    ดังนั้น สรางจํานวนดังกลาวได 6 12 18+ =  จํานวน 
      จะไดวา สรางจํานวน 6 หลัก ท่ีมากกวา 400,000 และเปนจํานวนคูได 8 18 26+ =  จํานวน 
14.   เนื่องจากตองการใหหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน  
       จะพิจารณาวาหลอดไฟสีเดียวกันมัดติดกัน และคิดเปนสิ่งของ 1 ชิ้น 
       ดังนั้น จะมีหลอดไฟอยู 3 มัด จัดเรียงเปนวงกลมได ( )3 1 !−  วิธี  

       ในแตละวิธีนี้ มัดท่ีเปนหลอดไฟสีแดงท่ีตางกัน 2 หลอด จัดเรียงได 2! วิธี  
 มัดท่ีเปนหลอดไฟสีเหลืองท่ีตางกัน 3 หลอด จัดเรียงได 3!  
 และมัดท่ีเปนหลอดไฟสีน้ําเงินท่ีตางกัน 4 หลอด จัดเรียงได 4! วิธี  
       ดังนั้น จํานวนวิธีจัดหลอดไฟเปนวงกลมโดยใหหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน เทากับ  
       ( )3 1 !2!3!4! 576− =  วิธ ี
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15.   เนื่องจากตองการใหหลอดไฟสีแดงอยูติดกัน  
       จะพิจารณาวาหลอดไฟสีแดงท้ัง 3 หลอดมัดรวมกัน เปนสิ่งของ 1 มัด 

       ดังนั้น จะมีหลอดไฟอยูท้ังหมด 7 หลอด จัดเรียงได 7!
1!4!2!

 วิธ ี

       ในแตละวิธี มัดท่ีเปนหลอดไฟสีแดงท่ีตางกัน จัดเรียงได 3! วิธี 

       ดังนั้น จํานวนวิธีจัดหลอดไฟท้ังหมดโดยใหหลอดไฟสีแดงอยูติดกัน เทากับ 7! 3! 630
1!4!2!

× =  วิธี 

16. 1)   เนื่องจากตองการใหกุล ก้ัง และกุงนั่งติดกัน 
      จะพิจารณาวาท้ังสามคนมัดติดกัน โดยคิดเปนนักเรียน 1 คน 

      ดังนั้น จะมีนักเรียนอยู 8 คน ซ่ึงจัดเรียงเปนวงกลมได ( )8 1 !−  วิธ ี

      แตละวิธีนี้ ท้ังสามคน จะจัดเรียงได 3! วิธี  
      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดนักเรียนท้ัง 10 คน นั่งรอบโตะกลม โดยท่ีกุล ก้ัง และกุงนั่งติดกัน  
  เทากับ ( )8 1 ! 3! 30,240− × =  วิธ ี

 2)   จัดนักเรียน 7 คน นั่งเปนวงกลมกอน ได ( )7 1 !−  วิธี 

      ตอมาจัดกุล ก้ัง และกุง ใหนั่งแทรกระหวางนักเรียน 7 คนนั้น ซ่ึงมีตําแหนงท่ีแทรกได  
  7 ท่ีนั่ง จะจัดได 7,3P  วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดนักเรียนท้ัง 10 คน นั่งรอบโตะกลม โดยท่ีไมมีสองคนใดในกุล ก้ัง  
  และกุง นั่งติดกัน เทากับ ( ) 7,37 1 ! 151,200P− × =  วิธ ี

 3)   จัดนักเรียน 7 คน นั่งเปนวงกลมกอน ได ( )7 1 !−  วิธี 

      เนื่องจากตองการใหกุลและก้ังนั่งติดกัน จะพิจารณาใหท้ังสองคนนี้มัดติดกันโดยคิด 

  เปนนักเรียน 1 คน ซ่ึงจะจัดแทรกระหวางนักเรียน 7 คน ได 7,2P  วิธ ี

      แตละวิธีนี้ กุลและก้ังนั่งสลับท่ีกันไดอีก 2! วิธี  
      ดังนั้น จํานวนวิธีจัดนักเรียนท้ัง 10 คน นั่งรอบโตะกลม โดยท่ีกุลและก้ังนั่งติดกัน  
  แตกุงไมนั่งติดกับท้ังกุลและก้ัง เทากับ ( ) 7,27 1 ! 2 60,480P− × × =  วิธ ี

17.   เลือกจุด 2 จุด จากจุด 10 จุด ทําได 
10

45
2

 
= 

 
 แบบ 

       ดังนัน้ สามารถลากสวนของเสนตรงเชื่อมจุด 2 จุด จากจุด 10 จุด ได 45 เสน 
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18.  1)   เนื่องจากชมรมหมากรุกมีสมาชิกท้ังหมด 10 คน  

      การจับคูเลนหมากรุกจะตองเลือกคนมา 2 คน จาก 10 คนนี้ ทําได 
10

45
2

 
= 

 
 แบบ 

      ดังนั้น จํานวนวิธีการจับคูเลนหมากรุก เทากับ 45 วิธ ี
 2)   เนื่องจากตองการใหเพศตรงขามหามจับคูกัน แบงได 2 กรณี คือ 
  กรณีท่ี 1 ผูชายจับคูกับผูชาย 

    เลือกชาย 2 คน จากชาย 6 คน ทําได 
6

15
2
 

= 
 

 วิธ ี

  กรณีท่ี 2 ผูหญิงจับคูกับผูหญิง 

    เลือกหญิง 2 คน จากหญิง 4 คน ทําได 
4

6
2
 

= 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีในการจับคูเลนหมากรุก โดยท่ีเพศตรงขามกันหามจับคูกัน เทากับ  
  15 6 21+ =  วิธ ี
19.  ตองการเลือกคณะกรรมการ โดยตองมีผูชายอยางนอย 2 คน แบงเปน 2 กรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ี 1 มีผูชาย 2 คน 

   เลือกผูชาย 2 คน จากผูชาย 4 คน ได 
4
2
 
 
 

 วิธ ี

   และเลือกผูหญิง 1 คน จากผูหญิง 5 คน ได 
5
1
 
 
 

 วิธี 

   ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกคณะกรรมการ 3 คน โดยมีผูชาย 2 คน เทากับ  

   
4 5

30
2 1
  

=  
  

 วิธ ี

กรณีท่ี 2 มีผูชาย 3 คน 

   เลือกผูชาย 3 คน จากผูชาย 4 คน ได 
4
3
 
 
 

 วิธ ี

   ดังนั้น จํานวนวิธีเลือกคณะกรรมการเปนผูชาย 3 คน เทากับ 4 วิธ ี
     จะได จํานวนวิธีในการเลือกคณะกรรมการ 3 คน โดยตองมีผูชายอยางนอย 2 คน เทากับ  
 30 4 34+ =  วิธี  
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20.  ตองการเลือกนักเรียน 10 คน มายืนเปนวงกลม ทําได 2 ข้ันตอน ดังนี้ 

 ข้ันตอนท่ี 1 เลือกนักเรียน 10 คน จากนักเรียน 40 คน ทําได 
40
10
 
 
 

 วิธี 

 ข้ันตอนท่ี 2 จัดนักเรียน 10 คนท่ีเลือกมา ยืนเปนวงกลม ทําได ( )10 1 !−  วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีการจัดนักเรียน 10 คน มายืนถายรูปเปนวงกลม เทากับ  

      ( )
40 40

10 1 ! 9!
10 10
   

× − = ×   
   

 วิธ ี

21.  การจอดรถของฝนและฝน โดยใหจอดหางกันหนึ่งชอง แบงเปน 2 กรณี คือ 
 กรณีท่ี 1 ถาฝนจอดชองท่ี 1, 2, 9 หรือ 10 ฝนจะจอดไดเพียง 1 วิธ ี
   ดังนั้น จํานวนวิธีจอดรถหางกันหนึ่งชอง เทากับ 4 วิธ ี
 กรณีท่ี 2 ถาฝนจอดชองท่ี 3, 4, 5, 6, 7 หรือ 8 ฝนจะจอดได 2 วิธี 
   ดังนั้น จํานวนวิธีจอดรถหางกันหนึ่งชอง เทากับ 12 วิธ ี
      ดังนั้น จํานวนวิธีการจอดรถของฝนและฝน โดยตองการจอดรถหางกันหนึ่งชอง เทากับ   
      4 12 16+ = แบบ 
22.  เนื่องจากคะแนนเต็ม 10 คะแนน ถาตองการไดคะแนนสอบ 70%  จะตองทําได 7 คะแนน  
 ซ่ึงแบงไดเปน 2 กรณี คือ 

 กรณีท่ี 1 ตอบขอ 1 หรือขอ 6 ถูก อยางใดอยางหนึ่งเทานั้น ทําได 
2

2
1
 

= 
 

 วิธี 

   และทําขออ่ืนๆ ถูกอีก 4 ขอ ทําได 
4

1
4
 

= 
 

 วิธ ี

   ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีทําคะแนนได 7 คะแนน เทากับ 2 1 2× =   วิธี 
 กรณีท่ี 2  ตอบขอ 1 และขอ 6 ถูกท้ังสองขอ ทําได 1 วิธ ี

   และทําขออ่ืนๆ ถูกอีกเพียง 1 ขอ ทําได 
4

4
1
 

= 
 

 วิธ ี

   ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีทําคะแนนได 7 คะแนน เทากับ 4 วิธี 
      จะได จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนหนึ่งจะไดคะแนนสอบของวิชานี้ 70% พอดี เทากับ 2 4 6+ =  วิธี  
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23.   เนื่องจากมีนักกีฬา 3 สาย สายละ 4 คน 

      ในแตละสาย จัดการแขงขันแบบพบกันหมด ซ่ึงจะจัดการแขงขันได 
4

6
2
 

= 
 

 คู  

      จะไดวา ในรอบคัดเลือก จะมีการแขงขันท้ังหมด 3 6 18× =   คู 
      เนื่องจากในรอบคัดเลือก ทําการแขงขันวันละ 6 คู  
      จะไดวา การแขงขันในรอบคัดเลือกใชเวลา 18 6 3÷ =  วัน 

      และจะมีผูท่ีเขารอบตอไปเพียง 6 คน ซ่ึงจะจัดการแขงขันได 
6

15
2
 

= 
 

 คู  

      เนื่องจากในรอบท่ีสองนี้ ทําการแขงขันวันละ 3 คู 
      จะไดวา การแขงขันในรอบท่ีสองใชเวลา 15 3 5÷ =  วัน 
      ดังนั้น การแขงขันแบดมินตันครั้งนี้จะตองใชเวลาท้ังหมด 3 5 8+ =   วัน จึงจะไดผูชนะ 

24. 1)   จํานวนวิธีท่ีนักทองเท่ียว 9 คน จะนั่งรถโดยสารไปเท่ียวน้ําตก เทากับ 9! 756
2!2!5!

=  วิธี 

 2)   เนื่องจากจํานวนท่ีนั่งวางของรถโดยสารท้ังสามคันมี 10 ท่ี ซ่ึงมีจํานวนมากกวานักทองเท่ียว  
      นั่นคือ จะมีท่ีนั่งวางเหลือ 1 ท่ี ในรถโดยสารคันใดคันหนึ่ง ซ่ึงพิจารณาได 3 กรณี ดังนี้ 
  กรณีท่ี 1 รถโดยสารคันท่ี 1 เหลือท่ีวาง 1 ท่ี  
    จะไดวา จํานวนวิธีท่ีนักทองเท่ียว 9 คน จะนั่งรถโดยสาร เทากับ 

    9! 504
1!3!5!

=  วิธ ี

  กรณีท่ี 2 รถโดยสารคันท่ี 2 เหลือท่ีวาง 1 ท่ี  
    จะไดวา จํานวนวิธีท่ีนักทองเท่ียว 9 คน จะนั่งรถโดยสาร เทากับ 

    9! 756
2!2!5!

=  วิธ ี 

  กรณีท่ี 3 รถโดยสารคันท่ี 3 เหลือท่ีวาง 1 ท่ี 
    จะไดวา จํานวนวิธีท่ีนักทองเท่ียว 9 คน จะนั่งรถโดยสาร เทากับ 

    9! 1,260
2!3!4!

=  วิธ ี

           ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีนักทองเท่ียว 9 คน จะนั่งรถโดยสารไปเท่ียวน้ําตก เทากับ  
      504 756 1,260 2,520+ + =  วิธ ี
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25.  การจัดเรียงลูกบอล 4 ลูก มาเรียงในแนวเสนตรง แบงเปน 3 กรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ี 1 มีลูกบอลสีดํา 1 ลูก 
   จะไดวา มีลูกบอลสีดํา สีแดง สีขาว และสีเหลือง อยางละ 1 ลูก 
   นํามาจัดเรียงในแนวเสนตรงได 4! 24=  วิธ ี
 กรณีท่ี 2 มีลูกบอลสีดํา 2 ลูก 

   เลือกสีลูกบอลเปนลูกบอลสีดํา 2 ลูกและลูกบอลสีอ่ืนอีก 2 ลูก ได 
3

1 3
2
 

× = 
 

 วิธี 

   จะไดวา มีลูกบอลสีดํา 2 ลูก และสีอ่ืนๆ 2 สี สีละ 1 ลูก 

   นํามาจัดเรียงในแนวเสนตรงได 4!
2!1!1!

 วิธ ี

   ดังนั้น จะจัดเรียงลูกบอลในแนวเสนตรงได 4!3 36
2!1!1!

× =  วิธี 

 กรณีท่ี 3 มีลูกบอลสีดํา 3 ลูก 

   เลือกสีลูกบอลเปนลูกบอลสีดํา 3 ลูกและลูกบอลสีอ่ืนอีก 1 ลูก ได 
3

1 3
1
 

× = 
 

 วิธี 

   จะไดวา มีลูกบอลสีดํา 3 ลูก และสีอ่ืนๆ 1 สี อีก 1 ลูก  

   นํามาจัดเรียงในแนวเสนตรงได 4!
3!1!

 วิธ ี

   ดังนั้น จะจัดเรียงลูกบอลในแนวเสนตรงได 4!3 12
3!1!

× =  วิธี 

      จะได จํานวนวิธีในการนําลูกบอล 4 ลูก มาจัดเรียงในแนวเสนตรง เทากับ 24 36 12 72+ + =  วิธี 
26.   การสรางรหัสผานอีเมล ประกอบดวย 2 สวน ไดแก 
 สวนท่ี 1 ตัวอักษรภาษาอังกฤษตัวพิมพเล็ก 
   มีตัวอักษรท้ังหมด 8 ตัว 
   มีตัวอักษร p, i, n และ g อยางละ 2 ตัว 

   สามารถสรางรหัสได 8! 2,520
2!2!2!2!

=  วิธ ี

 สวนท่ี 2 เลขโดด 2 ตัวทาย มีได 10 10 100× =  จํานวน 
     ดังนั้น ปงปงมีวิธีการสรางรหัสผานอีเมลไดท้ังหมด 2,520 100 252,000× =  วิธ ี
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27.  การนั่งรับประทานอาหารใหตรงกับเง่ือนไข แบงเปนกรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ี 1 ไมมีสามีภรรยาคูใดนั่งติดกัน นั่นคือ ทุกคูนั่งตรงขามกัน 
   มัดแตละคูใหเปน 1 คน จะสามารถจัดได 5!  วิธี  
   ในแตละคูสามีภรรยาสามารถนั่งสลับกันได 2 วิธี  
   ดังนั้น จํานวนวิธีในการนั่ง มี 55! 2 3,840× =  วิธ ี

 กรณีท่ี 2 มีสามีภรรยานั่งติดกัน 2 คู นั่นคือ มี 3 คู ท่ีนั่งตรงขามกัน 

   เลือกสามีภรรยา 2 คู จาก 5 คู มานั่งติดกันได 
5
2
 
 
 

 วิธ ี

   คูสามีภรรยา 2 คู ท่ีนั่งติดกัน นั่งได 4 ตําแหนง และสลับกันได 2 วิธี 
   เลือกตําแหนงท่ีวางใหสามีภรรยาท่ีนั่งตรงขามกัน ได 3! วิธี  
   ในแตละคูสามีภรรยาสามารถนั่งสลับกันได 2 วิธ ี

   ดังนั้น จํานวนวิธีในการนั่ง มี 55
4 2 3! 2 15,360

2
 

× × × × = 
 

 วิธ ี

 กรณีท่ี 3 มีสามีภรรยาท่ีนั่งติดกัน 4 คู นั่นคือ มี 1 คู นั่งตรงขามกัน  

   เลือกสามีภรรยา 4 คู จาก 5 คู มานั่งติดกันได 
5
4
 
 
 

 วิธ ี

   คูสามีภรรยาท่ีนั่งติดกัน 4 คู นั่งได 3 ตําแหนง และสลับกันได 4! วิธี 
   เลือกตําแหนงท่ีวางในสามีภรรยานั่งตรงขามกันได 1 วิธ ี
   ในแตละคูสามีภรรยาสามารถนั่งสลับกันได 2 วิธ ี

   ดังนั้น จํานวนวิธีในการนั่ง มี 55
3 4! 2 11,520

4
 

× × × = 
 

 วิธี   

      จะไดวา จํานวนวิธีในการนั่งรับประทานอาหารท้ังหมด มี 3,840 15,360 11,520 30,720+ + =  วิธ ี
28.   เนื่องจากประเทศไทยมี 76 จังหวัด และดารณีมีเพ่ือนสนิทอยู 12 จังหวัด 
      จะไดวา จังหวัดท่ีดารณีไมมีเพ่ือนสนิทอยูมี 64 จังหวัด  
 1)   ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 2 จังหวัด และจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยูอีก 3 จังหวัด 

       เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 2 จังหวัด จาก 12 จังหวัด ได 
12
2

 
 
 

 วิธ ี

       เลือกจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยู 3 จังหวัด จาก 64 จังหวัด ได 
64
3

 
 
 

 วิธี 

       ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู 2 จังหวัด เทากับ  

  
12 64

2,749,824
2 3

  
=  

  
 วิธ ี
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 2)   วิธีท่ี 1  ตองการไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยูอยางนอย 1 จังหวัด แบงได 5 กรณี  
    ดังนี้ 
    กรณีท่ี 1 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 1 จังหวดั และจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิท 
      อยูอีก 4 จังหวัด 
      เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 1 จังหวัด จาก 12 จังหวัด ได 12  วิธ ี

      เลือกจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยู 4 จังหวัด จาก 64 จังหวัด ได 
64
4

 
 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู  

      1 จังหวัด เทากับ 
64

12
4

 
 
 

 วิธี 

    กรณีท่ี 2 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 2 จังหวดั และจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิท 
      อยูอีก 3 จังหวัด 

      เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 2 จังหวัด จาก 12 จังหวัด ได 
12
2

 
 
 

 วิธ ี

      เลือกจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยู 3 จังหวัด จาก 64 จังหวัด ได 
64
3

 
 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู  

      2 จังหวัด เทากับ 
12 64
2 3

  
  
  

 วิธี 

    กรณีท่ี 3 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 3 จังหวดั และจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิท 
      อยูอีก 2 จังหวัด 

      เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 3 จังหวัด จาก 12 จังหวัด ได 
12
3

 
 
 

 วิธ ี

      เลือกจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยู 2 จังหวัด จาก 64 จังหวัด ได 
64
2

 
 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู  

      3 จังหวัด เทากับ 
12 64
3 2

  
  
  

 วิธี 
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    กรณีท่ี 4 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 4 จังหวดั และจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิท 
      อยูอีก 1 จังหวัด 

     เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 4 จังหวัด จาก 12 จังหวัด ได 
12
4

 
 
 

 วิธ ี

      เลือกจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยู 1 จังหวัด จาก 64 จังหวัด ได 64 วิธี 
      ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู  

      4 จังหวัด เทากับ 
12

64
4

 
 
 

 วิธี 

    กรณีท่ี 5 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 5 จังหวัด 

      เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู 5 จังหวัด จาก 12 จังหวัด ได 
12
5

 
 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู  

      5 จังหวัด เทากับ 
12
5

 
 
 

 วิธี 

         จะได จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียว โดยมีเพ่ือนสนิทอยูอยางนอย  
          1 จังหวัด เทากับ  

        
64 12 64 12 64 12 12

12 64 10,850,328
4 2 3 3 2 4 5

           
+ + + + =           

           
 วิธ ี

    วิธีท่ี 2 เลือกไปเท่ียว 5 จังหวัด จาก 76 จังหวัดได 
76
5

 
 
 

 วิธ ี

    เลือกไปเท่ียวจังหวัดท่ีไมมีเพ่ือนสนิทอยู 5 จังหวัด จาก 64 จังหวัด ได 
64
5

 
 
 

 วิธี 

       ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียว โดยมีเพ่ือนสนิทอยูอยางนอย 1 จังหวัด  

  เทากับ 
76 64

10,850,328
5 5

   
− =   

   
 วิธี  

 3)   เนื่องจากดารณีมีเพ่ือนสนิทอยูในจังหวัดท่ีอยูภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 3 จังหวัด  
      ตองการไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยูทุกจังหวัด และอยางนอย 2 จังหวัดในนั้นอยู 
  ภาคตะวันออกเฉียงเหนือ แบงได 2 กรณี ดังนี้ 
  กรณีท่ี 1 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู และอยูในภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 2 จังหวัด 
    เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู และอยูในภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 2 จังหวัด  

    จาก  3 จังหวัด ได 
3
2
 
 
 

 วิธ ี
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    และเลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู แตไมอยูภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 3 จังหวัด  

    จาก 9 จังหวัด ได 
9
3
 
 
 

 วิธี 

    ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู และอยูใน 

    ภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 2 จังหวัด เทากับ 
3 9
2 3
  
  
  

 วิธ ี

  กรณีท่ี 2 ไปเท่ียวจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู และอยูในภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 3 จังหวัด 
    เลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู และอยูในภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 3 จังหวัด  

    จาก  3 จังหวัด ได 
3
3
 
 
 

 วิธ ี

    และเลือกจังหวัดท่ีมีเพ่ือนสนิทอยู แตไมอยูภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 2 จังหวัด  

    จาก 9 จังหวัด ได 
9
2
 
 
 

 วิธี 

    ดังนั้น จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยู และอยูใน 

    ภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 3 จังหวัด เทากับ 
3 9
3 2
  
  
  

 วิธ ี

      จะได จํานวนวิธีการเลือกจังหวัดท่ีดารณีไปเท่ียวมีเพ่ือนสนิทอยูทุกจังหวัด และอยางนอย  

  2 จังหวัดในนั้นอยูภาคตะวันออกเฉียงเหนือ เทากับ 
3 9 3 9

288
2 3 3 2
     

+ =     
     

 วิธ ี

29.  เลขโดด 0, 1, 2, 3 และ 4 มีผลรวมเปน 9 แบงเปนกรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ีมีเลขโดด 0 

  กรณีท่ี 1 มีเลขโดด 0, 4, 4 และ 1  สามารถจัดเรียงได 3! 3 9
2!1!

× =  วิธ ี

  กรณีท่ี 2 มีเลขโดด 0, 2, 3 และ 4  สามารถจัดเรียงได 3! 3 18× =  วิธ ี

  กรณีท่ี 3 มีเลขโดด 0, 3, 3, และ 3 สามารถจัดเรียงได 3 วิธ ี
  ดังนั้น หมายเลขในกรณีนี้มี 9 18 3 30+ + =  จํานวน 
 กรณีท่ีไมมีเลขโดด 0 

  กรณีท่ี 4 มีเลขโดด 1, 1, 3 และ 4 สามารถจัดเรียงได 4! 12
2!1!1!

=  วิธ ี

  กรณีท่ี 5 มีเลขโดด 1, 2, 2 และ 4 สามารถจัดเรียงได 4! 12
1!2!1!

= วิธี 
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  กรณีท่ี 6 มีเลขโดด 1, 2, 3 และ 3 สามารถจัดเรียงได 4! 12
1!1!2!

= วิธี 

  กรณีท่ี 7  มีเลขโดด 2, 2, 2 และ 3 สามารถจัดเรียงได 4! 4
3!1!

=  วิธี 

  ดังนั้น หมายเลขในกรณีนี้มี 12 12 12 4 40+ + + =  จํานวน      
 จะได จํานวนหมายเลขท้ังหมดท่ีบุญชวยเชื่อวาจะนําโชคมาให เทากับ 30 40 70+ =  จํานวน 
30. 1)  สับเซตของ U ท่ีมีสมาชิก 2 ตัว คือ เซตท่ีมีสมาชิก 2 ตัว และสมาชิกนั้นอยูใน U 

       เนื่องจาก เลือกสมาชิก 2 ตัว ใน U จาก 100 ตัว ได 
100

2
 
 
 

 วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนสับเซตของ U ท่ีมีสมาชิก 2 ตัว มี 
100

4,950
2

 
= 

 
 สับเซต  

 2)   ใหสับเซตของ U ท่ีมีสมาชิก 2 ตัว อยูในรูป { },a b  โดยท่ี a b<   

       ตองการให 7b a− ≤  นั่นคือ 7b a≤ +  แบงกรณีได ดังนี้ 
  กรณีท่ี 1 ถา { }1, 2, 3, ..., 93a∈  จะเลือก b  ได 7 วิธี 

  กรณีท่ี 2 ถา a = 94  จะเลือก b ได 6 วิธี จาก 95, 96, 97, 98, 99 และ 100 
  กรณีท่ี 3 ถา a = 95  จะเลือก b ได 5 วิธี จาก 96, 97, 98, 99 และ 100 
  กรณีท่ี 4 ถา a = 96  จะเลือก b ได 4 วิธี จาก 97, 98, 99 และ 100 
  กรณีท่ี 5 ถา a = 97  จะเลือก b ได 3 วิธี จาก 98, 99 และ 100 
  กรณีท่ี 6 ถา a = 98  จะเลือก b ได 2 วิธี จาก 99 และ 100 
  กรณีท่ี 7 ถา a = 99  จะเลือก b ได 1 วิธี คือ b = 100 
        ดังนั้น จํานวนสับเซต U ท่ีมีสมาชิก 2 ตัว ซ่ึงท้ังสองจํานวนตางกันไมเกิน 7 มี  
      ( )93 7 6 5 4 3 2 1 672× + + + + + + =  สับเซต 

31.   ให ( ){ },  1 , f x y A A y x x A= ∈ × − ≤ ∈  โดยท่ี A = { }2, 3, 4, 5  

      สังเกตวา f S∈   และสามารถสราง  f  จาก 4 ข้ันตอน คือ 
 ข้ันตอนท่ี 1 ถา x = 2  จะมี y ได 2 จํานวน จาก 2 และ 3 
 ข้ันตอนท่ี 2 ถา x = 3  จะมี y ได 3 จํานวน จาก 2, 3 และ 4 
 ข้ันตอนท่ี 3 ถา x = 4  จะมี y ได 4 จํานวน จาก 2, 3, 4 และ 5 
 ข้ันตอนท่ี 4 ถา x = 5  จะมี y ได 4 จํานวน จาก 2, 3, 4 และ 5 
        ดังนั้น จํานวนฟงกชันท้ังหมดท่ีเปนสมาชิกของ S มี 2 3 4 4 96× × × =  ฟงกชัน 
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32. 1)   เนื่องจากมีหนังสือนิยาย 3 เลม และหนังสือประเภทอ่ืนๆ อีก 3 เลม 
        จะไดวา ถาหยิบหนังสือมาอยางนอย 1 เลม แลวตองการใหหยิบไดหนังสือนิยาย  
      อยางนอย 1 เลม แบงเปนกรณี ดังนี้ 

   กรณีท่ี 1 หยิบหนังสือ 1 เลม แลวไดหนังสือนิยาย 1 เลม ทําได 
3
1
 
 
 

 = 3 วิธ ี

  กรณีท่ี 2 หยิบหนังสือ 2 เลม 
    หยิบไดหนังสือนิยาย 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 1 เลม  

    ทําได 
3 3
1 1
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือนิยาย 2 เลม ทําได 
3
2
 
 
 

 วิธี  

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 2 เลม แลวไดหนังสือนิยายอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
3 3 3
1 1 2
    

+    
    

 = 12 วิธ ี

  กรณีท่ี 3 หยิบหนังสือ 3 เลม 
    หยิบไดหนังสือนิยาย 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 2 เลม 

    ทําได 
3 3
1 2
  
  
  

 วิธ ี

    หยบิไดหนังสือนิยาย 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 1 เลม  

    ทําได 
3 3
2 1
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือนิยาย 3 เลม ทําได 
3
3
 
 
 

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 3 เลม แลวไดหนังสือนิยายอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
3 3 3 3 3
1 2 2 1 3
       

+ +       
       

  = 19 วิธ ี
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  กรณีท่ี 4 หยิบหนังสือ 4 เลม 
    หยิบไดหนังสือนิยาย 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 3 เลม 

    ทําได 
3 3
1 3
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือนิยาย 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 2 เลม 

    ทําได 
3 3
2 2
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือนิยาย 3 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 1 เลม 

    ทําได 
3 3
3 1
  
  
  

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 4 เลม แลวไดหนังสือนิยายอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
3 3 3 3 3 3
1 3 2 2 3 1
        

+ +        
        

  =  15 วิธ ี

  กรณีท่ี 5 หยิบหนังสือ 5 เลม 
    หยิบไดหนังสือนิยาย 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 3 เลม 

    ทําได 
3 3
2 3
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือนิยาย 3 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 2 เลม 

    ทําได 
3 3
3 2
  
  
  

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 5 เลม แลวไดหนังสือนิยายอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
3 3 3 3

6
2 3 3 2
     

+ =     
     

 วิธ ี

  กรณีท่ี 6 หยิบหนังสือ 6 เลม 
    หยิบไดหนังสือนิยาย 3 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 3 เลม 

    ทําได 
3 3
3 3
  
  
  

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 6 เลม แลวไดหนังสือนิยายอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
3 3

1
3 3
  

=  
  

 วิธ ี

       จะไดวา จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้สุมหยิบหนังสือมาอานอยางนอย 1 เลม แลวได 
       หนังสือนิยายอยางนอย 1 เลม เทากับ 3 12 19 15 6 1 56+ + + + + =  วิธ ี 
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 2)   เนื่องจากมีหนังสือสารคดี 2 เลม และหนังสือประเภทอ่ืนๆ อีก 4 เลม 
        จะไดวา ถาหยิบหนังสือมาอยางนอย 1 เลม แลวตองการใหหยิบไดหนังสือสารคดี  
      อยางนอย 1 เลม แบงเปนกรณี ดังนี้ 

   กรณีท่ี 1 หยิบหนังสือ 1 เลม แลวไดหนังสือสารคดี 1 เลม ทําได 
2
1
 
 
 

 = 2  วิธ ี

  กรณีท่ี 2 หยิบหนังสือ 2 เลม 
    หยิบไดหนังสือสารคดี 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 1 เลม 

    ทําได 
2 4
1 1
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือสารคดี 2 เลม ทําได 
2
2
 
 
 

 วิธี  

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 2 เลม แลวไดหนังสือสารคดีอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
2 4 2
1 1 2
    

+    
    

 = 9 วิธี 

  กรณีท่ี 3 หยิบหนังสือ 3 เลม 
    หยิบไดหนังสือสารคดี 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 2 เลม 

    ทําได 
2 4
1 2
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือสารคดี 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 1 เลม 

    ทําได 
2 4
2 1
  
  
  

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 3 เลม แลวไดหนังสือสารคดีอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
2 4 2 4
1 2 2 1
     

+     
     

 = 16 วิธ ี

  กรณีท่ี 4 หยิบหนังสือ 4 เลม 
    หยิบไดหนังสือสารคดี 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 3 เลม 

    ทําได 
2 4
1 3
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือสารคดี 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 2 เลม 

    ทําได 
2 4
2 2
  
  
  

 วิธ ี
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    ดังนั้น หยิบหนังสือ 4 เลม แลวไดหนังสือสารคดีอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
2 4 2 4
1 3 2 2
     

+     
     

 = 14 วิธ ี

  กรณีท่ี 5 หยิบหนังสือ 5 เลม 
    หยิบไดหนังสือสารคดี 1 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 4 เลม 

    ทําได 
2 4
1 4
  
  
  

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือสารคดี 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 3 เลม 

    ทําได 
2 4
2 3
  
  
  

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 5 เลม แลวไดหนังสือสารคดีอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
2 4 2 4

6
1 4 2 3
     

+ =     
     

 วิธ ี

  กรณีท่ี 6 หยิบหนังสือ 6 เลม 
    หยบิไดหนังสือสารคดี 2 เลม และหยิบหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 4 เลม 

    ทําได 
2 4
2 4
  
  
  

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 6 เลม แลวไดหนังสือสารคดีอยางนอย 1 เลม ทําได  

    
2 4

1
2 4
  

=  
  

 วิธ ี

       จะได จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้สุมหยิบหนังสือมาอานอยางนอย 1 เลม แลวไดหนังสือ 
  สารคดีอยางนอย 1 เลม เทากับ 2 9 16 14 6 1 48+ + + + + =  วิธ ี 
 3)   เนื่องจากมีหนังสือการตูน 1 เลม และหนังสือประเภทอ่ืน ๆ อีก 5 เลม 
        จะไดวา ถาหยิบหนังสือมาอยางนอย 1 เลม แลวตองการใหหยิบไดหนังสือการตูน 
  อยางนอย 1 เลม แบงเปนกรณี ดังนี้ 

  กรณีท่ี 1 หยิบหนังสือ 1 เลม แลวไดหนังสือการตูน 1 เลม ทําได 
1
1
 
 
 

 = 1  วิธ ี

  กรณีท่ี 2 หยิบหนังสือ 2 เลม แลวไดหนังสือการตูน 1 เลม และไดหนังสือประเภทอ่ืน ๆ  

    อีก 1 เลม ทําได 
1 5

5
1 1
  

=  
  

 วิธี 
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  กรณีท่ี 3 หยิบหนังสือ 3 เลม แลวไดหนังสือการตูน 1 เลม และไดหนังสือประเภทอ่ืน ๆ  

    อีก 2 เลมทําได  
1 5

10
1 2
  

=  
  

 วิธ ี

  กรณีท่ี 4 หยิบหนังสือ 4 เลม แลวไดหนังสือการตูน 1 เลม และไดหนังสือประเภทอ่ืน ๆ  

    อีก 3 เลมทําได 
1 5

10
1 3
  

=  
  

 วิธ ี

  กรณีท่ี 5 หยิบหนังสือ 5 เลม แลวไดหนังสือการตูน 1 เลม และไดหนังสือประเภทอ่ืน ๆ  

    อีก 4 เลมทําได 
1 5

5
1 4
  

=  
  

 วิธ ี

  กรณีท่ี 6 หยิบหนังสือ 6 เลม แลวไดหนังสือการตูน 1 เลม และไดหนังสือประเภทอ่ืน ๆ  

    อีก 5 เลมทําได 
1 5

1
1 5
  

=  
  

 วิธ ี

       จะได จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้สุมหยิบหนังสือมาอานอยางนอย 1 เลม แลวไดหนังสือ 
  การตูนอยางนอย 1 เลม เทากับ 1 5 10 10 5 1 32+ + + + + =  วิธ ี
 4)   ถาหยิบหนังสือมาอยางนอย 1 เลม แลวตองการใหหยิบไดหนังสือครบทุกประเภท  
  นั่นคือตองหยิบหนังสือมาอยางนอย 3 เลม ซ่ึงแบงเปนกรณี ดังนี้ 

      กรณีท่ี 1 หยิบหนังสือ 3 เลม แลวไดหนังสือครบทุกประเภท ทําได 
3 2 1
1 1 1
   
   
   

 = 6 วิธ ี

  กรณีท่ี 2 หยิบหนังสือ 4 เลม  
    หยิบไดหนังสือนิยายและหนังสือการตูน อยางละ 1 เลม และหนังสือสารคดี  

    2 เลม ทําได 
3 2 1
1 2 1
   
   
   

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือสารคดีและหนังสือการตูน อยางละ 1 เลม และหนังสือนิยาย  

    2 เลม ทําได 
3 2 1
2 1 1
   
   
   

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 4 เลม แลวไดหนังสือครบทุกประเภท ทําได  

    
3 2 1 3 2 1

9
1 2 1 2 1 1
       

+ =       
       

 วิธ ี
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  กรณีท่ี 3 หยิบหนังสือ 5 เลม 
    หยิบไดหนังสือสารคดีและหนังสือการตูน อยางละ 1 เลม และหนังสือนิยาย  

    3 เลม ทําได 
3 2 1
3 1 1
   
   
   

 วิธ ี

    หยิบไดหนังสือนิยายและหนังสือสารคดี อยางละ 2 เลม และหนังสือการตูน  

    1 เลม ทําได 
3 2 1
2 2 1
   
   
   

 วิธ ี

    ดังนั้น หยิบหนังสือ 5 เลม แลวไดหนังสือครบทุกประเภท ทําได  

    
3 2 1 3 2 1

5
3 1 1 2 2 1
       

+ =       
       

 วิธ ี

  กรณีท่ี 4 หยิบหนังสือ 6 เลม แลวไดหนังสือครบทุกประเภท ทําได 1 วิธ ี
      จะได จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้สุมหยิบหนังสือมาอานอยางนอย 1 เลม แลวไดหนังสือ 
  ครบทุกประเภท เทากับ 6 9 5 1 21+ + + =  วิธี 
33.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 12 16p q  คือ 

      ( ) ( )4 83 212
5

8
p q 

− 
 

 =  ( ) ( )4 83 2495 5p q  

      =  ( ) 8 12 16495 5 p q  

        ดังนั้น สัมประสิทธิ์ของ 12 16p q  คือ ( ) 8495 5  

34.  พิจารณาการกระจาย ( )81x −   

        จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 4x  คือ 

        ( )448
1

4
x 

− 
 

 =  470x  

      จะได สัมประสิทธิ์ของ 4x  จากการกระจาย ( )81x −  คือ 70 

      พิจารณาการกระจาย ( )41x +   

      จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 4x  คือ 

                 44
0

x 
 
 

 =  41x  

      =  4x  
      จะได สัมประสิทธิ์ของ 4x  จากการกระจาย ( )41x +  คือ 1 
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      พิจารณาการกระจาย ( )52 1x +   

      จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 4x  คือ 

       ( ) ( )
2 325

1
3

x 
 
 

 =  ( )2210 x  

      =  410x  

      จะได สัมประสิทธิ์ของ 4x  จากการกระจาย ( )52 1x +  คือ 10 

      ดังนั้น สัมประสิทธิ์ของ 4x  จากการกระจาย ( ) ( ) ( )58 4 21 1 1x x x− + + − +  คือ 
     70 1 10 61+ − =  
35.   จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ี 1k +  คือ 

     
15 2

3

15 12
3

kk x
k x

−    
   

    
 =  

15 2

45 3

15 12
3

k k

k k
x

k x

−

−

 
⋅ ⋅ 

 
 

       =  
15

2 45 315 12
3

k
k k

k x
k

−
− + 

⋅ 
 

 

       =  
15

5 4515 12
3

k
k

k x
k

−
− 

⋅ 
 

 

       ให  5 45k −  = 0  จะได k = 9 
        ดังนั้น พจนท่ีไมมี x คือ พจนท่ี 10 
        จะได พจนท่ีไมมี x คือ 

            
96 2

3

15 12
9 3

x
x

   
   

    
 =   ( )

96 2

3
125,005

3
x

x
  
  

   
 

       =   ( )
6

9
125,005
3

 

36.  เนื่องจาก ( )4001.1  =  ( )4001 0.1+  

     =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )400 399 398 2400 400 400
1 1 0.1 1 0.1

0 1 2
     

+ + +     
     

 ( )400400
0.1

400
 

+ 
 

 

        พิจารณา       ( ) ( )398 2400
1 0.1

2
 
 
 

   =  ( )( ) ( )398 279,800 1 0.1  

        =  798 
      เนื่องจาก ทุกพจนท่ีไดจากการกระจาย ( )4001 0.1+  เปนจํานวนจริงบวก 

        จะไดวา ( )4001.1 798>  
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        ดังนั้น  ( )4001.1  มีคามากกวา 700 

37.   เนื่องจาก ( )62x y+  =  ( ) ( )2 66 5 2 4 2 26 6 6 6
0 1 2 6

x x y x y y       
+ + + +       

       
  

        ดังนั้น ผลรวมของสัมประสิทธิ์จากการกระจาย ( )62x y+  คือ 

      66 6 6 6
2 64

0 1 2 6
       

+ + + + = =       
       

  

38.   เนื่องจาก     ( )2015  =  ( )2014 1+  

     =  ( ) ( ) ( )19 2020 1920 20 20 20
14 14 1 14 1 1

0 1 19 20
       

+ + + +       
       

  

     =  20 1920 20 20
14 14 14 1

0 1 19
     

+ + + +     
     

  

     =  19 1820 20 20
14 14 14 1

0 1 19
      

+ + + +      
      

  

        เนื่องจาก 19 1820 20 20
14 14

0 1 19
     

+ + +     
     

  เปนจํานวนเต็ม 

      ดังนั้น เศษจากการหาร ( )2015  ดวย 14 คือ 1 

39.  จากทฤษฎีบททวินาม พจนท่ีมี 2x  คือ 

       ( ) ( )2 22 1
2

nn
x

n
− 

 − 
 =  ( )24

2
n

x
n
 
 − 

 

        จะได           4
2

n
n
 
 − 

 =  312   

    
( ) ( )( )

4 !
2 ! 2 !

n
n n n− − −

 =  312  

             ( )( )
( )

4 1 2 !
2 !2!

n n n
n
− −
−

 =  312  

     ( )1n n −  =  156   

       นั่นคือ        n =  13 
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40.   เนื่องจาก 1 n

x
x

 + 
 

 = 
2

1 21 1 1
0 1 2

n
n n nn n n n

x x x
nx x x

− −            + + + +            
            

  

        จะไดผลรวมของสัมประสิทธิ์จากการกระจาย 1 n

x
x

 + 
 

 คือ 
0 1 2
n n n n

n
       

+ + + +       
       

  

       เนื่องจาก  
0 1 2
n n n n

n
       

+ + + +       
       

   =  2n  

        จะได                         2,048   =  2n  
        ดังนั้น                      n  =  11 
41.  ก่ิงแกวตองการเชิญเพ่ือนสนิทมารวมงานแตงงานอยางนอย 1 คน แบงเปนกรณี ดังนี้ 

 กรณีท่ี 1  มีเพ่ือนสนิทมารวมงาน 1 คน ได 
10
1

 
 
 

 วิธี 

 กรณีท่ี 2  มีเพ่ือนสนิทมารวมงาน 2 คน ได 
10
2

 
 
 

 วิธี 

 กรณีท่ี 3  มีเพ่ือนสนิทมารวมงาน 3 คน ได 
10
3

 
 
 

 วิธี 

         

 กรณีท่ี 10  มีเพ่ือนสนิทมารวมงาน 10 คน ได 
10
10
 
 
 

 วิธี 

       จะได จํานวนวิธีท่ีจะมีเพ่ือนสนิทมารวมงานอยางนอย 1 คน เทากับ 
10 10 10 10
1 2 3 10

       
+ + + +       

       
  

       เนื่องจาก  
10 10 10 10 10
0 1 2 3 10

         
+ + + + +         

         
    =  102  

       จะได             
10 10 10 10
1 2 3 10

       
+ + + +       

       
  =  10 10

2
0

 
−  
 

 

         =   102 1−  
         =    1,023 
       ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจะมีเพ่ือนสนิทมารวมงานอยางนอย 1 คน เทากับ 1,023 วิธ ี
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บทท่ี 3 ความนาจะเปน 

 

แบบฝกหัด 3.1  

1.   ให 1 2 3 4, , , S S S S  และ 5S  เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมในขอ 1), 2), 3), 4) และ 5)  

 ตามลําดับ  
 1)   เนื่องจากในการหยิบลูกอม 1 เม็ด จากถุงท่ีกําหนดให จะหยิบไดลูกอมรสสม รสองุน  
  รสมะนาว หรือรสกาแฟ  
      ดังนั้น  1S  =  {ลูกอมรสสม, ลูกอมรสองุน, ลูกอมรสมะนาว, ลูกอมรสกาแฟ} 

 2)   เนื่องจากในการทําขอสอบแบบถูกผิด 10 ขอ ขอละ 1 คะแนน คะแนนสอบท่ีเปนไปได  
  คือ 0, 1, 2, 3, …, 10  

       ดังนั้น  2S  =  { }0, 1, 2, 3, , 10  

 3)   เนื่องจากในการแขงขันวอลเลยบอลแตละครั้ง ผลของการแขงขันท่ีอาจเปนไปได คือ  
  ชนะ หรือ แพ 
      ใหผลการแขงขันท่ีชนะแทนดวย “ช” และผลการแขงขันท่ีแพแทนดวย “พ”  
       จะไดผลลัพธของการแขงขันวอลเลยบอลไทย 2 นัด ท่ีอาจเปนไปได คือ ชช ชพ พช  
  หรือ พพ  
      ดังนั้น  3S  =  {ชช, ชพ, พช, พพ} 

 4)   เนื่องจากการทอดลูกเตาหนึ่งลูกหนึ่งครั้ง แตมบนหนาลูกเตาท่ีอาจเกิดข้ึน คือ 1, 2, 3,  
  4, 5 หรือ 6  
       จะไดผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาท่ีอาจเกิดข้ึนในการทอดลูกเตาสามลูกหนึ่งครั้ง คือ  
  3, 4, 5, …, 18  
       ดังนั้น  4S  =  { }3, 4, 5, , 18  

 5)   เนื่องจากในการขายพัดลม 5 เครื่อง จํานวนพัดลมท่ีขายไดอาจเปน 0, 1, 2, 3, 4 หรือ  
  5 เครื่อง 

      ดังนั้น  5S  = { }0, 1, 2, 3, 4, 5  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     327 
 

  

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2.   ให H  แทนเหรียญข้ึนหัว 
 และ T   แทนเหรียญข้ึนกอย 
     จะได ผลลัพธท่ีไดจากการโยนเหรียญหนึ่งเหรียญสองครั้งท่ีเปนไปได คือ HH, HT, TH  หรือ TT  
 1)   ให S  เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุม 
      จะได  S  = { }, , ,HH HT TH TT  

 2)   ให 1E  เปนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหัวท้ังสองครั้ง 

      จะได  1E  = { }HH  

 3)   ให 2E  เปนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหนาตางกัน 

      จะได  2E  =  { },HT TH  

3.   ให S   เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
  H   แทนเหรียญข้ึนหัว 
 และ T   แทนเหรียญข้ึนกอย 
     ใหเลขโดด 1, 2, 3, 4, 5 และ 6 แทนลูกเตาข้ึนหนา 1, 2, 3, 4, 5 และ 6 ตามลําดับ 
     สามารถเขียนแผนภาพแสดงผลลัพธของการทดลองสุมไดดังนี้  

    
                    

     

หนาของเหรียญ      แตมบนหนาลูกเตา 

 

H 

H1 

H2 

H3 

H4 

H5 

H6 



     
     
     

    
 

328 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 โดยท่ีสัญลักษณ Hi หมายถึง เหรียญข้ึนหัวและลูกเตาข้ึนแตม i 
    Ti  หมายถึง เหรียญข้ึนกอยและลูกเตาข้ึนแตม i 
      เม่ือ { }1, 2, 3, 4, 5, 6i∈  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนกอยและแตมบนหนาลูกเตาเปนจํานวนค่ี 

      จะได  1E  = { }1, 3, 5T T T  

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหัวและแตมบนหนาลูกเตาเปนจํานวนคู 

      จะได  2E  = { }2, 4, 6H H H  

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีแตมบนหนาลูกเตาเปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว 

      จะได  3E  =  { }3, 6, 3, 6H H T T  

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนกอยและแตมบนหนาลูกเตาเปนจํานวนท่ีหารดวย 7 ลงตัว  
      เนื่องจากไมมีแตมใดบนหนาลูกเตาเปนจํานวนท่ีหารดวย 7 ลงตัว  
      จะได   4E = ∅  

 5)   ให 5E  แทนเหตุการณท่ีแตมบนหนาลูกเตาเปนจํานวนท่ีหารดวย 7 ไมลงตัว 

      เนื่องจากแตมบนหนาลูกเตาทุกแตมเปนจํานวนท่ีหารดวย 7 ไมลงตัว  
      จะได  5E  = { }1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 2, 3, 4, 5, 6H H H H H H T T T T T T  

4.   ให  1R  และ 2R  แทนลูกบอลสีแดงลูกท่ี 1 และลูกท่ี 2 ตามลําดับ 

         1W  และ 2W  แทนลูกบอลสีขาวลูกท่ี 1 และลูกท่ี 2 ตามลําดับ 

T 

T1 

T2 

T3 

T4 

T5 

T6 
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      จะได ผลลัพธจากการหยิบลูกบอล 2 ลูก โดยการหยิบทีละ 1 ลูก และใหคืนลูกแรกลงไป 
 กอนท่ีจะหยิบลูกท่ีสอง ดังแผนภาพ 

    

ลูกบอลลูกท่ีหนึ่ง     ลูกบอลลูกท่ีสอง 

 

 1R
   

 2 1 2R R R
   

 1 1 1R R R
   

 1 1 1W R W
   

 2 1 2W R W    

 2W
   

 2 2 2R W R
   

 1 2 1R W R
   

 1 2 1W W W
   

 2 2 2W W W
   

 2R
   

 2 2 2R R R
   

 1 2 1R R R
   

 1 2 1W R W
   

 2 2 2W R W
   

 1W
   

 2 1 2R W R
   

 1 1 1R W R
   

 1 1 1W W W
   

 2 1 2W W W
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      ให S เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้  
 จะได  S = { 1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1 1 1 2 1 1 1 2, , , , , , , , , , , ,R R R R R W R W R R R R R W R W W R W R W W W W  

   }2 1 2 2 2 1 2 2, , ,W R W R W W W W  

    และให E แทนเหตุการณท่ีไดลูกบอลสีขาวท้ังสองลูก 

 จะได  E  =  { }1 1 1 2 2 1 2 2, , ,W W W W W W W W  
 

แบบฝกหัด 3.2  

1.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได  ( ) 30n S =   

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีจับสลากไดชื่อของนักเรียนชาย 

      จะมีวิธีเลือกนักเรียนชาย 1 คน จากนักเรียนชาย 18 คน ได 18 วิธี 
      นั่นคือ ( )1 18n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

18 3
30 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสลากท่ีไดเปนชื่อของนักเรียนชาย เทากับ 3
5

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีจับสลากไดชื่อของนักเรียนหญิง 

      จะมีวิธีเลือกนักเรียนหญิง 1 คน จากนักเรียนหญิง 12 คน ได 12 วิธ ี

      นั่นคือ ( )2 12n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

12 2
30 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสลากท่ีไดเปนชื่อของนักเรียนหญิง เทากับ 2
5

 

2.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได  ( ) 20n S =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกปงปองสีแดง 

       เนื่องจากมีลูกปงปองสีแดงอยู 15 ลูก 
      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบลูกปงปองสีแดงได 15 วิธี 
      นั่นคือ  ( )1 15n E =  
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       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

15 3
20 4

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกปงปองสีแดง เทากับ 3
4

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีจะหยิบไมไดลูกปงปองสีดํา 

      เนื่องจากมีลูกปงปองท่ีไมใชสีดําอยู 19 ลูก  
      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไมไดลูกปงปองสีดํา 19 วิธี  
      นั่นคือ ( )2 19n E =  

       จะได ( ) ( )
( )

2
2

19
20

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไมไดลูกปงปองสีดํา เทากับ 19
20

 

 3)  ให 3E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกปงปองสีดําหรือสีขาว 

     กรณีท่ี 1 หยิบไดลูกปงปองสีดํา 
    เนื่องจากมีลูกปงปองสีดําอยู 1 ลูก จะมีวิธีหยิบลูกปงปองสีดําได 1 วิธี 
     กรณีท่ี 2 หยิบไดลูกปงปองสีขาว 
    เนื่องจากมีลูกปงปองสีขาวอยู 1 ลูก จะมีวิธีหยิบลูกปงปองสีขาวได 1 วิธี 
      โดยหลักการบวก จะมีวิธีหยิบไดลูกปงปองสีดําหรือสีขาว 1 1 2+ =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )3 2n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

2 1
20 10

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกปงปองสีดําหรือสีขาว เทากับ 1
10

 

3.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได  ( ) 13n S =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกแกวสีเหลือง  
      เนื่องจากมีลูกแกวสีเหลืองอยู 3 ลูก จะมีวิธีหยิบลูกแกวสีเหลืองได 3 วิธี  
      นั่นคือ ( )1 3n E =  
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       จะได ( ) ( )
( )

1
1

3
13

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกแกวสีเหลือง เทากับ 3
13

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกแกวท่ีไมใชสีแดง 

      เนื่องจากมีลูกแกวท่ีไมใชสีแดงอยู 7 ลูก จะมีวิธีหยิบไดลูกแกวท่ีไมใชสีแดง 7 วิธี 
      นั่นคือ ( )2 7n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

7
13

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะหยิบไดลูกแกวท่ีไมใชสีแดง เทากับ 7
13

 

4.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได ( ) 52n S =  

      1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีไดไพหมายเลข 7 

      เนื่องจากมีไพหมายเลข 7 อยู 4 ใบ  
      จะมีวิธีท่ีหยิบไพหมายเลข 7 ได 4 วิธ ี

      นั่นคือ ( )1 4n E =  

       จะได ( ) ( )
( )

1
1

4 1
52 13

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดไพหมายเลข 7 เทากับ 1
13

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีไดไพ J, Q หรือ K 

       เนื่องจากมีไพ J, Q หรือ K อยู 12 ใบ  
       จะมีวิธีท่ีหยิบไพ J, Q หรือ K ได 12 วิธ ี

      นั่นคือ ( )2 12n E =  

       จะได ( ) ( )
( )

2
2

12 3
52 13

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดไพ J, Q หรือ K เทากับ 3
13
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 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีไดไพดอกจิก 

      เนื่องจากมีไพดอกจิกอยู 13 ใบ จะมีวิธีหยิบไดไพดอกจิก 13 วิธ ี
      นั่นคือ ( )3 13n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

13 1
52 4

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดไพดอกจิก เทากับ 1
4

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีไดไพ A โพแดง 

      เนื่องจากมีไพ A โพแดงอยู 1 ใบ จะมีวิธีท่ีไดไพ A โพแดง 1 วิธ ี
      นั่นคือ ( )4 1n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

1
52

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดไพ A โพแดง เทากับ 1
52

 

5.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได ( ) 6n S =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเฉพาะ 

      เนื่องจากเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเฉพาะมี 3 อัน คือ เบี้ยหมายเลข 3, 7 และ 11 

       จะมีวิธีหยิบเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเฉพาะได 3 วิธี นั่นคือ ( )1 3n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

3 1
6 2

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเฉพาะ เทากับ 1
2

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว 
      เนื่องจากเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว มี 2 อัน คือ เบี้ยหมายเลข 3 และ 9 
       จะมีวิธีหยิบเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัวได 2 วิธี  
       นั่นคือ ( )2 2n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

2 1
6 3

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 3 ลงตัว เทากับ 1
3
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 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 6 ลงตัว 
      เนื่องจากไมมีเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 6 ลงตัว  
       จะมีวิธีหยิบเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 6 ลงตัวได 0 วิธี  
       นั่นคือ ( )3 0n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

0 0
6

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 6 ลงตัว เทากับ 0  

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีเปนกําลังสองสมบูรณ 
      เนื่องจากเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีเปนกําลังสองสมบูรณมี 2 อัน คือ เบี้ยหมายเลข  
  4 และ 9 
       จะมีวิธีหยิบเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีเปนกําลังสองสมบูรณได 2 วิธี  
       นั่นคือ ( )4 2n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

2 1
6 3

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเบี้ยท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีเปนกําลังสองสมบูรณ  

  เทากับ 1
3

 

6.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได ( ) 100n S =  

      1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเต็มบวก 

      เนื่องจากมีวิธีหยิบเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเต็มบวก 100 วิธี 
      นั่นคือ ( )1 100n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

100 1
100

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนเต็มบวก เทากับ 1  
 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคู 
      เนื่องจากเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคูมี 50 เหรียญ ไดแก เหรียญท่ีมีหมายเลข  
  2, 4, 6, , 100  
       จะมีวิธีหยิบเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคูได 50 วิธี  
      นั่นคือ ( )2 50n E =  
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       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

50 1
100 2

n E
P E

n S
= = =  

  ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคู เทากับ 1
2

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว 
      เนื่องจากเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว มี 20 เหรียญ ไดแก เหรียญ 
  ท่ีมีหมายเลข 5, 10, 15, , 100  
       จะมีวิธีหยิบเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว ได 20 วิธี  
      นั่นคือ ( )3 20n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

20 1
100 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว เทากับ 1
5

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว 
      เนื่องจากเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ลงตัว มี 20 เหรียญ  
      ดังนั้น มีเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว 80 เหรียญ 
       จะมีวิธีหยิบเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว ได 80 วิธี  
      นั่นคือ ( )4 80n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

80 4
100 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดเหรียญท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนท่ีหารดวย 5 ไมลงตัว  

  เทากับ 4
5

 

7.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     ให “ช” แทนผูชาย และ “ญ” แทนผูหญิง 
     จะได  S = {ชช, ชญ, ญช, ญญ} 
     นั่นคือ  ( ) 4n S =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีสามีภรรยามีลูกเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 

      จะได  1E  = {ชช, ญญ} 

      นั่นคือ ( )1 2n E =  
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       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

2 1
4 2

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสามีภรรยามีลูกเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู เทากับ 1
2

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีสามีภรรยามีลูกเปนผูหญิงอยางนอย 1 คน 

      จะได  2E = {ชญ, ญช, ญญ} 

       นั่นคือ ( )2 3n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

3
4

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสามีภรรยามีลูกเปนหญิงอยางนอย 1 คน เทากับ 3
4

 

8.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได  ( ) 5,2 10n S C= =  

      ให  E  แทนเหตุการณท่ีจะไดหลอดดี 1 หลอด และหลอดเสีย 1 หลอด 

     ข้ันตอนท่ี 1 หยิบหลอดไฟดี 1 หลอด จากหลอดดีท้ังหมด 3 หลอด ได 3, 1 3C =   วิธ ี

     ข้ันตอนท่ี 2 หยิบหลอดไฟเสีย 1 หลอด จากหลอดเสียท้ังหมด 2 หลอด ได 2, 1 2C =  วิธี 

     ดังนั้น  ( ) 3 2 6n E = × =  

      จะได  ( ) ( )
( )

6 3
10 5

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดหลอดดี 1 หลอด และหลอดเสีย 1 หลอด เทากับ 3
5

 

9.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได  ( ) 4,2 6n S C= =  

      ให  E  แทนเหตุการณท่ีจะไดถุงเทาท้ังสองคูเปนสีเดียวกัน 

     กรณีท่ี 1 หยิบไดถุงเทาท้ังสองคูเปนสีดํา มีได 2, 2 1C =   วิธ ี

     กรณีท่ี 2 หยิบไดถุงเทาท้ังสองคูเปนสีขาว มีได 2, 2 1C =  วิธี 

     นั่นคือ ( ) 1 1 2n E = + =  
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      จะได  ( ) ( )
( )

2 1
6 3

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดถุงเทาท้ังสองคูเปนสีเดียวกัน เทากับ 1
3

 

10.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
       จะได ( ) 6 6 36n S = × =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนคู 
      วิธีท่ี 1 ในการทอดลูกเตาท่ีเท่ียงตรงสองลูกหนึ่งครั้ง ผลคูณของแตมเปนจํานวนคูเปนได 3 กรณี  
   กรณีท่ี 1 ลูกเตาท้ังสองลูกไดแตมเปนจํานวนคู 
     แตมท่ีไดจากลูกเตาลูกท่ี 1 เปนได 3 วิธี คือ 2, 4 และ 6 
     แตมท่ีไดจากลูกเตาลูกท่ี 2 เปนได 3 วิธี คือ 2, 4 และ 6 
     จะมีจํานวนวิธีท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนคูเปน 3 3 9× =  วิธี 
   กรณีท่ี 2 ลูกเตาลูกท่ี 1 ไดแตมเปนจํานวนคูเพียงลูกเดียว 
     แตมท่ีไดจากลูกเตาลูกท่ี 1 เปนได 3 วิธี คือ 2, 4 และ 6 
     แตมท่ีไดจากลูกเตาลูกท่ี 2 เปนได 3 วิธี คือ 1, 3 และ 5 
     จะมีจํานวนวิธีท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนคูเปน 3 3 9× =  วิธี 
   กรณีท่ี 3 ลูกเตาลูกท่ี 2 ไดแตมเปนจํานวนคูเพียงลูกเดียว 
     แตมท่ีไดจากลูกเตาลูกท่ี 1 เปนได 3 วิธี คือ 1, 3 และ 5 
     แตมท่ีไดจากลูกเตาลูกท่ี 2 เปนได 3 วิธี คือ 2, 4 และ 6 
     จะมีจํานวนวิธีท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนคูเปน 3 3 9× =  วิธี 
          โดยหลักการบวก จะมีวิธีทอดลูกเตาท่ีผลคูณของแตมท่ีไดเปนจํานวนคู 9 9 9 27+ + =  วิธี 
          นั่นคือ ( ) 27n E =  

         จะได  ( ) ( )
( )

27 3
36 4

n E
P E

n S
= = =  

          ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนคู เทากับ 3
4

 

       วิธีท่ี 2  ในการทอดลูกเตาท่ีเท่ียงตรงสองลูกหนึ่งครั้ง ผลคูณของแตมท่ีเปนจํานวนค่ีจะ 
   เกิดข้ึน เม่ือแตมบนหนาของลูกเตาท้ังสองลูกเปนจํานวนค่ี ดังนี้ 
   แตมบนหนาของลูกเตาลูกท่ี 1 เปนได 3 วิธี คือ 1, 3 และ 5 
   แตมบนหนาของลูกเตาลูกท่ี 2 เปนได 3 วิธี คือ 1, 3 และ 5 
   จะมีจํานวนวิธีท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนค่ีเปน 3 3 9× =  วิธี 
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   ดังนั้น จะมีวิธีทอดลูกเตาท่ีผลคูณของแตมท่ีไดเปนจํานวนคู 36 9 27− =  วิธ ี
   นั่นคือ ( ) 27n E =  

         จะได  ( ) ( )
( )

27 3
36 4

n E
P E

n S
= = =  

         ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลคูณของแตมเปนจํานวนคู เทากับ 3
4

 

11.   1)   ให 1S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

       จะได ( )1 4,2 6n S C= =  

       ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก  

      นั่นคือ ( )1 2, 1 2, 1 2 2 4n E C C= × = × =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

1

4 2
6 3

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก เม่ือหยิบ 

      ลูกบอล 2 ลูกพรอมกัน เทากับ 2
3

 

 2)   ให 2S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

       จะได ( )2 4, 1 3, 1 4 3 12n S C C= × = × =  

       ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก 

       กรณีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดงเปนลูกแรก 
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีแดง 2  วิธ ี
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดสีเขียว 2  วิธ ี
    ดังนั้น มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีแดง และลูกบอลลูกท่ีสองไดสีเขียว  
    2 2 4× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 2 หยิบไดลูกบอลสีเขียวเปนลูกแรก 
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีเขียว 2  วิธ ี
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดสีแดง 2  วิธี 
    ดังนั้น มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีเขียว และลูกบอลลูกท่ีสองไดสีแดง  
    2 2 4× =  วิธ ี
      โดยหลักการบวก จะไดจํานวนวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก  
      4 4 8+ =  วิธี  
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      นั่นคือ ( )2 8n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

2

8 2
12 3

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก เม่ือหยิบ 

  ลูกบอลทีละลูกโดยไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 2
3

 

 3)   ให 3S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

       จะได ( )3 4, 1 4, 1 4 4 16n S C C= × = × =  

       ให 3E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก 

       กรณีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดงเปนลูกแรก 
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีแดง 2  วิธ ี
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดสีเขียว 2  วิธ ี
    ดังนั้น มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีแดง และลูกบอลลูกท่ีสองไดสีเขียว  
    2 2 4× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 2 หยิบไดลูกบอลสีเขียวเปนลูกแรก 
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีเขียว 2  วิธ ี
    มีวิธีหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดสีแดง 2  วิธี 
    ดังนั้น มีวิธีหยิบลูกบอลลูกแรกไดสีเขียว และลูกบอลลูกท่ีสองไดสีแดง  
    2 2 4× =  วิธ ี
      โดยหลักการบวก จะไดจํานวนวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก  
      4 4 8+ =  วิธี  
      นั่นคือ ( )3 8n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

3

8 1
16 2

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงและสีเขียวอยางละ 1 ลูก เม่ือหยิบลูกบอล 

  ทีละลูกโดยใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 1
2
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12.  ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
       จะได  ( ) 5 4 20n S = × =   

        1)   ให 1E  เปนเหตุการณท่ีนักกีฬาคนนี้สวมเสื้อและกางเกงสีเดียวกัน 

      นั่นคือ สวมเสื้อสีขาวและกางเกงสีขาวเทานั้น 
      ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีเลือกสวมเสื้อสีขาวได 3 วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีเลือกสวมกางเกงสีขาวได 1 วิธ ี
      ดังนั้น จะมีวิธีสวมเสื้อและกางเกงสีเดียวกัน 3 1 3× =  วิธ ี
      นั่นคือ ( )1 3n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

3
20

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักกีฬาคนนี้จะสวมเสื้อและกางเกงสีเดียวกัน เทากับ 3
20

 

 2)  ให  2E  แทนเหตุการณท่ีนักกีฬาคนนี้สวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน 

      กรณีท่ี 1  สวมเสื้อสีขาวและกางเกงสีเทา 
    มีวิธีเลือกสวมเสื้อสีขาวได 3 วิธี 
    มีวิธีเลือกสวมกางเกงสีเทาได 3 วิธ ี
    ดังนั้น มีวิธีสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน 3 3 9× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 2 สวมเสื้อสีฟาและกางเกงสีใดก็ได 
    มีวิธีเลือกสวมเสื้อสีฟาได 2 วธิี 
    มีวิธีเลือกสวมกางเกงสีขาวหรือสีเทาได 4 วิธี 
    ดังนั้น มีวิธีสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน 2 4 8× =  วิธ ี
       โดยหลักการบวก จะมีวิธีเลือกสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน 9 8 17+ =  วิธ ี

      นั่นคือ ( )2 17n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

17
20

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักกีฬาคนนี้จะสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน เทากับ 17
20

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีนักกีฬาคนนี้สวมเสื้อสีฟา 

  ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีเลือกสวมเสื้อสีฟาได 2 วธิี 
  ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีเลือกสวมกางเกงสีใดก็ได ได 4 วิธี 
      ดังนั้น จะมีวิธีสวมเสื้อสีฟา 2 4 8× =  วิธี 
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      นั่นคือ ( )3 8n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

8 2
20 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักกีฬาคนนี้จะสวมเสื้อสีฟา เทากับ 2
5

 

13.   ให  1S  แทนปริภูมิตัวอยางของการหยิบลูกบอลครั้งละ 1 ลูก 2 ครั้ง จากกลองใบหนึ่งซ่ึงมี
ลูกบอล 30 ลูก โดยหยิบลูกบอลลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง  

      จะได ( )1 30, 1 29, 1 30 29 870n S C C= × = × =   

        และให  2S  แทนปริภูมิตัวอยางของการหยิบลูกบอลครั้งละ 1 ลูก 2 ครั้ง จากกลองใบหนึ่ง 

 ซ่ึงมีลูกบอล 30 ลูก โดยหยิบลูกบอลลูกแรกแลวใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง 

      จะได ( )2 30, 1 30, 1 30 30 900n S C C= × = × =   

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลลูกแรกเปนสีแดงและลูกบอลลูกท่ีสองเปนสีเหลือง  
  เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอลลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง  
  ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 10 ลูก ทําได 10 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีเหลือง 1 ลูก จากลูกบอลสีเหลือง 10 ลูก ทําได 

10 วิธ ี
      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก และสีเหลือง 1 ลกู ตามลําดับ 10 10 100× =  วิธี   
       นั่นคือ  ( )1 100n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

1

100 10
870 87

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลลูกแรกเปนสีแดงและลูกบอลลูกท่ีสองเปนสีเหลือง  

  เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอลลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 10
87

 

 2)   ให 2E แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลลูกแรกเปนสีแดงและลูกบอลลูกท่ีสองเปนสี 
  เหลือง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอลลูกแรกแลวใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง  
  ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 10 ลูก ทําได 10 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีเหลือง 1 ลูก จากลูกบอลสีเหลือง 10 ลูก ทําได  
     10 วิธ ี
      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก และสีเหลือง 1 ลกู ตามลําดับ 10 10 100× =  วิธี   
       นั่นคือ  ( )2 100n E =   
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       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

2

100 1
900 9

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลลูกแรกเปนสีแดงและลูกบอลลูกท่ีสองเปนสีเหลือง  

  เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอลลูกแรกแลวใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 1
9

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีเขียวท้ังสองครั้ง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอล 

  ลูกแรกแลวใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง   
  ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีเขียว 1 ลูก จากลูกบอลสีเขียว 10 ลูก ทําได  
     10 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีเขียว 1 ลูก จากลูกบอลสีเขียว 10 ลูก ทําได  
     10 วิธ ี
      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีเขียว 2 ลูก 10 10 100× =  วิธี   
       นั่นคือ  ( )3 100n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

2

100 1
900 9

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีเขียวท้ังสองครั้ง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอล 

  ลูกแรกแลวใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสองเทากับ 1
9

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีเขียวท้ังสองครั้ง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอล 

  ลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง  
  ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีเขียว 1 ลูก จากลูกบอลสีเขียว 10 ลูก ทําได  
     10 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีเขียว 1 ลูก จากลูกบอลสีเขียวท่ีเหลือ 9 ลูก  
     ทําได  9 วิธ ี
      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีเขียว 2 ลูก 10 9 90× =  วิธี   
       นั่นคือ  ( )4 90n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

1

90 3
870 29

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีเขียวท้ังสองครั้ง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอล 

  ลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 3
29
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 5)   ให 5E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก เม่ือกําหนดใหหยิบ 

  ลูกบอลลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง 
       วิธีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก แบงเปนกรณีดังนี้ 
    กรณีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก ในครั้งท่ี 1  
      ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอล 
         สีแดง 10 ลูก ทําได 10 วิธ ี
      ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 1 ลูก  
         จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 20 ลูก ทําได 20 วิธี 
         ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก 10 20 200× =  วิธี  
    กรณีท่ี 2 หยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก ในครั้งท่ี 2  
      ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 1 ลูก  
         จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 20 ลูก ทําได 20 วิธ ี
      ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก  
         จากลูกบอลสีแดง 10 ลูก  ทําได 10 วิธ ี
          ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก 20 10 200× =  วิธี  
    กรณีท่ี 3 หยิบไดลูกบอลสีแดง 2 ลูก 
      ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง  
         10 ลูก ทําได 10 วิธี 
      ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 
         ท่ีเหลือ 9 ลูก ทําได 9 วิธ ี
          ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดง 2 ลูก 10 9 90× =  วิธ ี
        จะไดวา มีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก 200 200 90 490+ + =  วิธ ี
         นั่นคือ  ( )5 490n E =   

         จะได  ( ) ( )
( )

5
5

1

490 49
870 87

n E
P E

n S
= = =  

         ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก เม่ือกําหนดใหหยิบ 

        ลูกบอลลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 49
87
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      วิธีท่ี 2  หยิบไมไดลูกบอลสีแดง 
    ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 1 ลูก  
       จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 20 ลูก ได 20 วิธ ี
    ข้ันตอนท่ี 2 หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 1 ลูก  
       จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดงท่ีเหลือ 19 ลูก ได 19 วิธี  
     โดยหลักการคูณ จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 2 ลูก เทากับ  
    20 19 380× =  วิธ ี
     จะไดวา จะมีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก 870 380 490− =  วิธี 
    นั่นคือ  ( )5 490n E =   

         จะได  ( ) ( )
( )

5
5

1

490 49
870 87

n E
P E

n S
= = =  

         ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก เม่ือกําหนดใหหยิบ 

    ลูกบอลลูกแรกแลวไมใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 49
87

 

 6)   ให 6E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไมไดลูกบอลสีแดง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอลลูกแรกแลว 

  ใสคืนกอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง 
  ข้ันตอนท่ี 1 หยิบครั้งท่ี 1 ไดลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใช 
     สีแดง 20 ลูก ได 20 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2  หยิบครั้งท่ี 2 ไดลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใช 
     สีแดง 20 ลูก ได 20 วิธ ี
       ดังนั้น มีวิธีหยิบไมไดลูกบอลสีแดง 20 20 400× =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )6 400n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

6
6

2

400 4
900 9

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไมไดลูกบอลสีแดง เม่ือกําหนดใหหยิบลูกบอลลูกแรกแลวใสคืน 

  กอนจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสอง เทากับ 4
9

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2     345 
 

  

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

14.   ให S  เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 52,3 22,100n S C= =   

       1)   ให  1E  แทนเหตุการณท่ีไดไพ J, Q, K อยางละใบ 

      ข้ันตอนท่ี 1 หยิบไดไพ J 1 ใบ จากไพ J 4 ใบ ได 4 วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบไดไพ Q 1 ใบ จากไพ Q 4 ใบ ได 4 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 หยิบไดไพ K 1 ใบ จากไพ K 4 ใบ ได 4 วิธ ี
       จะไดวา จํานวนวิธีท่ีไดไพ J, Q, K อยางละใบ ได 4 4 4 64× × =  วิธ ี

       นั่นคือ ( )1 64n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

64 16
22,100 5,525

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดไพ J, Q และ K อยางละใบ เทากับ 16
5,525

 

 2)   ให 2E  เปนเหตุการณท่ีไดไพท่ีมีหนาสีแดง 2 ใบ 

      เนื่องจากมีไพหนาสีแดง และไพหนาสีดํา อยางละ 26 ใบ 

      ข้ันตอนท่ี 1 หยิบไดไพหนาสีแดง 2 ใบ จากไพหนาสีแดง 26 ใบ ได 26,2C  วิธ ี

  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบไดไพหนาสีดํา 1 ใบ จากไพหนาสีดํา 26 ใบ ได 26,1C  วิธี 

      จะไดวา จํานวนวิธีหยิบไพท่ีมีหนาสีแดง 2 ใบ ได 26,2 26,1 8,450C C× =   

       นั่นคือ ( )2 8,450n E =   

       จะได ( ) ( )
( )

2
2

8,450 13
22,100 34

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดไพท่ีมีหนาสีแดง 2 ใบ เทากับ 13
34

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีไดไพท่ีมีหมายเลขเดียวกันหรือตัวอักษรเดียวกันท้ังสามใบ 

      ข้ันตอนท่ี 1  เลือกหมายเลขหรือตัวอักษร 1 ตัว จาก 13 ตัว ได 13 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกไพ 3 ใบ จากไพท่ีมีหมายเลขหรือตัวอักษรเดียวกันซ่ึงมี 4 ใบ  
      ได 4,3 4C =  วิธี 

       ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีไดไพหมายเลขเดียวกันหรือตัวอักษรเดียวกันท้ังสามใบ 13 4 52× =  วิธ ี
       นั่นคือ  ( )3 52n E =   
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        จะได  ( ) ( )
( )

3
3

52 1
22,100 425

n E
P E

n S
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดไพท่ีมีหมายเลขหรือตัวอักษรเดียวกันท้ังสามใบ เทากับ 1
425

 

 4)    ให 4E  แทนเหตุการณท่ีไดไพท่ีมีหมายเลขหรือตัวอักษรตางกันท้ังสามใบ 

       ข้ันตอนท่ี 1 เลือกหมายเลขหรือตัวอักษร 3 ตัว จาก 13 ตัว ได 13,3C  วิธี  

  ข้ันตอนท่ี 2 เลือกไพ 1 ใบ จากหมายเลขหรือตัวอักษรตัวท่ี 1 จากหมายเลขหรือ 
     ตัวอักษรท่ีเลือกในข้ันท่ี 1 ซ่ึงมี 4 ใบ ได 4 วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 3 เลือกไพ 1 ใบ จากหมายเลขหรือตัวอักษรตัวท่ี 2 จากหมายเลขหรือ 
     ตัวอักษรท่ีเลือกในข้ันท่ี 1 ซ่ึงมี 4 ใบ ได 4 วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 4 เลือกไพ 1 ใบ จากหมายเลขหรือตัวอักษรตัวท่ี 3 จากหมายเลขหรือ 
     ตัวอักษรท่ีเลือกในข้ันท่ี 1 ซ่ึงมี 4 ใบ ได  4 วิธี 
       จะไดวา จํานวนวิธีท่ีไดไพหมายเลขหรือตัวอักษรตางกันท้ังสามใบ 13,3 4 4 4 18,304C × × × =   วิธ ี

      นั่นคือ ( )4 18,304n E =   

      จะได  ( ) ( )
( )

4
4

18,304 352
22,100 425

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดไพท่ีมีหมายเลขหรือตัวอักษรตางกันท้ังสามใบ เทากับ 352
425

 

15.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 5 5 5 125n S = × × =   

      ให  E  แทนเหตุการณท่ีผูเขาแขงขัน 2 คน สุมไดหัวขอเดียวกัน และอีกคนไดหัวขออ่ืน 
      ข้ันตอนท่ี 1 เลือกผูเขาแขงขันท่ีแตงกลอนหัวขอเดียวกัน 2 คน จาก 3 คน ได 3, 2 3C =  วิธี 

 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกหัวขอ 1 หัวขอ จากหัวขอบังคับ 5 หัวขอ ได 5 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3  เลือกหัวขอ 1 หัวขอ จากหัวขอบังคับท่ีเหลือ 4 หัวขอ ได 4 วิธี  
      จะไดวา มีจํานวนวิธีท่ีผูเขาแขงขัน 2 คน สุมไดหัวขอเดียวกัน และอีกคนไดหัวขออ่ืน  
      3 5 4 60× × =  วิธ ี
      นั่นคือ  ( ) 60n E =   
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       จะได  ( ) ( )
( )

60 12
125 25

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะมีผูเขาแขงขัน 2 คน สุมไดหัวขอเดียวกัน และอีกคนไดหัวขออ่ืน  

 เทากับ 12
25

 

16.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 6,3 5,2 2,400n S P P= × =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีศิวัชจะไดเขาทํางาน 

  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกตําแหนงท่ีวางสําหรับผูชาย ใหศิวัช ได 3 วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 2  จัดผูชายท่ีเหลือ 5 คน เขาทํางานในตําแหนงท่ีวาง 2 ตําแหนง  
      ได 5,2 20P =   วิธี 

  ข้ันตอนท่ี 3 จัดผูหญิง 5 คน เขาทํางานในตําแหนงท่ีวาง 2 ตําแหนง  
     ได 5,2 20P =  วิธี 

       จะไดวา จํานวนวิธีในการจัดผูเขาสมัครเขาทํางาน โดยท่ีศิวัชไดเขาทํางาน เปน  
        3 20 20 1,200× × =  วิธ ี
       นั่นคือ ( )1 1200n E =   

        จะได ( ) ( )
( )

1
1

1,200 1
2,400 2

n E
P E

n S
= = =   

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีศิวัชจะไดเขาทํางานท่ีบริษัทนี้ เทากับ 1
2

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีสรอยไดเขาทํางานแตปลายฟาไมไดเขาทํางาน 

      ข้ันตอนท่ี 1 เลือกตําแหนงท่ีวางสําหรับผูหญิง ใหสรอย ได 2 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 จัดผูหญิง 3 คนท่ีเหลือท่ีไมใชปลายฟา เขาทํางานในตําแหนงท่ีวาง  
     1 ตําแหนง ได 3  วิธ ี

  ข้ันตอนท่ี 3 จัดผูชาย 6 คน เขาทํางานในตําแหนงท่ีวาง 3 ตําแหนง ได 6,3 120P =  วิธ ี

       จะไดวา จํานวนวิธีในการจัดผูเขาสมัครเขาทํางาน โดยท่ีสรอยไดเขาทํางาน แตปลายฟา 
  ไมไดเขาทํางาน เปน 2 3 120 720× × =  วิธ ี

       นั่นคือ  ( )2 720n E =   
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        จะได  ( ) ( )
( )

2
2

720 3
2,400 10

n E
P E

n S
= = =   

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสรอยไดเขาทํางาน แตปลายฟาไมไดเขาทํางาน เทากับ 3
10

 

17.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 8! 40,320n S = =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนชายและนักเรียนหญิงยืนสลับกัน 
      กรณีท่ี 1 นักเรียนชายยืนหัวแถว 
   จัดนักเรียนชายยืนกอนได 4! วิธ ี
   จัดนักเรียนหญิงยืนแทรกนักเรียนชายซ่ึงมี 4 ตําแหนง ได 4! วิธ ี
   ดังนั้น จะมีวิธีจัดนักเรียนชายและนักเรียนหญิงยืนสลับกัน โดยนักเรียนชาย 
   ยืนหัวแถว 4!4! 576=  วิธ ี
 กรณีท่ี 2 นักเรียนหญิงยืนหัวแถว 
   จัดนักเรียนหญิงยืนกอนได 4! วิธี 
   จัดนักเรียนชายยืนแทรกนักเรียนหญิงซ่ึงมี 4 ตําแหนง ได 4! วธิี 
   ดังนั้น จะมีวิธีจัดนักเรียนชายและนักเรียนหญิงยืนสลับกัน โดยนักเรียนหญิง 
   ยืนหัวแถว 4!4! 576=  วิธ ี
     โดยหลักการบวก จะมีวิธีจัดใหนักเรียนชายและนักเรียนหญิงยืนสลับกันได 576 576 1,152+ =  วิธ ี

     นั่นคือ  ( ) 1,152n E =  

      จะได  ( ) ( )
( )

1,152 1
40,320 35

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนชายและนักเรียนหญิงยืนสลับกัน เทากับ 1
35

 

18.   ให  S  แทนปริภมิูตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
       จะได  ( ) 5! 120n S = =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีไอศกรีมลูกบนสุดเปนรสวานิลาและไอศกรีมลูกกลางเปนรสชาเขียว  
       เนื่องจากตองการใหไอศกรีมลูกบนสุดเปนรสวานิลาและไอศกรีมลูกกลางเปนรสชาเขียว 
        แสดงวาเหลือตักไอศกรีมใสโคนครั้งท่ี 1, 2 และ 4 เปนอีกสามรสท่ีเหลือ ซ่ึงทําได 3! 6=  วิธ ี
      นั่นคือ  ( ) 6n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

6 1
120 20

n E
P E

n S
= = =  
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      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไอศกรีมลูกบนสุดเปนรสวานิลาและไอศกรีมลูกกลางเปนรสชาเขียว  

 เทากับ 1
20

 

19.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( ) 10!
6!3!1!

n S =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีรหัสของผูท่ีไดรับรางวัลใหญข้ึนตนดวย 1 และลงทายดวย 2 
        เนื่องจากตองการใหรหัสข้ึนตนดวย 1 และลงทายดวย 2  
       จะมีตัวเลขท่ีเหลือในการเรียง 8 ตัว คือ ตัวเลข 1 จํานวน 5 ตัว และตัวเลข 0 จํานวน 3 ตัว  

 ซ่ึงจัดเรียงได 8!
5!3!

 วิธ ี

       นั่นคือ  ( ) 8!
5!3!

n E =  

        จะได   ( ) ( )
( )

8! 6!3!1! 1
5!3! 10! 15

n E
P E

n S
= = × =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีรหัสของผูท่ีไดรับรางวัลใหญข้ึนตนดวย 1 และลงทายดวย 2 

      เทากับ 1
15

 

20.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 9!n S =   

        1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหนังสือคณิตศาสตรวางในตําแหนงหัวแถวและทายแถว 

  ข้ันตอนท่ี 1 เลือกหนังสือคณิตศาสตร 2 เลม จากหนังสือคณิตศาสตร 2 เลม  
     มาวางในตําแหนงหัวแถวและทายแถว ได 2! วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 2 จัดหนังสือ 7 เลมท่ีเหลือแทรกระหวางหนังสือคณิตศาสตรได 7! วิธี 
       ดังนั้น มีวิธีในการจัดหนังสือคณิตศาสตรวางในตําแหนงหัวแถวและทายแถวได 2!7! วิธี 
      นั่นคือ  ( )1 2!7!n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

2!7! 1
9! 36

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหนังสือคณิตศาสตรวางในตําแหนงหัวแถวและทายแถว เทากับ 1
36
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 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหนังสือวิชาเดียวกันอยูติดกัน 

      ข้ันตอนท่ี 1 มัดหนังสือวิชาเดียวกันเปน 3 มัด ซ่ึงจัดเรียงได 3! วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 2 มัดท่ีเปนหนังสือเคมีท่ีตางกัน 3 เลม จัดเรียงได 3! วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 3 มัดท่ีเปนหนังสือคณิตศาสตรท่ีตางกัน 2 เลม จัดเรียงได 2! วธิี 
  ข้ันตอนท่ี 4 มัดท่ีเปนหนังสือภาษาอังกฤษท่ีตางกัน 4 เลม จัดเรียงได 4! วธิี 
       จะไดวา จํานวนวิธีจัดเรียงใหหนังสือวิชาเดียวกันอยูติดกันได 3!3!2!4! วิธ ี

       นั่นคือ ( )2 3!3!2!4!n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

3!3!2!4! 1
9! 210

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหนังสือวิชาเดียวกันอยูติดกัน เทากับ 1
210

 

21.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      เนื่องจากตองการจํานวนค่ีท่ีมีสามหลักท่ีเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากัน จะไดวา 
 ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 1, 3, 5, 7 หรือ 9 เปนหลักหนวย ได 5 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีไมใช 0 และไมซํ้ากับหลักหนวย  
    เปนหลักรอย ได 8 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีเหลือเปนหลักสิบ ได 8 วิธ ี
      ดังนั้น จะมีจํานวนค่ีท่ีมีสามหลักท่ีเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากัน 5 8 8 320× × =  จํานวน 

      จะได  ( ) 320n S =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีสุมไดจํานวนค่ีท่ีมีสามหลักท่ีเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากัน และ 
     มากกวา 300 แตนอยกวา 900 
 กรณีท่ี 1 หลักหนวยเปนเลขโดด 1 หรือ 9 
   ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 1 หรือ 9 เปนหลักหนวย ได 2 วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 3, 4, 5, …, 8 เปนหลักรอย ได 6 วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีเหลือเปนหลักสิบได 8 วิธี 
   ดังนั้น จะมีจํานวนค่ีท่ีตองการในกรณีนี้ท้ังหมด 2 6 8 96× × =  จํานวน 
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 กรณีท่ี 2 หลักหนวยเปนเลขโดด 3, 5 หรือ 7  
   ข้ันตอนท่ี 1 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 3, 5 หรือ 7 เปนหลักหนวย ได 3 วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 2 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดด 3, 4, 5, …, 8 และไมซํ้ากับหลักหนวย  
      เปนหลักรอย ได 5 วิธ ี
   ข้ันตอนท่ี 3 เลือกเลขโดด 1 ตัว จากเลขโดดท่ีเหลือเปนหลักสิบได 8 วิธี 
   ดังนั้น จะมีจํานวนค่ีท่ีตองการในกรณีนี้ท้ังหมด 3 5 8 120× × =  จํานวน 
 โดยหลักการบวก จะมีจํานวนค่ีสามหลักท่ีเลขโดดในแตละหลักไมซํ้ากันและมีคามากกวา 300  
 แตนอยกวา 900 ท้ังหมด 96 120 216+ =  จํานวน 

      นั่นคือ  ( ) 216n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

216 27
320 40

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนค่ีนี้มากกวา 300 แตนอยกวา 900 เทากับ 27
40

 

22.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( ) 15! 630,630
4!5!6!

n S = =  

       1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกันท้ังหมด 

           จะพิจารณาวาหลอดไฟสีเดียวกันมัดติดกันเปนสิ่งของ 1 ชิ้น  
           ดังนั้น จะมีหลอดไฟอยู 3 มัด จัดเรียงได 3! วิธ ี
      เนื่องจากหลอดไฟสีเดียวกันไมตางกัน จะไดในแตละมัด จัดเรียงได 1 วิธ ี
           ดังนั้น จํานวนวิธีจัดเรียงใหหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกันท้ังหมด ได 3! 6=  วิธ ี

           นั่นคือ  ( )1 6n E =   

           จะได  ( ) ( )
( )

1
1

6 1
630,630 105,105

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกันท้ังหมด เทากับ 1
105,105

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหลอดไฟสีขาวอยูทางซายสุด และหลอดไฟสีน้ําเงินอยูทางขวาสุด  
      เนื่องจากตองการใหหลอดไฟสีขาวอยูทางซายสุด และหลอดไฟสีน้ําเงินอยูทางขวาสุด  
  จะเหลือหลอดไฟท่ีตองจัดเรียง ไดแก หลอดไฟสีขาว 3 หลอด สีแดง 5 หลอด และสีน้ําเงิน  

  5 หลอด ซ่ึงจัดเรียงได 13! 72,072
3!5!5!

=  วิธ ี
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      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีจัดหลอดไฟสีขาวอยูทางซายสุด และหลอดไฟสีน้ําเงินอยูทางขวาสุด  
  ได 72,072 วิธี 
      นั่นคือ ( )2 72,072n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

72,072 4
630,630 35

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหลอดไฟสีขาวอยูทางซายสุด และหลอดไฟสีน้ําเงินอยูทางขวาสุด  

  เทากับ 4
35

 

23.   ให S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
        จะได  ( ) 11, 3 165n S C= =  

 1)   ให  1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลครบทุกสี 
  ข้ันตอนท่ี 1 หยิบลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 5  วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 2 หยิบลูกบอลสีขาว 1 ลูก จากลูกบอลสีขาว 3 ลูก ได 3  วิธี  
  ข้ันตอนท่ี 3 หยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 1 ลูก จากลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก ได 3 วิธ ี 
       ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบไดลูกบอลครบทุกสี มี 5 3 3 45× × =  วิธี 
       นั่นคือ ( )1 45n E =   

        จะได  ( ) ( )
( )

1
1

45 3
165 11

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลครบทุกสี เทากับ 3
11

 

 2)   ให  2E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก 

      วิธีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก แบงเปนกรณีดังนี้ 
    กรณีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก 
      หยิบลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 5  วิธี 
      หยิบลูกบอลสีอ่ืนอีก 2 ลูก จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 6 ลูก  
      ได 6, 2 15C =  วิธี 

      ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีแดง 1 ลูก และสีอ่ืนอีก 2 ลูก  
      มี 5 15 75× =  วิธี  
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    กรณีท่ี 2 หยิบไดลูกบอลสีแดง 2 ลูก 
      หยิบลูกบอลสีแดง 2 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 5, 2 10C =  วิธี 

      หยิบลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดงอีก 1 ลูก จากลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใช 
      สีแดง 6 ลูก ได 6  วิธี 
      ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีแดง 2 ลูก และสีอ่ืนอีก 1 ลูก  
      มี 10 6 60× =  วิธี  
    กรณีท่ี 3  หยิบไดลูกบอลสีแดง 3 ลูก 
      หยบิลูกบอลสีแดง 3 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 5, 3 10C =  วิธ ี

      ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีแดง 3 ลูก มี 10 วิธ ี
         โดยหลักการบวก จะไดวา จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก มี  
    75 60 10 145+ + =  วิธี 
         นั่นคือ ( )2 145n E =   

         จะได  ( ) ( )
( )

2
2

145 29
165 33

n E
P E

n S
= = =   

         ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก เทากับ 29
33

 

   วิธีท่ี 2 หยิบไมไดลูกบอลสีแดง  
    หยิบลูกบอลสีอ่ืนท่ีไมใชสีแดง 3 ลูก จากลูกบอลสีอ่ืน 6 ลูก ได 6, 3 20C =  วิธี 

    จะไดวา จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก มี 165 20 145− =  วิธี 
       นั่นคือ ( )2 145n E =   

      จะได  ( ) ( )
( )

2
2

145 29
165 33

n E
P E

n S
= = =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงอยางนอย 1 ลูก เทากับ 29
33

 

 3)   ให  3E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีน้ําเงินอยางนอย 1 ลูก และไมไดลูกบอลสีขาว   
  กรณีท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีน้ําเงิน 1 ลูก 
    หยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 1 ลูก จากลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก ได 3 วิธ ี

    หยิบลูกบอลสีแดง 2 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 5, 2 10C =  วิธี 

    ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 1 ลูก และสีแดงอีก 2 ลูก มี  
    3 10 30× =  วิธี  
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  กรณีท่ี 2 หยิบไดลูกบอลสีน้ําเงิน 2 ลูก 
    หยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 2 ลูก จากลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก ได 3, 2 3C =  วิธี 

    หยิบลูกบอลสีแดง 1 ลูก จากลูกบอลสีแดง 5 ลูก ได 5  วิธี 
    ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 2 ลูก และสีแดง 1 ลูก มี 3 5 15× =  วิธี  
  กรณีท่ี 3  หยิบไดลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก 

    หยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก จากลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก ได 3, 3 1C =  วิธี 

    ดังนั้น จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีน้ําเงิน 3 ลูก มี 1 วิธ ี
       โดยหลักการบวก จะได จํานวนวิธีหยิบลูกบอลสีน้ําเงินอยางนอย 1 ลูก และไมไดลูกบอล 
  สีขาว มี 30 15 1 46+ + =  วิธ ี

       นั่นคือ ( )3 46n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

46
165

n E
P E

n S
= =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีน้ําเงินอยางนอย 1 ลูก และไมไดลูกบอลสีขาว  

  เทากับ 46
165

 

24.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      เนื่องจากตองการสรางเลขหกหลักจากเลขโดด 6 ตัว คือ 0, 4, 4, 5, 5, 5  
      จะไดวา เลขโดดในหลักแสนตองไมใชเลข 0  ซ่ึงทําได 2 กรณี ดังนี้ 
 กรณีท่ี 1 เลขโดดในหลักแสนเปนเลข 4 

   จะจัดเรียงเลขโดด 5 ตัว ท่ีเหลือได 5! 20
1!1!3!

=  วิธ ี

 กรณีท่ี 2 เลขโดดในหลักแสนเปนเลข 5  

   จะจัดเรียงเลขโดด 5 ตัว ท่ีเหลือได 5! 30
1!2!2!

=  วิธ ี

       โดยหลักการบวก จะสรางจํานวนหกหลัก จากเลขโดด 0, 4, 4, 5, 5, 5 ได 20 30 50+ = จํานวน 

       จะได  ( ) 50n S =   

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้อยูระหวาง 400,000 ถึง 500,000 

       เนื่องจากจํานวนท่ีอยูระหวาง 400,000 ถึง 500,000 จะมีเลขโดดในหลักแสนเปน 

  เลข 4 เทานั้น ซ่ึงจะจัดเรียงเลขโดด 5 ตัวท่ีเหลือได 5! 20
1!1!3!

=  วิธ ี

      ดังนั้น มีจํานวนท่ีอยูระหวาง 400,000 ถึง 500,000 อยู 20 จํานวน 
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       นั่นคือ  ( )1 20n E =   

      จะได  ( ) ( )
( )

1
1

20 2
50 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้อยูระหวาง 400,000 ถึง 500,000 เทากับ 2
5

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้มากกวา 500,000 

       เนื่องจากจํานวนท่ีมากกวา 500,000 จะมีเลขโดดในหลักแสนเปนเลข 5 เทานั้น  

       ซ่ึงจะจัดเรียงเลขโดด 5 ตัวท่ีเหลือได 5! 30
1!2!2!

=  วิธ ี

      ดังนั้น มีจํานวนท่ีมากกวา 500,000 อยู 30 จํานวน 
       นั่นคือ  ( )2 30n E =   

      จะได  ( ) ( )
( )

2
2

30 3
50 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้มากกวา 500,000 เทากับ 3
5

 

3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้มากกวา 400,000 และเปนจํานวนคู 
      เนื่องจากจํานวนท่ีเปนจํานวนคู จะมีเลขโดดในหลักหนวยเปน 0 หรือ 4 มี 2 กรณี ดังนี้ 
  กรณีท่ี 1 เลขโดดในหลักหนวยเปนเลข 0 

    จะจัดเรียงเลขโดด 5 ตัว ท่ีเหลือได 5! 10
2!3!

=  วิธ ี

    ดังนั้น จํานวนท่ีมากกวา 400,000 และมีเลขโดดในหลักหนวยเปนเลข 0  มี  
    10 จํานวน 
  กรณีท่ี 2 เลขโดดในหลักหนวยเปน 4 ซ่ึงแบงเปนกรณียอย 2 กรณี ดังนี้ 
    กรณี 2.1  เลขโดดในหลักแสนเปนเลข 4 

      จะจัดเรียงเลขโดด 4 ตัวท่ีเหลอื ได 4! 4
1!3!

=  วิธ ี

    กรณี 2.2 เลขโดดในหลักแสนเปนเลข 5 

      จะจัดเรียงเลขโดด 4 ตัวท่ีเหลอื ได 4! 12
1!1!2!

=  วิธ ี

    ดังนั้น  จํานวนท่ีมากกวา 400,000 และมีเลขโดดในหลักหนวยเปนเลข 4  มี  
    16 จํานวน 
       โดยหลักการบวก จะมีจํานวนท่ีมากกวา 400,000 และเปนจํานวนคู 10 16 26+ =  จํานวน 
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      นั่นคือ  ( )3 26n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

26 13
50 25

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้มากกวา 400,000 และเปนจํานวนคู เทากับ 13
25

 

25.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) ( )11 1 ! 10!n S = − =  

        ให E แทนเหตุการณท่ีไมมีลูกเสือสองคนใดนั่งติดกัน 
       จัดเนตรนารี 6 คน นั่งกอน ได ( )6 1 ! 5!− =  วิธ ี

      ตอมาจัดลูกเสือ 5 คน นั่งแทรกระหวางเนตรนารี ซ่ึงมีท่ีใหแทรก 6 ท่ี จะจัดได 6,5 6!P =  วิธี 

       ดังนั้น มีวิธีท่ีไมมีลูกเสือสองคนใดนั่งติดกัน 5!6! วิธ ี

       นั่นคือ ( ) 5!6!n E =   

        จะได  ( ) ( )
( )

5!6! 1
10! 42

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไมมีลูกเสือสองคนใดนั่งติดกัน เทากับ 1
42

 

 

แบบฝกหัด 3.3  

1.   ให  H  แทนเหรียญข้ึนหัว 
  และ T  แทนเหรียญข้ึนกอย 
 1)   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  S  =  { }, , , , , , ,HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT  

 2)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญท้ังสามเหรียญข้ึนหนาเหมือนกัน 

      จะได  1E  = { },HHH TTT  

 3)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีมีเหรียญข้ึนหัวอยางนอย 2 เหรียญ 

      จะได  2E  = { }, , ,HHH HHT HTH THH  

 4)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีมีเหรียญข้ึนกอยมากกวาเหรียญข้ึนหัว 

      จะได  3E  =  { }, , ,HTT THT TTH TTT  
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 5)   1 2E E∪  =  { }, , , ,HHH HHT HTH THH TTT  

 6)   2 3E E∪  =  { }, , , , , , ,HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT  = S 

 7)   1 2E E∩   =  { }HHH  

 8)   1 3E E∩   =   { }TTT  

 9)   2E ′  =  { }, , ,HTT THT TTH TTT  

 10)   3E ′  =  { }, , ,HHH HHT HTH THH  

2.   ให  A  แทนเหตุการณท่ีพินิจจะไดรับทุนไปเรียนตอท่ีสหรัฐอเมริกา 
     และ  B  แทนเหตุการณท่ีพินิจจะไดรับทุนไปเรียนตอท่ีประเทศอังกฤษ 
     จะได A B∪  แทนเหตุการณท่ีพินิจไดรับทุนไปเรียนตอท่ีสหรัฐอเมริกาหรือประเทศอังกฤษ 
     และ A B∩  แทนเหตุการณท่ีพินิจไดรับทุนไปเรียนตอท่ีท้ังสองประเทศ 

     โจทยกําหนดให  ( ) 3
4

P A = , ( ) 7
10

P B =  และ ( ) 9
10

P A B∪ =  

      จาก ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

     จะได    ( ) ( ) ( ) ( ) 3 7 9 11
4 10 10 20

P A B P A P B P A B∩ = + − ∪ = + − =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพินิจจะไดรับทุนไปเรียนตอท่ีท้ังสองประเทศ เทากับ 11
20

 

3.   เนื่องจาก A และ B เปนเหตุการณท่ีไมเกิดรวมกัน  
     นั่นคือ A B∩  = ∅  
      จะได  ( )P A B∩  = 0 

      โจทยกําหนดให  ( ) 0.4P A =   และ ( ) 0.5P B =   

 1)   จาก             ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

      จะได     ( )P A B∪  =  0.4 0.5 0+ −  

      ดังนั้น     ( )P A B∪  =   0.9 

 2)   จาก                ( )P A′  =  ( )1 P A−  

      จะได         ( )P A′  =  1 0.4−  

       ดังนั้น              ( )P A′  =  0.6 



     
     
     

    
 

358 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 3)   เนื่องจาก A B B A B A′ ′∩ = ∩ = −  
       จะได   ( ) ( )P A B P B A′∩ = −   

       จาก           ( )P B A−  =   ( ) ( )P B P B A− ∩  

      จะได     ( )P B A−  =  0.5 0−  
       =   0.5 
       ดังนั้น   ( ) 0.5P A B′∩ =  

4.   ให S เปนปริภูมิตัวอยางซ่ึงเปนเซตจํากัด และให ,A B  และ C เปนเหตุการณใด ๆ 

     เนื่องจาก    ( )n A B C∪ ∪  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n A n B n C n A B n A C+ + − ∩ − ∩  
             ( ) ( )n B C n A B C− ∩ + ∩ ∩  

      จะไดวา     ( )
( )

n A B C
n S
∪ ∪

 =    ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

n A n B n C n A B n A C
n S n S n S n S n S

∩ ∩
+ + − −  

             ( )
( )

( )
( )

n B C n A B C
n S n S
∩ ∩ ∩

− +  

       ดังนั้น         ( )P A B C∪ ∪  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A B P A C+ + − ∩ − ∩  
            ( ) ( )P B C P A B C− ∩ + ∩ ∩  

5.   ให  A  แทนเหตุการณท่ีกานตจะไดเขาทํางานท่ีบริษัทนี้ 
  B  แทนเหตุการณท่ีขิมจะไดเขาทํางานท่ีบริษัทนี้ 
 และ C   แทนเหตุการณท่ีคณินจะไดเขาทํางานท่ีบริษัทนี้ 
     จะได  ( ) ( )P A P B=    และ ( ) ( )3P C P A=   

      เนื่องจาก  ( ) ( ) ( )P A P B P C+ +  =  1 

      จะได      ( ) ( ) ( )3P A P A P A+ +  =  1 

             ( )5P A  =  1 

      นั่นคือ               ( )P A  =  1
5

 

      จะได    ( ) 1
5

P B =  และ ( ) 3
5

P C =  
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      1)   ความนาจะเปนท่ีกานตจะไดเขาทํางานท่ีบริษัทนี้ เทากับ 1
5

 

 2)   เนื่องจาก C′  เปนเหตุการณท่ีคณินไมไดเขาทํางาน  
        และจาก   ( )P C′  =  ( )1 P C−  

      จะได  ( )P C′  =  31
5

−   =  2
5

 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีคณินไมไดเขาทํางานท่ีบริษัทนี้ เทากับ 2
5

 

6.   จากโจทยกําหนดให  ( ) ( )0.6, 0.2P A P A B= − =  และ ( ) 0.8P A B∪ =   

      จาก                 ( )P A B∩  =  ( ) ( )P A P A B− −  

     จะได                ( )P A B∩  =  0.6 0.2−   =  0.4 

      จาก                 ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

     จะได  ( ) ( ) ( ) ( ) 0.8 0.6 0.4 0.6P B P A B P A P A B= ∪ − + ∩ = − + =    

      ดังนั้น   ( ) 0.6P B =   

7.   ให  A   แทนเหตุการณท่ีพนักงานคนนี้เดินทางดวยรถประจําทาง 
 และ B   แทนเหตุการณท่ีพนักงานคนนี้เดินทางดวยรถไฟฟา 
     จะได  A B∩   แทนเหตุการณท่ีพนักงานคนนี้เดินทางดวยรถประจําทางและรถไฟฟา 
 และ  A B′ ′∩   แทนเหตุการณท่ีพนักงานคนนี้ไมไดใชท้ังสองวิธี 
     โจทยกําหนดให  ( ) ( )0.5, 0.3P A P B= =  และ ( ) 0.2P A B∩ =   

      ตองการหา  ( )P A B′ ′∩  

     จาก                    ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

      จะได      ( )P A B∪  =  0.5 0.3 0.2+ −  
       =   0.6 

       จากสมบัติของเซต ไดวา ( )A B A B ′′ ′∩ = ∪   

       จาก              ( )( )P A B ′∪  =   ( )1 P A B− ∪  

      จะได       ( )( )P A B ′∪  =   1 0.6−  

       =   0.4 
       นั่นคือ  ( )P A B′ ′∩   =  0.4 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานบริษัทไมไดใชท้ังสองวิธีในการเดินทาง เทากับ 0.4 
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8.   ให  A  แทนเหตุการณท่ีผูปวยคนนี้เปนโรคเบาหวาน 
 และ B  แทนเหตุการณท่ีผูปวยคนนี้เปนโรคหัวใจ 
     จะได  A B∪  แทนเหตุการณท่ีผูปวยคนนี้เปนโรคเบาหวานหรือโรคหัวใจ 
 และ  A B−   แทนเหตุการณท่ีผูปวยคนนี้เปนโรคเบาหวานเพียงอยางเดียว 
     โจทยกําหนดให  ( ) ( )0.41, 0.28P A P B= =  และ ( ) 0.6P A B∪ =   

      ตองการหา ( )P A B−  

      จาก                 ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

      จะได     ( )P A B∩  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∪  

     นั่นคือ     ( )P A B∩  =  0.41 0.28 0.6+ −  
       =   0.09 
      จาก               ( )P A B−  =  ( ) ( )P A P A B− ∩  

     จะได      ( )P A B−  =  0.41 0.09−  
       =   0.32 
      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผูปวยคนนี้เปนโรคเบาหวานเพียงอยางเดียว เทากับ 0.32 
9.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยาง 
  A แทนเหตุการณท่ีลูกเตาท้ังสองลูกข้ึนแตมเทากัน 
  B  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของแตมนอยกวา 8 
  C แทนเหตุการณท่ีผลบวกของแตมเทากับ 8 
 และ D แทนเหตุการณท่ีผลบวกของแตมมากกวา 6 

     จะไดวา  S   =   ( ) ( ) ( ){ 1, 1 , 1, 2 , , 1, 6 ,  

               ( ) ( ) ( )2, 1 , 2, 2 , , 2, 6 ,  
                
      ( ) ( ) ( )}6, 1 , 6, 2 , , 6, 6  

    A   =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 2, 2 , 3, 3 , 4, 4 , 5, 5 , 6, 6  

    B   =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 1, 1 , 1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 5 , 1, 6 ,  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1 , 2, 2 , 2, 3 , 2, 4  , 2, 5 ,  

      ( ) ( ) ( ) ( )3, 1 , 3, 2 , 3, 3 , 3, 4  ,  

      ( ) ( ) ( )4, 1 , 4, 2 , 4, 3 ,  

      ( ) ( )5, 1 , 5, 2 ,  

      ( )}6, 1  
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    C   =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2, 6 , 3, 5 , 4, 4 , 5, 3 , 6, 2  

 และ   D   =   ( ){ 1, 6 ,  

      ( ) ( )2, 5 , 2, 6 ,  

      ( ) ( ) ( )3, 4 , 3, 5 , 3, 6 ,  

      ( ) ( ) ( ) ( )4, 3 , 4, 4 , 4, 5 , 4, 6  ,  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5, 2 , 5, 3 , 5, 4 , 5, 5  , 5, 6 ,  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}6, 1 , 6, 2 , 6, 3 , 6, 4 , 6, 5 , 6, 6  

      ดังนั้น  ( ) 6 1
36 6

P A = = , ( ) 21 7
36 12

P B = = , ( ) 5
36

P C =  และ ( ) 21 7
36 12

P D = =  

 1)   เหตุการณท่ีลูกเตาท้ังสองลูกข้ึนแตมไมเทากันหรือผลบวกของแตมเทากับ 8  คือ A C′∪  

       จาก                ( )P A′  =   ( )1 P A−  

      จะได         ( )P A′  =   11
6

−   =   5
6

 

       และจาก     ( )P A C′∪  =  ( ) ( ) ( )P A P C P A C′ ′+ − ∩  

       เนื่องจาก A C′∩  = ( ) ( ) ( ) ( ){ }2, 6 , 3, 5 , 5, 3 , 6, 2  จะไดวา  ( ) 4 1
36 9

P A C′∩ = =  

       นั่นคือ   ( ) 5 5 1 31
6 36 9 36

P A C′∪ = + − =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกเตาท้ังสองลูกจะข้ึนแตมไมเทากันหรือผลบวกของแตม 

  เทากับ 8 คือ 31
36

 

 2)   เหตุการณท่ีลูกเตาท้ังสองลูกข้ึนแตมเทากันหรือผลบวกของแตมนอยกวา 8 คือ A B∪  
       จาก       ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

       เนื่องจาก A B∩  =  ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 2, 2 , 3, 3  จะไดวา ( ) 3 1
36 12

P A B∩ = =  

       นั่นคือ ( )P A B∪ = 1 7 1 2
6 12 12 3
+ − =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกเตาท้ังสองลูกจะข้ึนแตมเทากันหรือผลบวกของแตม 

  นอยกวา 8 คือ 2
3
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 3)   เหตุการณท่ีลูกเตาท้ังสองลูกจะข้ึนแตมเทากันแตผลบวกของแตมไมมากกวา 6  คือ A D−  
       จาก       ( )P A D−   =   ( ) ( )P A P A D− ∩  

       เนื่องจาก A D∩  = ( ) ( ) ( ){ }4, 4 , 5, 5 , 6, 6  จะไดวา ( ) 3 1
36 12

P A D∩ = =  

       นั่นคือ  ( ) 1 1 1
6 12 12

P A D− = − =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกเตาท้ังสองลูกจะข้ึนแตมเทากันแตผลบวกไมมากกวา 6 คือ 1
12

 

10.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยาง 
  A  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคู 
  B  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้ลงทายดวย 3 
  C  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้หารดวย 5 ลงตัว 
 และ D  แทนเหตุการณท่ีจํานวนนี้หารดวย 3 ลงตัว 

     จะไดวา   S  = { }1, 2, 3, , 100  

   A = { }2, 4, 6, , 100  

   B = { }3, 13, 23, , 93  

   C = { }5, 10, 15, , 100  

 และ  D = { }3, 6, 9, , 99  

      ดังนั้น ( ) 50 1
100 2

P A = = , ( ) 10 1
100 10

P B = = , ( ) 20 1
100 5

P C = =  และ ( ) 33
100

P D =  

 1)   เหตุการณท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคูหรือลงทายดวย 3 คือ A B∪  
       เนื่องจาก A B∩  = ∅    

      จะได  ( )P A B∪  =  ( ) ( )P A P B+  =  1 1
2 10
+   =  3

5
 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคูหรือลงทายดวย 3 คือ 3
5
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 2)   เหตุการณท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนค่ีหรือหารดวย 5 ลงตัว คือ A C′∪  
      จาก  ( )P A C′∪   =  ( ) ( ) ( )P A P C P A C′ ′+ − ∩  

       และจาก   ( )P A′  =   ( )1 P A−  

      จะได  ( )P A′  =   11
2

−   =  1
2

 

       เนื่องจาก A C′∩  = { }5, 15, 25, , 95  จะไดวา ( ) 10 1
100 10

P A C′∩ = =  

       นั่นคือ   ( ) 1 1 1 3
2 5 10 5

P A C′∪ = + − =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนค่ีหรือหารดวย 5 ลงตัว เทากับ 3
5

 

 3)   เหตุการณท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคูและหารดวย 3 ลงตัว คือ A D∩  

       เนื่องจาก A D∩  = { }6, 12, 18, , 96  จะไดวา ( ) 16 4
100 25

P A D∩ = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคูและหารดวย 3 ลงตัว เทากับ 4
25

 

 4)   เหตุการณท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคูหรือหารดวย 3 ลงตัว คือ A D∪  

      จาก  ( )P A D∪   =  ( ) ( ) ( )P A P D P A D+ − ∩  

       และจากขอ 3) จะไดวา  ( )P A D∪   =  1 33 4
2 100 25
+ −   =  67

100
 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจํานวนนี้เปนจํานวนคูหรือหารดวย 3 ลงตัว เทากับ 67
100
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แบบฝกหัดทายบท  

1.   ให 1 2,B B  แทนตัวถังรถชนิดท่ี 1, 2 ตามลําดับ 

  1 2,M M    แทนเครื่องยนตชนิดท่ี 1, 2 ตามลําดับ 

 และ 1 2 3, ,C C C   แทนสีพนรถสีท่ี 1, 2, 3 ตามลําดับ 

 1)   สามารถเขียนแผนภาพแสดงผลลัพธของการผลิตรถยนตแบบตางๆ ไดดังนี้ 

 
 2)   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้  
      จากแผนภาพขอ 1)  

       จะได  S  =  { 1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 2 1 1 2 2 1 2 3, , , , , ,B M C B M C B M C B M C B M C B M C  
              }2 1 1 2 1 2 2 1 3 2 2 1 2 2 2 2 2 3, , , , ,B M C B M C B M C B M C B M C B M C  

1C    1 2 1B M C   

2C    1 2 2B M C  

3C    1 2 3B M C  
2M   

1C    1 1 1B M C   

2C    1 1 2B M C  

3C    1 1 3B M C  
1M   

1B   

1C    2 2 1B M C   

2C    2 2 2B M C  

3C    2 2 3B M C  
2M   

1C    2 1 1B M C   

2C    2 1 2B M C  

3C    2 1 3B M C  
1M   

2B   

ชนิดของตัวถัง   ชนิดของเครื่องยนต     สีพนรถ 
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2.   ให  H แทนเหรียญข้ึนหัว 
 และ T  แทนเหรียญข้ึนกอย 
 1)   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      เนื่องจาก ผลลัพธท่ีเปนไปไดท้ังหมดจากการโยนเหรียญหนึ่งเหรียญสามครั้ง คือ 
      HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH และ TTT 
       ดังนั้น  S  =  { }, , , , , , ,HHH HHT HTH HTT THH THT TTH TTT  

 2)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหัวเพียงหนึ่งครั้ง 

       ดังนั้น  1E  =  { }, ,HTT THT TTH  

 3)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหัวสามครั้ง 

       ดังนั้น  2E  =  { }HHH  

 4)   ให  3E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหัวอยางนอยหนึ่งครั้ง 

      ดังนั้น  3E  =  { }, , , , , ,HHH HHT HTH HTT THH THT TTH  

 5)   ให  4E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญไมข้ึนหัวเลย 

       ดังนั้น  4E  =  { }TTT  

3.   ให  R  แทนลูกบอลสีแดง 
  W  แทนลูกบอลสีขาว 
 และ G  แทนลูกบอลสีเขียว  
 1)   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      เนื่องจากผลลัพธท่ีเปนไปไดท้ังหมดจากการหยิบลูกบอลทีละลูกแลวใสคืนกอนหยิบ 
  ลูกบอลลูกท่ีสอง จากกลองท่ีบรรจุลูกบอลสีแดง 1 ลูก สีขาว 1 ลูก และสีเขียว 1 ลูก  
  คือ RR, RW, RG, WR, WW, WG, GR, GW และ GG 

       ดังนั้น  S  =  { }, , , , , , , ,RR RW RG WR WW WG GR GW GG  

 2)   ให E แทนเหตุการณท่ีไดลูกบอลสีขาวและสีแดงอยางละ 1 ลูก 

       ดังนั้น  E  =  { },RW WR  

4.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จากตารางมีใบสั่งซ้ือสินคาท้ังหมด 212 389 124 105 170 1,000+ + + + =  ใบ 
     จะได ( ) 1,000n S =  
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     1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคเหนือ 

      จากตาราง มีใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคเหนือ 212 ใบ นั่นคือ ( )1 212n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

212 53
1,000 250

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาจะเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคเหนือ  

  เทากับ 53
250

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคกลาง 

      จากตาราง มีใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคกลาง 389 ใบ นั่นคือ ( )2 389n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

389
1,000

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาจะเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคกลาง  

  เทากับ 389
1,000

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคตะวันออก 

      จากตาราง มีใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคตะวันออก 124 ใบ นั่นคือ ( )3 124n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

124 31
1,000 250

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาจะเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคตะวันออก  

  เทากับ 31
250

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 
      จากตาราง มีใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคตะวันออกเฉียงเหนือ 105 ใบ  
      นั่นคือ ( )4 105n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

105 21
1,000 200

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาจะเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคตะวันออกเฉียงเหนือ  

  เทากับ 21
200
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 5)   ให 5E  แทนเหตุการณท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคใต 

      จากตาราง มีใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคใต 170 ใบ นั่นคือ ( )5 170n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

5
5

170 17
1,000 100

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีใบสั่งซ้ือสินคาท่ีสุมมาจะเปนใบสั่งซ้ือสินคาจากภาคใต เทากับ 17
100

 

5.   ให  S  เปนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได  ( ) 100n S =   

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเบอร 7 

       จากตาราง มีนักเรียนท่ีสวมรองเทาเบอร 7 อยู 35 คน นั่นคือ ( )1 35n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

35 7
100 20

n E
P E

n S
= = =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเบอร 7 เทากับ 7
20

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเล็กกวาเบอร 8 

       จากตาราง มีนักเรียนท่ีสวมรองเทาเล็กกวาเบอร 8 อยู 3 12 35 50+ + =  คน  
       นั่นคือ ( )2 50n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

50 1
100 2

n E
P E

n S
= = =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเล็กกวาเบอร 8 เทากับ 1
2

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเบอร 8 หรือ 9 

       จากตาราง มีนักเรียนท่ีสวมรองเทาเบอร 8 หรือ 9 อยู 27 16 43+ =  คน  
       นั่นคือ ( )3 43n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

43
100

n E
P E

n S
= =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเบอร 8 หรือ 9 เทากับ 43
100

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเบอร 5 หรือ 10 

       จากตาราง มีนักเรียนท่ีสวมรองเทาเบอร 5 หรือ 10 อยู 3 7 10+ =  คน  
       นั่นคือ ( )4 10n E =   
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       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

10 1
100 10

n E
P E

n S
= = =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาเบอร 5 หรือ 10 เทากับ 1
10

 

 5)   ให 5E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาใหญกวาเบอร 10 

       จากตาราง ไมมีนักเรียนท่ีสวมรองเทาใหญกวาเบอร 10 

       นั่นคือ ( )5 0n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

5
5

0 0
100

n E
P E

n S
= = =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะสวมรองเทาใหญกวาเบอร 10 เทากับ 0  
6.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จากตาราง มีจํานวนพนักงานขายท้ังหมด 30 50 80 70 20 250+ + + + =  คน 
     จะได ( ) 250n S =   

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานขายคนนี้ขายสินคาไดตั้งแต 10,000 ถึง 19,999 บาท  
      จากตาราง จํานวนพนักงานขายท่ีขายสินคาไดตั้งแต 10,000 ถึง 19,999 บาท  
      เทากับ 50 คน  
      นั่นคือ ( )1 50n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

50 1
250 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานขายคนนี้จะขายสินคาไดตั้งแต 10,000 ถึง 19,999 บาท  

  เทากับ 1
5

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานขายคนนี้ขายสินคาไดนอยกวา 20,000 บาท 
      จากตาราง จํานวนพนักงานขายท่ีขายสินคาไดนอยกวา 20,000 บาท เทากับ 30 50 80+ =  คน  
      นั่นคือ ( )2 80n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

80 8
250 25

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานขายคนนีจ้ะขายสินคาไดนอยกวา 20,000  บาท  

  เทากับ 8
25
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 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานขายคนนี้ขายสินคาไดนอยกวา 10,000 บาท หรือ 

  อยางนอย 40,000 บาท 
      จากตาราง จํานวนพนักงานขายท่ีขายสินคาไดนอยกวา 10,000 บาท เทากับ 30  คน  
  และจํานวนพนักงานขายท่ีขายสินคาไดอยางนอย 40,000 บาท เทากับ 20 คน 
      จะไดวา จํานวนพนักงานขายท่ีขายสินคาไดนอยกวา 10,000 บาท หรืออยางนอย  
     40,000 บาท เทากับ 30 20 50+ =  คน 
      นั่นคือ ( )3 50n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

50 1
250 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานขายคนนี้จะขายสินคาไดนอยกวา 10,000 บาท หรือ 

  อยางนอย 40,000 บาท เทากับ 1
5

 

7.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได ( ) 10n S =   

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลข 1 กํากับไว 

       จากรูป มีชองท่ีมีหมายเลข 1 กํากับไว อยู 1 ชอง นั่นคือ ( )1 1n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

1
10

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลข 1 กํากับไว เทากับ 1
10

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลข 6 กํากับไว 

       จากรูป มีชองท่ีมีหมายเลข 6 กํากับไว อยู 2 ชอง นั่นคือ ( )2 2n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

2 1
10 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลข 6 กํากับไว เทากับ 1
5

 



     
     
     

    
 

370 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 

 

  

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนคู 
       จากรูป มีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนคู คือ 2, 4 และ 6 อยู 6 ชอง      
      นั่นคือ ( )3 6n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

6 3
10 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนคู เทากับ 3
5

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนค่ี 
       จากรูป มีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนค่ี คือ 1, 3, 5 และ 7 อยู 4 ชอง  
      นั่นคือ ( )4 4n E =   

  จะได  ( ) ( )
( )

4
4

4 2
10 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนค่ี เทากับ 2
5

 

 5)   ให 5E  แทนเหตุการณท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนเฉพาะ 
       จากรูป มีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนเฉพาะ คือ 2, 3, 5 และ 7 อยู 5 ชอง   
  นั่นคือ ( )5 5n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

5
5

5 1
10 2

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนเฉพาะ เทากับ 1
2

 

 6)   ให 6E  แทนเหตุการณท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขท่ีกํากับเปนจํานวนท่ีนอยกวา 8 

       จากรูป มีชองท่ีมีหมายเลขกํากับเปนจํานวนท่ีนอยกวา 8 คือ 1, 2, 3, 4, 5, 6 และ 7  
  อยู 10 ชอง นั่นคือ ( )6 10n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

6
6

10 1
10

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกศรจะชี้ท่ีชองท่ีมีหมายเลขกํากับเปนจํานวนท่ีนอยกวา 8  
  เทากับ 1 
8.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได ( ) 52 32n S = =  

     ให  E  แทนเหตุการณท่ีเหรียญข้ึนหัวในการโยนครั้งแรก 
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      เนื่องจาก จํานวนวิธีท่ีเหรียญข้ึนหัวในการโยนครั้งแรก จากการโยนเหรียญหาครั้ง มีได  
     1 2 2 2 2 16× × × × =  วิธ ี
     นั่นคือ  ( ) 16n E =   

      จะได   ( ) ( )
( )

16 1
32 2

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีเหรียญข้ึนหัวในการโยนครั้งแรก เทากับ 1
2

 

9.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     เนื่องจากลูกแตละคนเปนผูชายหรือผูหญิง 
     จะได ( ) 2 2 2 8n S = × × =   

       1)   ให  1E  แทนเหตุการณท่ีลูกท้ังสามคนเปนผูหญิง 

      ข้ันตอนท่ี 1 เหตุการณท่ีลูกคนท่ี 1 เปนผูหญิง มีได 1 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เหตุการณท่ีลูกคนท่ี 2  เปนผูหญิง มีได 1 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 เหตุการณท่ีลูกคนท่ี 3  เปนผูหญิง มีได 1 วิธ ี
      โดยหลักการคูณ เหตุการณท่ีลูกท้ังสามคนเปนผูหญิง มีได 1 1 1 1× × =  วิธ ี
      นั่นคือ  ( )1 1n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

1
8

n E
P E

n S
= =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกท้ังสามเปนผูหญิง เทากับ 1
8

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีมีลูกเปนผูชายอยางนอย 2 คน 

      เนื่องจากครอบครัวนี้มีลูก 3 คน จึงแบงเปน 2 กรณี ดังนี้ 
  กรณีท่ี 1 ครอบครัวนี้มีลูกเปนผูชาย 2 คน มีได 3 วิธี  
  กรณีท่ี 2 ครอบครัวนี้มีลูกเปนผูชาย 3 คน มีได 1 วิธี  
      ดังนั้น เหตุการณท่ีมีลูกเปนผูชายอยางนอย 2 คน มีได 4  วิธ ี

      นั่นคือ  ( )2 4n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

4 1
8 2

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีมีลูกชายอยางนอย 2 คน เทากับ 1
2
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 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีลูกคนแรกและคนสุดทายเปนผูชาย 

      ข้ันตอนท่ี 1 เหตุการณท่ีลูกคนแรกเปนผูชาย มีได 1 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 เหตุการณท่ีลูกคนสุดทายเปนผูชาย มีได 1 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 3 เหตุการณท่ีลูกคนท่ี 2 เปนผูชายหรือผูหญิง มีได 2 วิธ ี
      โดยหลักการคูณ เหตุการณท่ีลูกคนแรกและคนสุดทายเปนผูชาย มีได 1 1 2 2× × = วิธี 
      นั่นคือ  ( )3 2n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

2 1
8 4

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกคนแรกและคนสุดทายเปนผูชาย เทากับ 1
4

 

10.  ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
     จะได ( ) 6 6 36n S = × =   

      1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองมากกวา 3 

       เนื่องจากผลลัพธท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองไมมากกวา 3 ไดแก ( )1, 1 ,  

      ( )1, 2  และ ( )2, 1   

       นั่นคือ จํานวนวิธีท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองไมมากกวา 3 มี 3 วิธ ี
      จะได จํานวนวิธีท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตามากกวา 3 มี 36 3 33− =  วิธ ี
      นั่นคือ ( )1 33n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

33 11
36 12

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลบวกของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองมากกวา 3 เทากับ 11
12

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองไมเทากัน 

      เนื่องจากผลลัพธท่ีแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเทากัน ไดแก ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 , 2, 2 , 3, 3 , 4, 4 ,  

  ( )5, 5  และ ( )6, 6   

       นั่นคือ จํานวนวิธีท่ีแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเทากัน มี 6 วิธ ี
      จะได จํานวนวิธีท่ีแตมบนหนาลูกเตาไมเทากัน มี 36 6 30− =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )2 30n E =   
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       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

30 5
36 6

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองไมเทากัน เทากับ 5
6

 

11.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 6 6 36n S = × =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีผูเขารวมประชุมคนหนึ่งเขาและออกโดยไมใชประตูบานเดิม 
      ข้ันตอนท่ี 1 เลือกประตูเขาได 6 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกประตูออกท่ีไมซํ้ากับประตูเขาได 5 วิธ ี
      โดยหลักการคูณ จํานวนวิธีท่ีผูเขาประชุมเขาและออกโดยไมใชประตูบานเดิม ได 6 5 30× =  วิธ ี

 นั่นคือ  ( ) 30n E =   

      จะได  ( ) ( )
( )

30 5
36 6

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผูเขาประชุมคนหนึ่งจะเขาและออกโดยไมใชประตูบานเดิม เทากับ 5
6

 

12.  ให  S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 5n S =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะตอบผิด 
      เนื่องจาก จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้จะตอบถูก มีได 1 วิธ ี
      ดังนั้น จํานวนวิธีท่ีนักเรียนคนนี้จะตอบผิด มีได 5 1 4− =  วิธ ี

      นั่นคือ  ( ) 4n E =   

       จะได   ( ) ( )
( )

4
5

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะตอบผิด เทากับ 4
5

 

13.   ให  1E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนจะซ้ือน้ําสม ซ่ึง ( )1
1 5
6 30

P E = =  

    2E   แทนเหตุการณท่ีนักเรียนจะซ้ือน้ําเกกฮวย ซ่ึง ( )2
3 9

10 30
P E = =  

    3E   แทนเหตุการณท่ีนักเรียนจะซ้ือนม ซ่ึง ( )3
2 12
5 30

P E = =  

  และ  4E   แทนเหตุการณท่ีนักเรียนจะซ้ือน้ําอัดลม ซ่ึง ( )4
2 4

15 30
P E = =  
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      จะได  ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 4P E P E P E P E> > >  

       ดังนั้น ถารานคาตองการนําเครื่องดื่มมาขายเพียง 3 ชนิด รานคาควรนํานม น้ําเกกฮวย และ 
 น้ําสมมาขาย  
14.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 5! 120n S = =   

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีเตยวิ่งเขาเสนชัยเปนอันดับท่ี 1 หรือ 2 
        เนื่องจาก การเขาเสนชัยของเตยมีได 2 วิธ ี
      และผูเขาแขงขันอีก 4 คนท่ีเหลือเขาเสนชัยอันดับใดก็ได มีได 4! วิธ ี
      โดยหลักการคูณ การเขาเสนชัยของผูเขาแขงท้ังหมด โดยท่ีเตยวิ่งเขาเสนชัยเปน 
 อันดับท่ี 1 หรือ 2 เทากับ 2 4! 48× =  วิธ ี

      นั่นคือ ( ) 48n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

48 2
120 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีเตยจะวิ่งเขาเสนชัยเปนอันดับ 1 หรือ 2 เทากับ 2
5

 

15.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 10, 1 9, 1 10 9 90n S C C= × = × =  

       1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงท้ังสองลูก 

      ข้ันตอนท่ี 1  มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกแรกไดลูกบอลสีแดง 3  วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดลูกบอลสีแดง 2  วิธ ี
         โดยหลักการคูณ มีวิธีหยิบไดลูกบอลสีแดงท้ังสองลูก 3 2 6× =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )1 6n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

6 1
90 15

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีแดงท้ังสองลูก เทากับ 1
15
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 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดลูกบอลสีขาวและสีดํา 

      กรณีท่ี 1 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกแรกไดเปนสีขาว 2  วิธ ี
    มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดเปนสีดํา 5  วิธ ี
      โดยหลักการคูณ มีวิธีท่ีหยิบลูกบอลลูกแรกไดเปนสีขาว และหยิบลูกบอลลูกท่ี 
    สองไดเปนสีดํา 2 5 10× =  วิธี 
  กรณีท่ี 2 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกแรกไดเปนสีดํา 5  วิธ ี
    มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดเปนสีขาว 2  วิธ ี
      โดยหลักการคูณ มีวิธีท่ีหยิบลูกบอลลูกแรกไดเปนสีดํา และหยิบลูกบอลลูกท่ี 
    สองไดเปนสีขาว 5 2 10× =  วิธ ี
       โดยหลักการบวก มีวิธีท่ีหยิบไดลูกบอลสีขาวและสีดํา 10 10 20+ =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )2 20n E =   วิธี 

      จะได  ( ) ( )
( )

2
2

20 2
90 9

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดลูกบอลสีขาวและสีดํา เทากับ 2
9

 

16.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 8, 1 7, 1 6, 1 8 7 6 336n S C C C= × × = × × =  

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีครั้งท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดง และครั้งท่ี 2 และ 3 หยิบไดลูกบอลสีเหลือง 
      ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกแรกไดเปนสีแดง 2  วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสองไดเปนสีเหลือง 3  วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกบอลลูกท่ีสามไดเปนสีเหลือง 2  วิธี 
      โดยหลักการคูณ มีวิธีท่ีจะหยิบไดลูกบอลสีแดง 1 ลูก และสีเหลือง 2 ลูกตามลําดับ  
      2 3 2 12× × =  วิธ ี

      นั่นคือ  ( ) 12n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

12 1
336 28

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีครั้งท่ี 1 หยิบไดลูกบอลสีแดง และครั้งท่ี 2 และ 3 หยิบไดลูกบอล 

 สีเหลือง เทากับ 1
28
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17.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
       จะได ( ) 12,3 220n S C= =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีจะไดลูกแกวครบทุกสี 
       นั่นคือ ไดลูกแกวสีเขียว 1 ลูก สีชมพู 1 ลูก และสีฟา 1 ลูก 
      ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกแกวไดเปนสีเขียว 4  วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกแกวไดเปนสีชมพู 3  วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 3 มีวิธีท่ีจะหยิบลูกแกวไดเปนสีฟา 5  วิธี 
      โดยหลักการคูณ จะมีวิธีท่ีจะหยิบลูกแกว 3 ลูก พรอมกัน ไดลูกแกวครบทุกสี 4 3 5× ×  วิธ ี
      นั่นคือ  ( ) 4 3 5n E = × ×   

       จะได    ( ) ( )
( )

4 3 5 3
220 11

n E
P E

n S
× ×

= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดลูกแกวครบทุกสี เทากับ 3
11

 

18.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 30,2 435n S C= =  

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนท้ังสองเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 
      กรณีท่ี 1 มีวิธีท่ีจะเลือกไดนักเรียนท้ังสองคนเปนผูหญิง 18,2 153C =   วิธ ี

 กรณีท่ี 2 มีวิธีท่ีจะเลือกไดนักเรียนท้ังสองคนเปนผูชาย 12,2 66C =   วิธ ี

      โดยหลักการบวก มีวิธีท่ีจะเลือกนักเรียนเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู 153 66 219+ =  วิธ ี

      นั่นคือ  ( ) 219n E =   

       จะได ( ) ( )
( )

219 73
435 145

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนท้ังสองเปนผูชายท้ังคูหรือผูหญิงท้ังคู เทากับ 73
145

 

19.  1)   ให 1S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( )1 40,1 40n S C= =  

       ให 1E  แทนเหตุการณท่ีวชิระหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดง 

      มีวิธีท่ีจะหยิบช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดง 1 ชิ้น จากช็อกโกแลตท่ีหอดวย 

  กระดาษหอสีแดง 30 ชิ้น ได 30  วิธี นั่นคือ  ( )1 30n E =   
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       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

1

30 3
40 4

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีวชิระหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดง เทากับ 3
4

 

 2)   ให 2S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( )2 40,2 780n S C= =  

       ให  2E  แทนเหตุการณท่ีวชิระหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีเดียวกัน 

      กรณีท่ี 1 ไดช็อกโกแลตหอดวยกระดาษสีแดงท้ังสองชิ้น 
    มีวิธีหยิบช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดง 2 ชิ้น จากช็อกโกแลตท่ีหอดวย 

    กระดาษสีแดง 30 ชิ้น ได 30,2 435C =   วิธี 

  กรณีท่ี 2 ไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีเขียวท้ังสองชิ้น 
    มีวิธีหยิบช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีเขียว 2 ชิ้น จากช็อกโกแลตท่ีหอดวย 

    กระดาษสีเขียว 10 ชิ้น ได 10,2 45C =   วธิี 

       โดยหลักการบวก จะมีวิธีหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีเดียวกัน 435 45 480+ = วิธี 
      นั่นคือ  ( )2 480n E =   

      จะได  ( )2
480 8
780 13

P E = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีวชิระหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีเดียวกัน เทากับ 8
13

 

 3)   ให 3S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได ( )3 40,10n S C=  

       ให 3E   แทนเหตุการณท่ีวชิระหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดงอยางนอยหนึ่งชิ้น 

      เนื่องจาก วิธีท่ีหยิบไมไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดงเลย คือ วิธีท่ีหยิบได 
      ช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีเขียวท้ังหมด 10 ชิ้น ซ่ึงทําได 10,10 1C =   วิธ ี

      ดังนั้น จะมีวิธีหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดงอยางนอยหนึ่งชิ้น 40,10 1C −  วิธี 

      นั่นคือ ( )3 40,10 1n E C= −  

       จะได  ( ) ( )
( )

40,103
3

40,10 40,10

1 11
Cn E

P E
n S C C

−
= = = −  
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       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีวชิระหยิบไดช็อกโกแลตท่ีหอดวยกระดาษสีแดงอยางนอยหนึ่งชิ้น  

  เทากับ 
40,10

11
C

−  

20.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 30, 1 29, 1 30 29 870n S C C= × = × =   

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานท่ีไดรับรางวัลเปนผูชายท้ังคู 
      ข้ันตอนท่ี 1 เลือกผูชาย 1 คน จาก 10 คน ไดรับรางวัล ได 10  วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 2 เลือกผูชาย 1 คน จากท่ีเหลือ 9 คน ไดรับรางวัล ได 9  วิธ ี
      โดยหลักการคูณ จะมีวิธีท่ีพนักงานท่ีไดรับรางวัลท้ังสองคนเปนผูชายท้ังคู 10 9 90× =  วิธี 
      นั่นคือ ( ) 90n E =   

        จะได  ( ) ( )
( )

90 3
870 29

n E
P E

n S
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานท่ีไดรับรางวัลเปนผูชายท้ังคู เทากับ 3
29

 

21.  ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 10,2 45n S C= =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานท่ีไดรับเลือกเปนกรรมการเปนผูชายหนึ่งคนและผูหญิงหนึ่งคน 

  ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีท่ีจะเลือกพนักงานผูชายเปนกรรมการ 1 คน ได 7  วิธี 
  ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีท่ีจะเลือกพนักงานผูหญิงเปนกรรมการ 1 คน ได 3  วิธ ี
       โดยหลักการคูณ มีวิธีท่ีจะเลือกกรรมการเปนผูชายหนึ่งคนและผูหญิงหนึ่งคนได 7 3 21× =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )1 21n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

21 7
45 15

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานท่ีไดรับเลือกเปนกรรมการเปนผูชายหนึ่งคนผูหญิงหนึ่งคน 

  เทากับ 7
15

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานท่ีไดรับเลือกเปนกรรมการเปนผูหญิงอยางนอยหนึ่งคน 

  กรณีท่ี 1 มีวิธีท่ีจะเลือกพนักงานผูหญิง 1 คน และผูชาย 1 คน เปนกรรมการ ได 3 7 21× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 2 มีวิธีท่ีจะเลือกพนักงานผูหญิง 2 คน เปนกรรมการ ได 3,2 3C =   วิธี 

      โดยหลักการบวก มีวิธีเลือกกรรมการเปนผูหญิงอยางนอยหนึ่งคน ได 21 3 24+ =   วิธ ี
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      นั่นคือ  ( )2 24n E =   

       จะได   ( ) ( )
( )

2
2

24 8
45 15

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานท่ีไดรับเลือกเปนกรรมการเปนผูหญิงอยางนอยหนึ่งคน  

  เทากับ 8
15

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีพนักงานท่ีไดรับเลือกเปนกรรมการเปนผูชายอยางนอยหนึ่งคน  
      กรณีท่ี 1 มีวิธีท่ีจะเลือกพนักงานผูชาย 1 คน และผูหญิง 1 คน เปนกรรมการ  
    ได 7 3 21× =  วิธี 
  กรณีท่ี 2 มีวิธีท่ีจะเลือกพนักงานผูชาย 2 คน เปนกรรมการ ได 7,2 21C =   วิธี 

      โดยหลักการบวก มีวิธีเลือกกรรมการเปนผูชายอยางนอยหนึ่งคน ได 21 21 42+ = วิธ ี

      นั่นคือ  ( )3 42n E =   

       จะได   ( ) ( )
( )

3
3

42 14
45 15

n E
P E

n S
= = =  

      ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพนักงานท่ีไดรับเลือกเปนกรรมการเปนผูชายอยางนอยหนึ่งคน  

  เทากับ 14
15

 

22.   ให  S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 5,3 10n S C= =  

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีไดผลรวมของหมายเลขบนบัตรท้ังสามมากกวา 10 
       เนื่องจากเหตุการณท่ีผลรวมของหมายเลขบนบัตรเปน 11 มี 1 วิธี คือ หยิบไดบัตรซ่ึงมี 
      หมายเลข 2, 4 และ 5 
        และเหตุการณท่ีผลรวมของหมายเลขบนบัตรเปน 12 มี 1 วิธี คือ หยิบไดบัตรซ่ึงมีหมายเลข  
 3, 4 และ 5  
       โดยหลักการบวก มีวิธีหยิบไดบัตรไดผลรวมของหมายเลขบนบัตรท้ังสามมากกวา 10 อยู  
 1 1 2+ =  วิธ ี

      นั่นคือ  ( ) 2n E =   

        จะได  ( ) ( )
( )

2 1
10 5

n E
P E

n S
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลรวมของหมายเลขบนบัตรท้ังสามมากกวา 10  เทากับ 1
5
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23.   ให S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 40, 1 40n S C= =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีไดนักกรีฑาท่ีมีฝาแฝด  
      เนื่องจากมีฝาแฝด 3 คู ซ่ึงหมายถึง มีนักกรีฑา 6 คน ท่ีมีฝาแฝด 

      นั่นคือ  ( ) 6n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

6 3
40 20

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักกรีฑาคนนี้จะมีฝาแฝด เทากับ 3
20

 

24.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 12,4 495n S C= =  

        ให E แทนเหตุการณท่ีจะไดเงาะ 2 ผล และสมกับชมพูอยางละ 1 ผล 

 ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีท่ีจะหยิบไดเงาะ 2 ผล จากเงาะ 4 ผล ได 4,2 6C =  วิธ ี

 ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีท่ีจะหยิบไดสม 1 ผล จากสม 3 ผล ได 3  วิธี 
 ข้ันตอนท่ี 3 มีวิธีท่ีจะหยิบไดชมพู 1 ผล จากชมพู 5 ผล ได 5  วิธ ี
       โดยหลักการคูณ มีวิธีหยิบผลไมจากตะกรา 4 ผล พรอมกัน โดยไดเงาะ 2 ผล และสมกับชมพู 
 อยางละ 1 ผล ได 6 3 5 90× × =  วิธ ี
      นั่นคือ  ( ) 90n E =   

        จะได  ( ) ( )
( )

90 2
495 11

n E
P E

n S
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไดเงาะ 2 ผล และสมกับชมพูอยางละ 1 ผล เทากับ 2
11

 

25.  ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 5 5 5 125n S = × × =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้จะใสจดหมายในตูท่ีไมซํ้ากันเลย 

      นั่นคือ ( ) 5 4 3 60n E = × × =   

       จะได   ( ) ( )
( )

60 12
125 25

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้จะใสจดหมายในตูท่ีไมซํ้ากันเลย เทากับ 12
25
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26.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 5, 1 5, 1 5 5 25n S C C= × = × =  

      1)   ให  1E   แทนเหตุการณท่ีบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขเดียวกัน 

      ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีหยิบบัตร 1 ใบ จากบัตร 5 ใบ ได 5 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีหยิบบัตร 1 ใบ ใหมีหมายเลขเดียวกับใบแรก ได 1 วิธ ี
       โดยหลักการคูณ จะมีวิธีหยิบบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขเดียวกัน 5 1 5× =  วิธ ี
       นั่นคือ  ( )1 5n E =   

        จะได  ( ) ( )
( )

1
1

5 1
25 5

n E
P E

n S
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขเดียวกัน เทากับ 1
5

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีไดบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขไมซํ้ากัน 

      ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีหยิบบัตร 1 ใบ จากบัตร 5 ใบ ได 5 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีหยิบบัตร 1 ใบ ใหมีหมายเลขไมซํ้ากับใบแรก ได 4 วิธ ี
       โดยหลักการคูณ จะมีวิธีหยิบบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขไมซํ้ากัน 5 4 20× =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )2 20n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

20 4
25 5

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขไมซํ้ากัน เทากับ 4
5

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขเปนจํานวนคู 
      เนื่องจากบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคูมี 3 ใบ คือ 2, 6 และ 8 
       ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีหยิบบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคู 1 ใบ จาก 3 ใบ ได 3 วิธ ี
  ข้ันตอนท่ี 2   มีวิธีหยิบบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคู 1 ใบ จาก 3 ใบ ได 3 วิธ ี
       โดยหลักการคูณ จะมีวิธีหยิบบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขเปนจํานวนคูได 3 3 9× =  วิธ ี

      นั่นคือ  ( )3 9n E =   

       จะได   ( ) ( )
( )

3
3

9
25

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีบัตรท้ังสองใบมีหมายเลขเปนจํานวนคู เทากับ 9
25
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 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของหมายเลขบนบัตรท้ังสองเปนจํานวนคู 
      ในการหยิบใหไดบัตรท่ีมีผลบวกของหมายเลขบนหนาบัตรท้ังสองเปนจํานวนคูเปนได  
  2 กรณี  
  กรณีท่ี 1 หมายเลขบนหนาบัตรท้ังสองเปนจํานวนคู 
    ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีหยิบบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคู 1 ใบ จาก 3 ใบ  
       ได 3 วิธี  
    ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีหยิบบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนคู 1 ใบ จาก 3 ใบ  
       ได 3 วิธี 
    โดยหลักการคูณ จะมีวิธีหยิบบัตรท้ังสองใบเปนจํานวนคู ได 3 3 9× =  วิธ ี
  กรณีท่ี 2 หมายเลขบนหนาบัตรท้ังสองเปนจํานวนค่ี 
    ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีหยิบบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนค่ี 1 ใบ จาก 2 ใบ  
       ได 2 วิธี  
    ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีหยิบบัตรท่ีมีหมายเลขเปนจํานวนค่ี 1 ใบ จาก 2 ใบ  
       ได 2 วิธี 
   โดยหลักการคูณ จะมีวิธีหยิบบัตรท้ังสองใบเปนจํานวนค่ี ได 2 2 4× =  วิธ ี
  โดยหลักการบวก จะมีวิธีหยิบบัตรท่ีมีผลบวกของหมายเลขบนบัตรท้ังสองเปนจํานวนคู  
  9 4 13+ =  วิธ ี

       นั่นคือ  ( )4 13n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

13
25

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลบวกของหมายเลขบนหนาบัตรท้ังสองเปนจํานวนคู เทากับ 13
25

 

27.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 20,4 20 19 18 17n S P= = × × ×  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีสมศรีไดเปนนายกชมรมและสมปองไดเปนอุปนายกชมรม 
      ข้ันตอนท่ี 1 มีวิธีท่ีสมศรีไดเปนนายกชมรม 1 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 2 มีวิธีท่ีสมปองไดเปนอุปนายกชมรม 1 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 3 มีวิธีเลือกเลขานุการจากสมาชิก 18 คนท่ีเหลือ 18 วิธ ี
 ข้ันตอนท่ี 4 มีวิธีเลือกเหรัญญิกจากสมาชิก 17 คนท่ีเหลือ 17 วิธี 
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      โดยหลักการคูณ มีวิธีเลือกคณะกรรมการท่ีสมศรีเปนนายกชมรมและสมปองเปนอุปนายก 
 ชมรม 1 1 18 17× × ×  วิธ ี
      นั่นคือ  ( ) 18 17n E = ×   

       จะได   ( ) ( )
( )

18 17 1
20 19 18 17 380

n E
P E

n S
×

= = =
× × ×

 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสมศรีไดเปนนายกชมรมและสมปองไดเปนอุปนายกชมรม เทากับ 1
380

 

28.  ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
        จะได  ( ) 52,2 1,326n S C= =  

        1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดไพท่ีมีหนาสีแดงท้ังสองใบ 

      นั่นคือ  ( )1 26,2 325n E C= =  

       จะได   ( ) ( )
( )

1
1

325 25
1,326 102

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดไพท่ีมีหนาสีแดงท้ังสองใบ เทากับ 25
102

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดไพโพดําและโพแดง 

      นั่นคือ  ( )2 13, 1 13, 1 13 13 169n E C C= × = × =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

169 13
1,326 102

n E
P E

n S
= = =  

   ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดไพโพดําและโพแดง เทากับ 13
102

 

 3)   ให  3E  แทนเหตุการณท่ีหยิบไดไพ  J  ท้ังสองใบ 

      นั่นคือ  ( )3 4,2 6n E C= =  

       จะได   ( ) ( )
( )

3
3

6 1
1,326 221

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหยิบไดไพ J ท้ังสองใบ เทากับ 1
221
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29.   ให  1S   แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมหยิบสลาก 2 ใบ โดยใสสลากคืนกอนจะ 

     หยิบสลากใบท่ีสอง  
      จะได  ( )1 10, 1 10, 1 10 10 100n S C C= × = × =   

       ให  1E  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของหมายเลขบนสลากท้ังสองใบเทากับ 10 เม่ือใส 
      สลากคืนกอนหยิบสลากใบท่ีสอง 

      จะได  1E  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 9 , 2, 8 , 3, 7 , 4, 6 , 5, 5 , 6, 4 , 7, 3 , 8, 2 , 9, 1  

      จะได  ( )1 9n E =   

      นั่นคือ  ( ) ( )
( )

1
1

1

9 0.09
100

n E
P E

n S
= = =  

       ให 2S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมหยิบสลาก 2 ใบ โดยไมใสสลากคืนกอนจะ 

 หยิบสลากใบท่ีสอง  
      จะได  ( )2 10, 1 9, 1 10 9 90n S C C= × = × =  

       ให  2E  แทนเหตุการณท่ีผลบวกของหมายเลขบนสลากท้ังสองใบเทากับ 10 เม่ือไมใส 
      สลากคืนกอนหยิบสลากใบท่ีสอง 
      จะได  2E  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 9 , 2, 8 , 3, 7 , 4, 6 , 6, 4 , 7, 3 , 8, 2 , 9, 1  

      จะได  ( )2 8n E =   

      นั่นคือ  ( ) ( )
( )

2
2

2

8 0.089
90

n E
P E

n S
= = ≈  

      เนื่องจาก  ( ) ( )1 2P E P E>  

      นั่นคือ ความนาจะเปนท่ีผลบวกของหมายเลขบนสลากท้ังสองเทากับ 10 เม่ือหยิบสลาก 
     แบบใสคืน มากกวา ความนาจะเปนท่ีผลบวกของหมายเลขบนสลากท้ังสองเทากับ 10  
     เม่ือหยิบสลากแบบไมใสคืน  
     ดังนั้น แหวนควรจะใสสลากคืนกอนจะหยิบสลากใบท่ีสอง 
30.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 5, 1 4, 1 5 4 20n S C C= × = × =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีครูคนนี้จะสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน 
      เนื่องจาก มีวิธีแตงตัว โดยสวมเสื้อและกางเกงสีเดียวกัน (เสื้อสีดําและกางเกงสีดํา) 1 2 2× =  วิธ ี
      ดังนั้น มีวิธีสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน 20 2 18− =  วิธ ี
      นั่นคือ  ( ) 18n E =   
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       จะได   ( ) ( )
( )

18 9
20 10

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีครูคนนี้จะสวมเสื้อและกางเกงสีตางกัน เทากับ 9
10

 

31.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 20,3 1,140n S C= =  

      1)   ให  1E  แทนเหตุการณท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพดีมากท้ังสามเครื่อง 

      นั่นคือ  ( )1 8,3 56n E C= =  

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

56 14
1,140 285

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพดีมากท้ังสามเครื่อง เทากับ 14
285

 

 2)   ให  2E  แทนเหตุการณท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางท้ังสามเครื่อง 

      นั่นคือ  ( )2 3,3 1n E C= =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

1
1,140

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางท้ังสามเครื่อง เทากับ 1
1,140

 

 3)   ให  3E  แทนเหตุการณท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางอยางนอยหนึ่งเครื่อง 

      วิธีท่ี 1  ในการซ้ือพัดลม 3 เครื่อง จะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางอยางนอยหนึ่งเครื่อง  
    แบงเปน 3 กรณี ดังนี้ 
      กรณีท่ี 1 มีวิธีท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางเพียงเครื่องเดียว  
      17,23 408C× =  วิธ ี

    กรณีท่ี 2 มีวิธีท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางสองเครื่อง 3,2 17 51C × =  วิธี 

    กรณีท่ี 3 มีวิธีท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางสามเครื่อง 3,3 1C =  วิธ ี

    โดยหลักการบวก มีวิธีท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางอยางนอยหนึ่งเครื่อง  
    408 51 1 460+ + =  วิธ ี
         นั่นคือ  ( )3 460n E =   
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          จะได   ( ) ( )
( )

3
3

460 23
1,140 57

n E
P E

n S
= = =  

          ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางอยางนอยหนึ่งเครื่อง  

    เทากับ 23
57

 

       วิธีท่ี 2  ในการซ้ือพัดลม 3 เครื่อง จะไมไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางเลย ทําได  
    17,3 680C =  วิธ ี

    จะไดวา มีวิธีท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางอยางนอยหนึ่งเครื่อง  
    1,140 680 460− =  วิธ ี
    นั่นคือ  ( )3 460n E =   

          จะได   ( ) ( )
( )

3
3

460 23
1,140 57

n E
P E

n S
= = =  

          ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพปานกลางอยางนอยหนึ่งเครื่อง  

    เทากับ 23
57

 

 4)   ให 4E  แทนเหตุการณท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพดีมากสองเครื่องและปานกลางหนึ่งเครื่อง  

      นั่นคือ  ( )4 8, 2 3, 1 28 3 84n E C C= × = × =  

       จะได   ( ) ( )
( )

4
4

84 7
1,140 95

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพดีมากสองเครื่องและปานกลางหนึ่งเครื่อง  

  เทากับ 7
95

 

 5)   ให  5E  แทนเหตุการณท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพดีมาก ดี และปานกลางอยางละเครื่อง  

      นั่นคือ  ( )5 8, 1 9, 1 3, 1 8 9 3 216n E C C C= × × = × × =  

       จะได   ( ) ( )
( )

5
5

216 18
1,140 95

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีจะไดพัดลมท่ีมีคุณภาพดีมาก ดี และปานกลางอยางละเครื่อง  

  เทากับ 18
95
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32.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 10, 1 9, 1 10 9 90n S C C= × = × =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีคุณอาเดารหัสบัตรเอทีเอ็มของทอรุงถูกในการกดรหัสครั้งแรก 
      เนื่องจาก รหัสบัตรเอทีเอ็มท่ีถูกตองมีเพียง 1 รหัส 

      จะได  ( ) 1n E =   

       นั่นคือ  ( ) ( )
( )

1
90

n E
P E

n S
= =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีคุณอาจะเดารหัสบัตรเอทีเอ็มของทอรุงในการกดรหัสครั้งแรก  

 เทากับ 1
90

 

33.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      เนื่องจาก มีบัตรเงินสดท้ังหมด 50 100 350 500+ + =  ใบ 

      จะได  ( ) 500,2n S C=  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีบัตรเงินสดสองใบท่ีลูกคาสุมหยิบไดมีมูลคานอยกวา 100 บาท  
 นั่นคือ หยิบไมไดบัตรเงินสดมูลคา 100 บาทเลย ซ่ึงทําได 450,2C วิธี 

      นั่นคือ  ( ) 450,2n E C=  

        จะได  ( ) ( )
( )

450,2

500,2

4,041
4,990

Cn E
P E

n S C
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีบัตรเงินสดสองใบแรกท่ีลูกคาสุมหยิบไดมีมูลคานอยกวา 100 บาท  

 เทากับ 4,041
4,990

 

34.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 6,2 4,2 2,2 90n S C C C= × × =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีฝาแฝดอยูกลุมเดียวกัน  
       เนื่องจากตองการใหฝาแฝดอยูกลุมเดียวกัน นั่นคือ จะเหลือจัดนักเรียน 4 คน เปน 2 กลุม  
 ซ่ึงทําได  4,2 2,23 18C C× × =  วิธ ี

       นั่นคือ  ( ) 18n E =   
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        จะได  ( ) ( )
( )

18 1
90 5

n E
P E

n S
= = =  

        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีฝาแฝดอยูกลุมเดียวกัน เทากับ 1
5

 

35.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) 8 8 64n S = × =   

       1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีลูกเตาท้ังสองลูกข้ึนแตมเทากัน 

      เนื่องจาก 1E  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 2, 2 , 3, 3 , 4, 4 , 5, 5 , 6, 6 , 7, 7 , 8, 8  

       นั่นคือ  ( )1 8n E =   

       จะได   ( ) ( )
( )

1
1

8 1
64 8

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกเตาท้ังสองลูกข้ึนแตมเทากัน เทากับ 1
8

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองหารดวย 5 ลงตัว 

      เนื่องจาก  2E  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( )1, 4 , 2, 3 , 2, 8 , 3, 2 , 3, 7 , 4, 1 , 4, 6 , 5, 5 ,  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}6, 4 , 7, 3 , 7, 8 , 8, 2 , 8, 7  

       นั่นคือ  ( )2 13n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

13
64

n E
P E

n S
= =   

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองหารดวย 5 ลงตัว  

      เทากับ 13
64

 

 3)   ให 3E  แทนเหตุการณท่ีผลตางของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเปน 2 

       เนื่องจาก 3E  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( )1, 3 , 2, 4 , 3, 1 , 3, 5 , 4, 2 , 4, 6 , 5, 3 , 5, 7 ,  

     ( ) ( ) ( ) ( )}6, 4 , 6, 8 , 7, 5 , 8, 6  

       นั่นคือ  ( )3 12n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

3
3

12 3
64 16

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลตางของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเปน 2 เทากับ 3
16
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 4)   ให  4E  แทนเหตุการณท่ีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเปนจํานวนคู แตผลตาง 

  ของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเปน 4  

      เนื่องจาก 4E  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 5 , 2, 6 , 3, 7 , 4, 8 , 5, 1 , 6, 2 , 7, 3 , 8, 4  

       นั่นคือ  ( )4 8n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

4
4

8 1
64 8

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผลรวมของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเปนจํานวนคู แตผลตาง 

  ของแตมบนหนาลูกเตาท้ังสองเปน 4 เทากับ 1
8

 

36.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( )n S  =  10!
4!4!2!

 

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีเพ่ือนสนิทท้ังสองคนนี้จะไดนั่งรถมาคันท่ีสาม 
      เนื่องจากใหเพ่ือนสนิทท้ังสองคนนั่งรถมาคันท่ี 3  

      จะมีวิธีจัดนักทองเท่ียวท่ีเหลือ 8 คน นั่งรถมาคันท่ี 1 และ 2 ได 8!
4!4!

 วิธี 

      นั่นคือ  ( )n E  =  8!
4!4!

  

       จะได   ( ) ( )
( )

n E
P E

n S
=   =  8! 4!4!2! 1

4!4! 10! 45
× =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีเพ่ือนสนิทท้ังสองคนนี้จะไดนั่งรถมาคันท่ีสาม เทากับ 1
45

 

37.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

       จะได  ( )n S  =  10!
3!2!4!1!

 

        1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน  
      พิจารณาหลอดไฟสีเดียวกันมัดติดกันเปนสิ่งของ 1 สิ่ง 
      ดังนั้น จะมีหลอดไฟอยู 4 หลอด จัดเรียงได 4! 24=  วิธี 
      เนื่องจากหลอดไฟแตละหลอดเหมือนกัน ในแตละมัดจึงจัดเรียงได 1 วิธี 
      จะไดวา มีวิธีจัดเรียงหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน 24 วิธ ี
      นั่นคือ  ( )1 4!n E =   
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       จะได   ( ) ( )
( )

1
1

3!2!4!1! 14! 
10! 525

n E
P E

n S
= = × =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหลอดไฟสีเดียวกันอยูติดกัน เทากับ 1
525

  

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีหลอดไฟสีมวงไมอยูติดกัน 

      เนื่องจากตองการใหหลอดไฟสีมวงไมอยูติดกัน จะแบงเปน 2 ข้ันตอน 

  ข้ันตอนท่ี 1 จัดเรียงหลอดไฟสีอ่ืน ๆ ท่ีไมใชสีมวง ได 7!
2!4!1!

 วิธ ี

  ข้ันตอนท่ี 2  นําหลอดไฟสีมวงมาแทรกระหวางหลอดไฟสีอ่ืน ๆ ได 8 ตําแหนง  

     นั่นคือ มีวิธีนําหลอดไฟสีมวงไปแทรกได 8,3
8!

5!3!
C =  วิธี 

       ดังนั้น จะมีวิธีจัดหลอดไฟสีมวงไมอยูติดกันได 7! 8!
2!4!1! 5!3!

×  วิธี 

       นั่นคือ  ( )2
7! 8!

2!4!1! 5!3!
n E = ×  

         จะได   ( ) ( )
( )

2
2

7! 8! 3!2!4!1! 7
2!4!1! 3!5! 10! 15

n E
P E

n S
= = × × =  

         ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหลอดไฟสีมวงไมอยูติดกัน เทากับ 7
15
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38.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( ) 10!
2!3!2!1!1!1!

n S =  

        ให  E  แทนเหตุการณท่ีหลอดไฟหลอดสุดทายเปนสีมวงหรือสีสม 
      เนื่องจากจัดเรียงหลอดไฟหลอดสุดทายเปนสีมวงหรือสีสม จะแบงเปน 2 ข้ันตอน  
        ข้ันท่ี 1   จัดหลอดไฟหลอดสุดทายเปนสีมวงหรือสีสม ได 2 วิธี 

 ข้ันท่ี 2 จัดหลอดไฟท่ีเหลือ 9 หลอด ได  9!
2!3!2!1!1!

 วิธ ี

      โดยหลักการคูณ จะมีวิธีจัดใหหลอดไฟหลอดสุดทายเปนสีมวงหรือสม ได 9!2
2!3!2!1!1!

×  วิธ ี

      นั่นคือ ( ) 9!2
2!3!2!1!1!

n E = ×  

        จะได  ( ) ( )
( )

9! 2!3!2!1!1!1! 12
2!3!2!1!1! 10! 5

n E
P E

n S
= = × × =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีหลอดไฟหลอดสุดทายเปนสีมวงหรือสีสม เทากับ 1
5

 

39.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) ( )6 1 ! 120n S = − =   

     1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีไมมีสมาชิกในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน 

       จัดใหสมาชิกครอบครัวแรกท่ีมี 3 คน นั่งกอน ได ( )3 1 ! 2− =  วิธ ี

      ตอมาจัดใหสมาชิกอีกครอบครัวหนึ่งนั่งแทรกระหวางสมาชิกของครอบครัวแรก  
  ได 3! 6=  วิธี 
      ดังนั้น จะจัดใหไมมีสมาชิกในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน ได 2 6 12× =  วิธ ี

      นั่นคือ  ( )1 12n E =   

       จะได   ( ) ( )
( )

1
1

12 1
120 10

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไมมีสมาชิกในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน เทากับ 1
10

 

 2)   ให 2E  แทนเหตุการณท่ีสมาชิกในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน 

      พิจารณาวาคนในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน เปนคน 1 คน  
      นั่นคือ จะมีคน 2 คน ซ่ึงจัดเรียงเปนวงกลมได ( )2 1 ! 1− =  วิธี 

      ในแตละวิธีนี้ สามารถจัดสมาชิกในแตละครอบครัวนั่งได 3!3! 36=  วิธี 
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      ดังนั้น มีวิธีท่ีสมาชิกในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน 36 วิธ ี

      นั่นคือ ( )2 36n E =  

       จะได  ( ) ( )
( )

2
2

36 3
120 10

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีสมาชิกในครอบครัวเดียวกันนั่งติดกัน เทากับ 3
10

 

40.   ให S แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได ( ) ( )5 1 ! 24n S = − =  

 1)   ให 1E  แทนเหตุการณท่ีลูกท้ังสามนั่งติดกัน 

      พิจารณาใหลูกท้ังสามคนท่ีนั่งติดกันเปนคน 1 คน 

      นั่นคือ มีคน 3 คน ซ่ึงจัดเรียงเปนวงกลมได ( )3 1 ! 2− =   วิธ ี

      ในแตละวิธีนี้ ลูกท้ังสามคนสามารถนั่งสลับกันได 3! 6=  วิธ ี
      ดังนั้น มีวิธีท่ีลูกท้ังสามนั่งติดกัน 2 6 12× =  วิธี 
      นั่นคือ  ( )1 12n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

1
1

12 1
24 2

n E
P E

n S
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีลูกท้ังสามคนนั่งติดกัน เทากับ 1
2

 

 2)   วิธีท่ี 1  ให 2E  แทนเหตุการณท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน 

    จัดใหลูกท้ังสามคนนั่งกอน ได ( )3 1 ! 2− =   วิธี  

    ตอมาใหพอและแมนั่งแทรกลูก ซ่ึงสามารถนั่งได 3 ท่ี  
    นั่นคือ มีวิธีท่ีพอและแมนั่งแทรกระหวางลูกท้ังสาม 3,2 6P =   วิธ ี

    ดังนั้น มีวิธีท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน 2 6 12× =  วิธี 
    นั่นคือ  ( )2 12n E =   

    จะได  ( )2
12 1
24 2

P E = =  

    ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน เทากับ 1
2

 

               วิธีท่ี 2 ให 2E  แทนเหตุการณท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน 

    นั่นคือเหตุการณท่ีมีลูกหนึ่งคนนั่งระหวางพอและแม 
    เลือกลูก 1 คน จาก 3 คน มานั่งระหวางพอและแม ได 3 วิธี 
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    พิจารณาวาพอแมและลูก 1 คน ท่ีนั่งติดกันเปนคน 1 คน  
    นั่นคือ มีคน 3 คน ซ่ึงจัดใหนั่งเปนวงกลมได ( )3 1 ! 2− =   วิธ ี

    ในแตละวิธี พอและแมสามารถนั่งสลับกันได 2 วิธ ี
    ดังนั้น มีวิธีจัดใหลูกหนึ่งคนนั่งระหวางพอและแมได 3 2 2 12× × =  วิธี 
    หรือ มีวิธีท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน 12  วิธี 
    นั่นคือ  ( )3 12n E =   

    จะได  ( )3
12 1
24 2

P E = =  

    ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีพอและแมไมนั่งติดกัน เทากับ 1
2

 

41.   ให  A  แทนเหตุการณท่ีธงชัยสอบผานวิชาคณิตศาสตร 
        B  แทนเหตุการณท่ีธงชัยสอบผานวิชาภาษาอังกฤษ 
      จะได A B∪  แทนเหตุการณท่ีธงชัยสอบผานอยางนอย 1 วิชา 
        A B∩  แทนเหตุการณท่ีธงชัยสอบผานท้ังสองวิชา 
      ตองการหา  ( )P A B∩  

       โจทยกําหนดให  ( ) ( )0.6,  0.5P A P B= =   และ ( ) 0.8P A B∪ =   

       จาก  ( )P A B∪  =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

      จะได  ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∩ = + − ∪   = 0.6 0.5 0.8+ −  = 0.3 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีธงชัยจะสอบผานท้ังสองวิชานี้ เทากับ 0.3  
42.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 120n S =   

        ให  A  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนวิชาคณิตศาสตร 
      นั่นคือ  ( ) 60n A =   

       จะได  ( ) 60 1
120 2

P A = =  

        ให  B  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนวิชาภาษาอังกฤษ 
      นั่นคือ  ( ) 50n B =   

       จะได  ( ) 50 5
120 12

P B = =  

       จะได  A B∩  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนท้ังสองวิชา 
      นั่นคือ  ( ) 20n A B∩ =   
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       จะได  ( ) 20 1
120 6

P A B∩ = =  

 1)   จะได A B∪  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนอยางนอย 1 วิชา 

      จาก  ( )P A B∪   =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

       จะได  ( )P A B∪  =  1 5 1
2 12 6
+ −  =  3

4
 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนอยางนอย 1 วิชา เทากับ 3
4

 

 2)   จะได A B′ ′∩  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ไมชอบเรียนท้ังสองวิชา 

      จากสมบัติของเซต ไดวา ( )A B A B ′′ ′∩ = ∪  

       จาก  ( )( )P A B ′∪   =  ( )1 P A B− ∪  

      จะได  ( )( )P A B ′∪   =  31
4

−  =  1
4

 

            นั่นคือ  ( ) 1
4

P A B′ ′∩ =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้ไมชอบเรียนท้ังสองวิชา เทากับ 1
4

 

 3)   จะได A B−  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนวิชาคณิตศาสตร แตไมชอบเรียน 
  วิชาภาษาอังกฤษ  
      จาก   ( )P A B−  =  ( ) ( )P A P A B− ∩  

       จะได  ( )P A B−   =  1 1
2 6
−  =  1

3
 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนวิชาคณิตศาสตร แตไมชอบเรียนวิชา 

  ภาษาอังกฤษ เทากับ 1
3

 

 4)   จะได  ( )A B ′∩  แทนเหตุการณท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนอยางมาก 1 วิชา 

      จาก  ( )P A B ′∩  =  ( )1 P A B− ∩  

        จะได  ( )P A B ′∩  =  11
6

−  =  5
6

 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีนักเรียนคนนี้ชอบเรียนอยางมาก 1 วิชา เทากับ 5
6

 

43.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 300n S =  
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       ให  A  แทนเหตุการณท่ีผูเขารวมประชุมคนนี้ประกอบอาชีพคาขาย 

      นั่นคือ  ( ) 160n A =  

       จะได   ( ) 160 8
300 15

P A = =  

       ให  B  แทนเหตุการณท่ีผูเขารวมประชุมคนนี้ประกอบอาชีพรับจาง 
      นั่นคือ  ( ) 90n B =  

       จะได   ( ) 90 3
300 10

P B = =  

       จะได  A B∩  แทนเหตุการณท่ีผูเขารวมประชุมคนนี้ประกอบอาชีพคาขายและรับจาง 

      นั่นคือ  ( ) 40n A B∩ =  

       จะได  ( ) 40 2
300 15

P A B∩ = =  

       นั่นคือ ( )A B ′∪  แทนเหตุการณท่ีผูเขารวมประชุมคนนี้จะไมประกอบอาชีพคาขายหรือ 

 รับจาง 

      ตองการหา ( )( )P A B ′∪  

       จาก   ( )P A B∪   =  ( ) ( ) ( )P A P B P A B+ − ∩  

      จะได  ( )P A B∪   =  8 3 2
15 10 15

+ −  =  7
10

 

      จาก  ( )( )P A B ′∪   =  ( )1 P A B− ∪  

      จะได   ( )( )P A B ′∪   =  71
10

−  =  3
10

 

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีผูเขารวมประชุมคนนี้จะไมประกอบอาชีพคาขายและรับจาง เทากับ 3
10

 

44.   ให  A  แทนเหตุการณท่ีคอมพิวเตอรชํารุดจากกระแสไฟฟามากเกินไป 
    B  แทนเหตุการณท่ีคอมพิวเตอรชํารุดจากฮารดดิสกเสีย 
    C  แทนเหตุการณท่ีคอมพิวเตอรชํารุดจากซีพียูทํางานหนัก 

      จากโจทยกําหนดให   ( ) 0.06P A = , ( ) 0.03P B = , ( ) 0.01P C =  

            ( ) ( ) ( ) 0P A B P A C P B C∩ = ∩ = ∩ =  และ 

      ( ) 0P A B C∩ ∩ =  

        ตองการหา  ( )P A B C∪ ∪  
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       จากสมบัติของเซต จะไดวา  
           ( )P A B C∪ ∪  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A B P A C+ + − ∩ − ∩  

      ( ) ( )P B C P A B C− ∩ + ∩ ∩  
     =   0.06 0.03 0.01 0 0 0 0+ + − − − +   
     =   0.1 
        ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีคอมพิวเตอรจะชํารุดจากกระแสไฟฟามากเกินไปหรือฮารดดิสกเสีย 
 หรือซีพียูทํางานหนัก เทากับ 0.1 
45.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 6 6 36n S = × =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีทอดลูกเตาสองครั้ง แลวหมากจะตกไปอยูบนชองหมายเลขนอยกวา 
 หรือเทากับ 16 
      เนื่องจาก     E  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )1, 1 , 1, 2 , 1, 3 , 1, 4 , 1, 6 , 3, 1 , 3, 5 , 4, 1 , 4, 2 ,  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}4, 4 , 4, 5 , 4, 6 , 5, 3 , 6, 2  

       นั่นคือ ( ) 14n E =   

       จะได  ( ) ( )
( )

14 7
36 18

n E
P E

n S
= = =  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีอีกสองตา หมากจะตกไปอยูบนชองหมายเลขนอยกวาหรือเทากับ 16  

 เทากับ 7
18

 

46.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 
      จะได  ( ) 8!n S =   

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีไมมีหนังสือคณิตศาสตรสองเลมใดอยูติดกัน 
       ข้ันท่ี 1 จัดหนังสือวิชาอ่ืนท่ีไมใชหนังสือคณิตศาสตรจํานวน 5 เลม ได 5!  วิธี 
 ข้ันท่ี 2 จัดหนังสือคณิตศาสตร 3 เลม แทรกได 6 ตําแหนง จัดได 6,3P  วิธี 

      โดยหลักการคูณ มีวิธีจัดไมใหหนังสือคณิตศาสตรสองเลมใดอยูติดกัน 6,35! P×  วิธี 

      นั่นคือ  ( ) 6,35! n E P= ×  

       จะได  ( ) ( )
( )

6,35! 5
8! 14
Pn E

P E
n S

×
= = =  

       ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีไมมีหนังสือคณิตศาสตรสองเลมใดอยูติดกัน เทากับ 5
14
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47.   ให  S  แทนปริภูมิตัวอยางของการทดลองสุมนี้ 

      จะได  ( ) 15! 6,435
7!8!

n S = =  

       ให  E  แทนเหตุการณท่ีเดินทางจากจุด O ไปยังจุด P โดยไมผานจุด A 
       เนื่องจาก การเดินทางโดยผานจุด A จะแบงออกเปน 2 ข้ันตอน 

 ข้ันท่ี 1  เสนทางเดินจากจุด O ไปยังจุด A  มี 8!
4!4!

 เสนทาง 

 ข้ันท่ี 2 เสนทางเดินจากจุด A ไปยังจุด P มี 7!
4!3!

 เสนทาง 

 ดังนั้น จํานวนเสนทางเดินท้ังหมดจากจุด O ไปยังจุด P โดยผานจุด A มี  

 8! 7! 2,450
4!4! 4!3!

× =  เสนทาง 

 ดังนั้น จํานวนเสนทางเดินท้ังหมดจากจุด O ไปยังจุด P โดยไมผานจุด A มี  
 6,435 2,450 3,985− =  เสนทาง 
 นั่นคือ  ( ) 3,985n E =   

 จะได  ( ) ( )
( )

3,985 797
6,435 1,287

n E
P E

n S
= = =  

 ดังนั้น ความนาจะเปนท่ีเดินทางจากจุด O ไปยังจุด P โดยไมผานจุด A เทากับ 797
1,287
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แหลงเรียนรูเพิ่มเติม 
 

 forvo.com เปนเว็บไซตท่ีรวบรวมการออกเสียงคําในภาษาตาง ๆ กอตั้งข้ึนเม่ือ ค.ศ. 2008 

โดยมีจุดมุงหมายเพ่ือพัฒนาการสื่อสารทางการพูด ผานการแลกเปลี่ยนการออกเสียงคําในภาษา

ตาง ๆ ท้ังจากบุคคลท่ีเปนเจาของภาษาและบุคคลท่ีไมใชเจาของภาษา  forvo.com ไดรับคัดเลือก

จากนิตยสาร Times ใหเปน 50 เว็บไซตท่ีดีท่ีสุดใน ค.ศ. 2013 (50 best websites of 2013) ปจจุบัน

เว็บไซตนี้เปนฐานขอมูลท่ีรวบรวมการออกเสียงท่ีใหญท่ีสุด มีคลิปเสียงท่ีแสดงการออกเสียง

คําศัพทประมาณสี่ลานคําในภาษาตาง ๆ มากกวา 330 ภาษา 

 

 
 
 ครูอาจใชเว็บไซต forvo.com เพ่ือศึกษาเพ่ิมเติมเก่ียวกับการออกเสียงคําศัพทคณิตศาสตร

หรือชื่อนักคณิตศาสตรในภาษาอังกฤษหรือภาษาอ่ืน ๆ ท่ีปรากฏในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 5 เลม 2 ได เชน conjugate ซ่ึงเปนคําศัพทคณิตศาสตรใน

ภาษาอังกฤษ หรือ De Moivre นักคณิตศาสตรชาวฝรั่งเศส  

 

http://forvo.com/
http://forvo.com/
http://forvo.com/
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คณะผูพิจารณาคูมือครู 
นายประสาท  สอานวงศ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
รศ. ดร.สมพร  สูตินันทโอภาส สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
นางสาวจินตนา  อารยะรังสฤษฏ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
นางสาวจําเริญ  เจียวหวาน สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
นายสุเทพ  กิตติพิทักษ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
ดร.สุพัตรา  ผาติวิสันติ์ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
ดร.อลงกรณ ตั้งสงวนธรรม สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
วาท่ีรอยเอก ดร.ภณัฐ  กวยเจริญพานิชก สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ผศ.ตีรวิชช  ทินประภา มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา  กรุงเทพฯ 
ผศ. ดร.ธนัชยศ  จําปาหวาย มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา  กรุงเทพฯ 
 

บรรณาธิการ 

รศ. ดร.สิริพร  ทิพยคง สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
 

คณะทํางานฝายเสริมวิชาการ 

นางสาวขวัญใจ  ภาสพันธุ โรงเรียนราชวินิตบางเขน  กรุงเทพฯ 
นายณรงคฤทธิ์  ฉายา โรงเรียนสาธิตแหงมหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร   
 ศูนยวิจัยและพัฒนาการศึกษา  กรุงเทพฯ 
นายถนอมเกียรติ  งานสกุล โรงเรียนสตรีภูเก็ต  จังหวัดภูเก็ต 
นางนงนุช  ผลทว ี โรงเรียนทับปุดวิทยา  จังหวัดพังงา 
นางมยุรี  สาลีวงศ โรงเรียนสตรีสิริเกศ  จังหวัดศรีสะเกษ 
นางสาวศราญลักษณ  บุตรรัตน โรงเรียนบางละมุง  จังหวัดชลบุรี 
นายศรัณย  แสงนิลาวิวัฒน โรงเรียนวิทยาศาสตร จุฬาภรณราชวิทยาลัย เพชรบุรี  

จังหวัดเพชรบุรี 
วาท่ีรอยตรีสามารถ  วนาธรัตน โรงเรียนเฉลิมขวัญสตรี  จังหวัดพิษณุโลก 
นางศุภรา  ทวรรณกุล ขาราชการบํานาญ  
นายสุกิจ  สมงาม ขาราชการบํานาญ   
นางสุปราณี  พวงพี ขาราชการบํานาญ   
นายชัยรัตน  สุนทรประพี นักวิชาการอิสระ 
ฝายนวัตกรรมเพ่ือการเรียนรู สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
นางสาวปยาภรณ  ทองมาก สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
 



  



 

 



ตามผลการเรียนรู้
กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)
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