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รายวิชาเพิ่มเติม 

คณิตศาสตร  
ชั้น 

 มัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ 

  
 ตามผลการเรียนรู 

กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) 

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ 

 

  
 จัดทําโดย 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี  

กระทรวงศึกษาธิการ 

  



  



คํานํา 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) มีหนาท่ีในการ

พัฒนาหลักสูตร วิธีการเรียนรู การประเมินผล การจัดทําหนังสือเรียน คูมือครู แบบฝก

ทักษะ กิจกรรม และสื่อการเรียนรูเพ่ือใชประกอบการเรียนรูในกลุมสาระการเรียนรู

วิทยาศาสตรและคณิตศาสตรของระดับการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน 

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ นี้ จัดทําตาม 

ผลการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร

แกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีเนื้อหาสาระ ขอเสนอแนะ

เก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวิเคราะหความสอดคลองของแบบฝกหัดทายบทกับจุดมุงหมายประจําบท ความรูเพ่ิมเติม

สําหรับครู ซ่ึงเปนความรูท่ีครูควรทราบนอกเหนือจากเนื้อหาในหนังสือเรียน ตัวอยาง

แบบทดสอบประจําบทพรอมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝกหัด ซ่ึงสอดคลองกับหนังสือเรียน

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ ท่ีตองใชควบคูกัน 

 สสวท. หวังเปนอยางยิ่งวา คูมือครูเลมนี้จะเปนประโยชนตอการจัดการเรียนรู 

และเปนสวนสําคัญในการพัฒนาคุณภาพและมาตรฐานการศึกษากลุมสาระการเรียนรู

คณิตศาสตร ขอขอบคุณผูทรงคุณวุฒิ บุคลากรทางการศึกษา และหนวยงานตาง ๆ ท่ีมีสวน

เก่ียวของในการจัดทําไว ณ โอกาสนี้ 

 

 (ศาสตราจารยชูกิจ  ลิมปจํานงค) 

 ผูอํานวยการสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี  



  



คําชี้แจง 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดจัดทําผลการ

เรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 

๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเนนเพ่ือ

ตองการพัฒนาผูเรียนใหมีความรูความสามารถทางคณิตศาสตรท่ีทัดเทียมกับนานาชาติ 

ดวยการลงมือปฏิบัติทํากิจกรรมและแกปญหาท่ีหลากหลายเพ่ือใหผูเรียนเกิดทักษะและ

กระบวนการทางคณิตศาสตร รวมท้ังมีทักษะแหงศตวรรษท่ี ๒๑  สสวท. จึงไดจัดทําคูมือครู

ประกอบการใชหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑  

ท่ีเปนไปตามมาตรฐานหลักสูตร เพ่ือเปนแนวทางใหโรงเรียนนําไปจัดการเรียนการสอนใน 

ชั้นเรียน 

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ นี้ ประกอบดวย

เนื้อหาสาระ ขอเสนอแนะเก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การ

วัดผลประเมินผลระหวางเรียน การวิเคราะหความสอดคลองของแบบฝกหัดทายบทกับ

จุดมุงหมายประจําบท ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูซ่ึงเปนความรูท่ีครูควรทราบนอกเหนือจาก

เนื้อหาในหนังสือเรียน ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทพรอมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝกหัด  

ซ่ึงครูผูสอนสามารถนําไปใชเปนแนวทางในการวางแผนการจัดการเรียนรูใหบรรลุ

จุดประสงคท่ีตั้งไว โดยสามารถนําไปจัดกิจกรรมการเรียนรูไดตามความเหมาะสมและความ

พรอมของโรงเรียน  ในการจัดทําคูมือครูเลมนี้ ไดรับความรวมมือเปนอยางดียิ่งจาก

ผูทรงคุณวุฒิ คณาจารย นักวิชาการอิสระ รวมท้ังครูผูสอน นักวิชาการ จากสถาบัน และ

สถานศึกษาท้ังภาครัฐและเอกชน จึงขอขอบคุณมา ณ ท่ีนี้  

 สสวท. หวังเปนอยางยิ่งวา คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษา 

ปท่ี ๖ เลม ๑ นี้ จะเปนประโยชนแกผูสอนและผูท่ีเก่ียวของทุกฝาย ท่ีจะชวยใหจัดการศึกษา

ดานคณิตศาสตรไดอยางมีประสิทธิภาพ หากมีขอเสนอแนะใดท่ีจะทําใหคูมือครูเลมนี้ 

มีความสมบูรณยิ่งข้ึน โปรดแจง สสวท. ทราบดวย จะขอบคุณยิ่ง 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 กระทรวงศึกษาธิการ  



แนะนําการใชคูมือครู 
 

ในหนังสือเลมนี้แบงเปน 2 บท ตามหนังสือเรียนหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 

ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 โดยแตละบทจะมีสวนประกอบ ดังนี้ 

 

 

ตัวช้ีวัดและสาระการเรียนรูแกนกลาง  

  

 

ตัวชี้วัดระบุสิ่งท่ีนักเรียนพึงรูและปฏิบัติได รวมท้ังคุณลักษณะของผูเรียนในแตละ

ระดับชั้น ซ่ึงสะทอนถึงมาตรฐานการเรียนรู มีความเฉพาะเจาะจงและมีความเปน

รูปธรรม นําไปใชในการกําหนดเนื้อหา จัดทําหนวยการเรียนรู จัดการเรียนการสอน และ

เปนเกณฑสําคัญสําหรับการวัดประเมินผลเพ่ือตรวจสอบคุณภาพผูเรียน 

  

 

จุดมุงหมาย  

  

 เปาหมายท่ีนักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี ้

  

 

ความรูกอนหนา  

  

 ความรูท่ีนักเรียนจาํเปนตองมีกอนท่ีจะเรียนบทนี ้

  

 

  



 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

  

 
ประเด็นเก่ียวกับเนื้อหาท่ีครูควรเนนย้ํากับนักเรียน ประเด็นเก่ียวกับเนื้อหาท่ีครูควร

ระมัดระวัง จุดประสงคของตัวอยางท่ีนําเสนอในหนังสือเรียน  เนื้อหาท่ีควรทบทวน

กอนสอนเนื้อหาใหม และประเด็นท่ีครูควรตระหนักในการสอน 

  

 

ความเขาใจคลาดเคล่ือน   

  

 ประเด็นท่ีนักเรียนมักเขาใจผิดเก่ียวกับเนื้อหา  

  

 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

  

 

ประเด็นท่ีครูควรทราบเก่ียวกับแบบฝกหัด เชน จุดมุงหมายของแบบฝกหัด 

เนื้อหาท่ีควรทบทวนกอนทําแบบฝกหัด และเรื่องท่ีครูควรใหความสําคัญในการทํา

แบบฝกหัดของนักเรียน 

  

 

กิจกรรมในคูมือครู 

  

 

กิจกรรมท่ีคูมือครูเลมนี้ เสนอแนะไวใหครูนําไปใชในชั้นเรียน ประกอบดวย

กิจกรรมนําเขาสูบทเรียน ท่ีใชเพ่ือตรวจสอบความรูกอนหนาท่ีนักเรียนจําเปนตอง

ทราบกอนเรียนเนื้อหาใหม และกิจกรรมท่ีใชสําหรับสรางความคิดรวบยอด 

ในเนื้อหา โดยหลังจากทํากิจกรรมแลว ครูควรเชื่อมโยงผลท่ีไดจากการทํากิจกรรม

กับความคิดรวบยอดท่ีตองการเนน ท้ังนี้ ครูควรสงเสริมใหนักเรียนไดลงมือปฏิบัติ

กิจกรรมเหลานี้ดวยตนเอง  

 

  



 

กิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 

กิจกรรมท่ีนักเรียนสามารถศึกษาเพ่ิมเติมไดดวยตนเอง เพ่ือชวยพัฒนาทักษะการ

เรียนรูและนวัตกรรม (learning and innovation skills) ท่ีจําเปนสําหรับศตวรรษท่ี 21 

อันไดแก การคิดสรางสรรคและนวัตกรรม (creative and innovation) การคิด 

แบบมีวิจารณญาณและการแกปญหา (critical thinking and problem solving)  

การสื่อสาร (communication)  และการรวมมือ (collaboration)   

  

 

เฉลยกิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 เฉลยคําตอบหรือตัวอยางคําตอบของกิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 

แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 
ตัวอยางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน ท่ี มี ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 

ซ่ึงเปดโอกาสใหนักเรียนไดใชและพัฒนาทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร  

  

 

  



สารบัญ บทท่ี 1 – 2    

บทที ่ เนื้อหา หนา 

1 
บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม  1 

1.1 เนื้อหาสาระ  3 

1.2 ขอเสนอแนะเก่ียวกับการสอน  12 
1.3 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน  47 

 

1.4 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท  49 

1.5 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู  53 

1.6 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท  
   

 71 

ลําดับและอนุกรม  และเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท   
d   

2 
บทท่ี 2 แคลคูลัสเบ้ืองตน 

 

 84 

2.1 เนื้อหาสาระ  86 

2.2 ขอเสนอแนะเก่ียวกับการสอน  98 

2.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน  126 

 

2.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน  132 

2.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท  134 

2.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู  138 

แคลคูลัสเบ้ืองตน 2.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท  161 

  และเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท  

    

    
  



สารบัญ     

บทที ่ เนื้อหา หนา 
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 คณะผูจัดทํา 552 
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  บทท่ี 1  

ลําดับและอนุกรม 

ความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมเปนพ้ืนฐานสําคัญท่ีนําไปใชในการแกปญหาตาง ๆ ในชีวิตจริง เชน 

ปริมาณยาท่ีลดลงในรางกาย การออมเงิน การผอนคาสินคา ซ่ึงในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอเนื้อหา เรื่อง ความหมายของลําดับและการเขียน

แสดงลําดับ ลําดับเลขคณิต ลําดับเรขาคณิต ลําดับฮารมอนิก ลิมิตของลําดับอนันต ความหมายของ

อนุกรมและการเขียนแสดงอนุกรม อนุกรมเลขคณิต อนุกรมเรขาคณิต อนุกรมอนันต สัญลักษณ

แสดงการบวก การประยุกตของลําดับและอนุกรม โดยเฉพาะอยางยิ่งการประยุกตของลําดับและ

อนุกรมในการแกปญหาเก่ียวกับดอกเบี้ยและมูลคาของเงิน ซ่ึงเปนเนื้อหาสําคัญท่ีมีในหลักสูตร

กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษา

ข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551 
 
ในบทเรียนนี้มุงใหนักเรียนบรรลุตัวชี้วัดตามสาระการเรียนรูแกนกลาง บรรลุผลการเรียนรูตาม

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุจุดมุงหมายดังตอไปนี้ 

 

 
ตัวช้ีวัดและสาระการเรียนรูแกนกลาง/ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ตัวช้ีวัด 

• เขาใจและนําความรูเก่ียวกับลําดับ

และอนุกรมไปใช 

• เขาใจและใชความรูเก่ียวกับดอกเบี้ย

และมูลคาของเงินในการแกปญหา 

 

สาระการเรียนรูแกนกลาง 

• ลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

• อนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

• ดอกเบี้ย 

• มูลคาของเงิน 

• คารายงวด 
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ผลการเรียนรู 

• ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดให 

เปนลําดับลูเขาหรือลูออก 

• หาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม 

เลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

• หาผลบวกอนุกรมอนันต 

• เขาใจและนําความรูเก่ียวกับลําดับ

และอนุกรมไปใช 
 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

• ลําดับจํากัดและลําดับอนันต 

• ลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

• ลิมิตของลําดับอนันต 

• อนุกรมจํากัดและอนุกรมอนันต 

• อนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

• ผลบวกอนุกรมอนันต 

• การนําความรูเก่ียวกับลําดับและ 

อนุกรมไปใชในการแกปญหามูลคา 

ของเงินและคารายงวด 

 

 
จุดมุงหมาย 

1. หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

2. หาลิมิตของลําดับอนันตโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 

3. ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก 

4. หาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

5. หาผลบวกของอนุกรมอนันต 

6. ระบุไดวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

• เลขยกกําลัง  

• ความสัมพันธและฟงกชัน 

 
 

ipst.me/10550 



      
   
   

   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 3 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

1.1 เนื้อหาสาระ  
1. บทนิยาม 1 

ลําดับ คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนเซต { }1, 2, 3, , n  หรือมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก 

2. ในการเขียนแสดงลําดับ จะเขียนเฉพาะสมาชิกของเรนจเรียงกัน กลาวคือ ถา a  เปน

ลําดับซ่ึง ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31 , 2 , 3 , , na a a a a a a n a= = = =  แลว 

  เรียก  1a   วา  พจนท่ี 1 ของลําดับ  

  เรียก  2a   วา  พจนท่ี 2 ของลําดับ  

  เรียก  3a   วา  พจนท่ี 3 ของลําดับ  

            
  และเรียก na   วา  พจนท่ี n   ของลําดับ หรือพจนท่ัวไปของลําดับ 

3. ลําดับท่ีมีโดเมนเปนเซต { }1, 2, 3, , n  เรียกวา ลําดับจํากัด  

 และลําดับท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก เรียกวา ลําดับอนันต 

 กรณี a  เปนลําดับจํากัด เขียนแทนลําดับดวย 1 2 3, , , , na a a a   

 กรณี a  เปนลําดับอนันต เขียนแทนลําดับดวย 1 2 3, , , , ,na a a a    

4. บทนิยาม 2 

 ลําดับเลขคณิต คือ ลําดับซ่ึงมีผลตางท่ีไดจากการนําพจนท่ี 1n +  ลบดวยพจนท่ี n  เปนคา

คงตัวท่ีเทากัน สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  และเรียกคาคงตัวท่ีเปนผลตางนี้วา ผลตางรวม 

จากบทนิยาม ลําดับ 1 2 3, , , , ,na a a a    จะเปนลําดับเลขคณิต ก็ตอเม่ือ มีคาคงตัว 

d  ท่ี 1n na a d+ − =  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

5. บทนิยาม 3 

 ลําดับเรขาคณิต คือ ลําดับซ่ึงมีอัตราสวนของพจนท่ี 1n +  ตอพจนท่ี n  เปนคาคงตัวท่ี

เทากัน สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  และเรียกคาคงตัวท่ีเปนอัตราสวนนี้วา อัตราสวนรวม 

จากบทนิยาม ลําดับ 1 2 3, , , , ,na a a a    จะเปนลําดับเรขาคณิต ก็ตอเม่ือ มีคาคงตัว 

r  ท่ี 1n

n

a r
a
+ =  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

  



     
     
     

 บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม   
 

4 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

6. บทนิยาม 4 

 ลําดับฮารมอนิก คือ ลําดับ na  ซ่ึงมีสมบัติวา ลําดับของสวนกลับ 1
n

n

b
a

=  เปนลําดับ 

เลขคณิต 

7. บทนิยาม 5 

 ให 1 2 3, , , , ,na a a a   เปนลําดับอนันต  ถา n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุดแลว na  เขาใกล

หรือเทากับจํานวนจริง L  เพียงจํานวนเดียวเทานั้น จะเขียน lim nn
a L

→∞
=  (อานวา ลิมิตของ

ลําดับ na  เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด เทากับ L )  และจะเรียก L  วา ลิมิตของ

ลําดับ และกลาววาลําดับนี้มีลิมิตเทากับ L  เรียกลําดับอนันตท่ีมีลิมิตวา ลําดับลูเขา และ

เรียกลําดับอนันตท่ีไมใชลําดับลูเขาวา ลําดับลูออก  

8. ทฤษฎีบท 1 

 ให r  เปนจํานวนจริงบวก จะไดวา 1lim 0rn n→∞
=  และ lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา 

9. ทฤษฎีบท 2   

 ให r  เปนจํานวนจริง จะไดวา  

  ถา 1r <  แลว lim 0n

n
r

→∞
=  

  ถา 1r >  แลว lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา 

10. ทฤษฎีบท 3 

 ให , ,n n na b t  เปนลําดับของจํานวนจริง  ,A B  เปนจํานวนจริง และ c  เปนคาคงตัวใด ๆ 

โดยท่ี lim nn
a A

→∞
=  และ lim nn

b B
→∞

=  จะไดวา 

 1) ถา nt c=  ทุกจํานวนเต็มบวก n  แลว lim limnn n
t c c

→∞ →∞
= =  

 2) lim limn nn n
ca c a cA

→∞ →∞
= =  

 3) ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
+ = + = +  

 4) ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
− = − = −  

 5) ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b AB

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅ =  

 6) ถา 0nb ≠  ทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0B ≠  แลว 
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa A
b b B

→∞

→∞
→∞

 
= = 

 
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11. ทฤษฎีบท 4 

 ให 1 2 3, , , , ,na a a a   เปนลําดับซ่ึง 0na ≠  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

  ถา 1lim 0
n

na→∞

 
= 

 
 แลว ลําดับ 1 2 3, , , , ,na a a a   จะลูออก 

12. สําหรับลําดับท่ีพจนท่ัวไปอยูในรูปเศษสวนของพหุนาม  

• ถาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวสวนมากกวาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวเศษแลว ลําดับจะมี

ลิมิตเปนศูนย 

• ถาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวเศษเทากับดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวสวนแลว ลําดับจะ

เปนลําดับลูเขาท่ีมีลิมิตไมเปนศูนย  

• ถาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวสวนนอยกวาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวเศษแลว ลําดับจะ

เปนลําดับลูออก 

13. ทฤษฎีบท 5 

 ให na  เปนลําดับของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย  L  เปนจํานวนจริง และ m  

เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับสอง จะไดวา 

  ถา lim nn
a L

→∞
=  แลว lim lim mm mn nn n

a a L
→∞ →∞

= =  

14. ถา 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับจํากัดท่ีมี n  พจน จะเรียกการเขียนแสดงการบวกของ

พจนทุกพจนของลําดับในรูป 1 2 3 na a a a+ + + +  วา อนุกรมจํากัด 

  เรียก  1a   วา  พจนท่ี 1 ของอนุกรม  

  เรียก  2a   วา  พจนท่ี 2 ของอนุกรม  

  เรียก  3a   วา  พจนท่ี 3 ของอนุกรม  

            
  และเรียก na   วา  พจนท่ี n  ของอนุกรม 
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15. ให nS  แทนผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม นั่นคือ 

  1 1S a=  

  2 1 2S a a= +  

  3 1 2 3S a a a= + +  

         
  1 2 3n nS a a a a= + + + +   
16. อนุกรมท่ีไดจากลําดับเลขคณิต เรียกวา อนุกรมเลขคณิต 

17. ให 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับเลขคณิต ซ่ึงมี d  เปนผลตางรวม 

 ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ 

  ( )12n n
nS a a= +  หรือ ( )( )12 1

2n
nS a n d= + −  

18. อนุกรมท่ีไดจากลําดับเรขาคณิต เรียกวา อนุกรมเรขาคณิต 

19. ให 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับเรขาคณิต ซ่ึงมี r  เปนอัตราสวนรวม 

 ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

 เม่ือ 1r ≠   

20. ถา 1 2 3, , , , ,na a a a   เปนลําดับอนันต จะเรียกการเขียนแสดงการบวกในรูป 

1 2 3 na a a a+ + + + +   วา อนุกรมอนันต 

  เรียก  1a   วา  พจนท่ี 1 ของอนุกรม  

  เรียก  2a   วา  พจนท่ี 2 ของอนุกรม  

           
  และเรียก na   วา  พจนท่ี n  ของอนุกรม 
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21. บทนิยาม 6  

 กําหนด 1 2 3 na a a a+ + + + +   เปนอนุกรมอนันต 

 ให 1 1S a=  

  2 1 2S a a= +  

  3 1 2 3S a a a= + +  

         
  1 2 3n nS a a a a= + + + +   
 เรียก nS  วา ผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรม เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวก เรียกลําดับ

อนันต 1 2 3, , , , ,nS S S S   วา ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม 

22. บทนิยาม 7 

 กําหนดอนุกรมอนันต 1 2 3 na a a a+ + + + +   

 ให 1 2 3, , , , ,nS S S S   เปนลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ 

 ถาลําดับ nS  เปนลําดับลูเขา โดย lim nn
S S

→∞
=  เม่ือ S  เปนจํานวนจริง 

 แลวจะกลาววาอนุกรม 1 2 3 na a a a+ + + + +   เปน อนุกรมลูเขา และเรียก S  วา

ผลบวกของอนุกรม 

 ถาลําดับ nS  เปนลําดับลูออก จะกลาววาอนุกรม 1 2 3 na a a a+ + + + +   เปน อนุกรม

ลูออก 

23. การแสดงวาอนุกรมอนันตใดจะเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก ทําไดดังนี ้

1) พิจารณาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม และหาสูตรท่ัวไปของผลบวกยอย n  

พจนแรก ( )nS  ของอนุกรม  

2) พิจารณาลิมิตของ nS   ถา lim nn
S S

→∞
=  เม่ือ S  เปนจํานวนจริง แลวอนุกรมนั้นเปน

อนุกรมลูเขา และมีผลบวกเทากับ S  แตถา lim nn
S

→∞
 ไมมีคา แลวอนุกรมนั้นเปน

อนุกรมลูออก 
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24. ทฤษฎีบท 6 

 กําหนดใหอนุกรมเรขาคณิตมี 1a  เปนพจนแรก และ r  เปนอัตราสวนรวม 

 ถา 1r <  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขาและผลบวกของอนุกรมเทากับ 1

1
a

r−
  

 ถา 1r ≥  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

25. การเขียนอนุกรมเพ่ือความสะดวกจะใชตัวอักษรกรีกตัวพิมพใหญ ∑ (อานวา ซิกมา) 

เปนสัญลักษณแสดงการบวก  

  กลาวคือ จะเขียนแทนอนุกรมจํากัด 1 2 3 na a a a+ + + +  ดวยสัญลักษณ 
1

n

i
i

a
=
∑  

(อานว า  ซัมเมชัน ia  เ ม่ือ i  เท า กับ 1 ถึ ง  n )   และเ ขียนแทนอนุกรมอนันต  

1 2 3 na a a a+ + + + +   ดวยสัญลักษณ 
1

i
i

a
∞

=
∑  (อานวา ซัมเมชัน ia  เม่ือ i  เทากับ 1 

ถึง ∞ ) เรียกตัวแปร i  ท่ีปรากฏในสัญลักษณ 
1

n

i
i

a
=
∑  หรือ 

1
i

i
a

∞

=
∑  วา ดัชนี ซ่ึงอาจจะใช 

ตัวแปรอ่ืนแทน i  ได  

26. ทฤษฎีบท 7 

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

 1) 
1

n

i
c nc

=

=∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 2) 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 3) ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

 4) ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  
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27. ทฤษฎีบท 8   

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

 1) ( )
1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑  

 2) ( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑  

 3) ( ) 2 2
3

1 1

1
2

n n

i i

n n
i i

= =

 +   
= =   

  
∑ ∑  

28. ทฤษฎีบท 9  

 ถาเริ่มฝากเงินดวยเงินตน P  บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ย %i  ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตน

ทุกป (ปละครั้ง) แลวเม่ือสิ้นปท่ี n  จะไดเงินรวม ( )1 nP r+ บาท เม่ือ 
100

ir =   

29. ทฤษฎีบท 10 

 ถาเริ่มฝากเงินดวยเงินตน P  บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ย %i  ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตน

ปละ k  ครั้ง แลวเม่ือฝากเงินครบ n  ป จะไดเงินรวม 1
knrP

k
 + 
 

บาท เม่ือ 
100

ir =   

30.  ถาลงทุน P  บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ย %i  ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนปละ k  ครั้ง 

เปนเวลา n  ป กําหนดให 
100

ir =  แลวเม่ือครบ n  ป เงินรวมท่ีได คือ  

1
knrS P

k
 = + 
 

  

 เรียก S  วามูลคาอนาคตของเงินตน P   

 ในทางกลับกัน จะเรียก P  วามูลคาปจจุบันของเงินรวม S   

 ดังนั้น มูลคาปจจุบัน P  ของเงินรวม S  คือ 

1
knrP S

k

−
 = + 
 

 

31. การรับหรือจายคางวด มีลักษณะ 3 ประการ ดังนี้  

 1) รับหรือจายเทากันทุกงวด 

 2) รับหรือจายติดตอกันทุกงวด 

 3) รับหรือจายตอนตนงวดหรือสิ้นงวด  
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32. คางวดท่ีรับหรือจายตอนตนงวด 

  พิจารณาการรับหรือจายเงินแตละงวด โดยท่ีแตละงวดเปนเงิน R  บาท ซ่ึงเริ่มรับหรือ

จายเงินตอนตนงวด รวมท้ังหมด n  งวด และอัตราดอกเบี้ยแตละงวดเปน %i   

  ให 
100

ir =   

  จะได แผนภาพแสดงคางวดแตละงวด ดังนี้ 
 

 
 
  จะได เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ ( ) ( ) ( )21 1 1 nR r R r R r+ + + + + +   

  ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี n  พจน โดยพจนแรก คือ ( )1R r+  และอัตราสวนรวม 

คือ 1 r+   

  ดังนั้น เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ 
( ) ( )( )

( )
1 1 1

1 1

nR r r

r

+ + −

+ −
 ซ่ึงเทากับ 

 
( ) ( )( )1 1 1nR r r

r

+ + −
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33. คางวดท่ีรับหรือจายตอนส้ินงวด  

  พิจารณาการรับหรือจายเงินแตละงวด โดยท่ีแตละงวดเปนเงิน R  บาท ซ่ึงเริ่มรับ

หรือจายเงินตอนสิ้นงวด รวมท้ังหมด n  งวด และอัตราดอกเบี้ยตองวดเปน %i   

   ให 
100

ir =   

  จะได แผนภาพแสดงคางวดแตละงวด ดังนี้ 
 

 
จะได เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ ( ) ( ) ( )2 11 1 1 nR R r R r R r −+ + + + + + +   

ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี n  พจน พจนแรก คือ R  และอัตราสวนรวม คือ 1 r+   

ดังนั้น เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ 
( )( )
( )
1 1

1 1

nR r

r

+ −

+ −
 ซ่ึงเทากับ 

( )( )1 1nR r

r

+ −
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1.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน   

ลําดับ 

 
ความหมายของลําดับ 

 
กิจกรรม : แนะนําลําดับ 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลําดับ เพ่ือใหนักเรียนเขาใจความหมายของ

ลําดับและการเขียนแสดงลําดับ 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูใหนักเรียนพิจารณาแบบรูปตอไปนี้ โดยสังเกตจํานวนจุดในแตละรูป 

• แบบรูปชุดท่ี 1  

 
       รูปท่ี 1    รูปท่ี 2        รูปท่ี 3              รูปท่ี 4                   รูปท่ี 5 
 

• แบบรูปชุดท่ี 2  

         

           รูปท่ี 1        รูปท่ี 2  รูปท่ี 3                         รูปท่ี 4                                                    
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2. ครูใหนักเรียนเขียนเซตของคูอันดับจากแบบรูปชุดท่ี 1 และ 2 โดยใหสมาชิกตัวหนาของ

คูอันดับคือรูปท่ี และสมาชิกตัวหลังของคูอันดับคือจํานวนจุดในแตละรูป เชน แบบรูป

ชุดท่ี 1 รูปท่ี 1 มีจํานวนจุด 1 จุด เขียนไดเปน ( )1, 1   

แนวคําตอบ 

• เซตของคูอันดับจากแบบรูปชุดท่ี 1 คือ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 2, 3 , 3, 6 , 4, 10 , 5, 15   

• เซตของคูอันดับจากแบบรูปชุดท่ี 2 คือ ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 4 , 2, 9 , 3, 16 , 4, 25 ,  

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาเซตของคูอันดับท่ีไดในขอ 2 ตามแบบ

รูปชุดท่ี 1 และ 2 เปนฟงกชันหรือไม เพราะเหตุใด  

 แนวคําตอบ 

เซตของคูอันดับท่ีไดในขอ 2 ตามแบบรูปชุดท่ี 1 และ 2 เปนฟงกชัน เนื่องจาก

สมาชิกตัวหนาของแตละคูอันดับจับคูกับสมาชิกตัวหลังเพียงตัวเดียวเทานั้น 

4. จากคําตอบท่ีไดในขอ 3 ครูใหนักเรียนหาโดเมนและเรนจของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูป

ชุดท่ี 1 และ 2  

 แนวคําตอบ 

• ฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 1 มีโดเมน คือ { }1, 2, 3, 4, 5  และเรนจ คือ 

{ }1, 3, 6, 10, 15   

• ฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 2 มีโดเมน คือ { }1, 2, 3,   และเรนจ คือ { }4, 9, 16,   

5. จากคําตอบท่ีไดในขอ 4 ครชูี้แนะใหนักเรียนสังเกตวาโดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูป

ชุดท่ี 1 เปนสับเซตของเซตของจํานวนเต็มบวก และโดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูป

ชุดท่ี 2 เปนเซตของจํานวนเต็มบวก จากนั้นครูใหนักเรียนพิจารณาวาโดเมนของฟงกชัน

ท่ีไดจากแบบรูปแตละชุดเปนเซตจํากัดหรือเซตอนันต  

 แนวคําตอบ 

• โดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 1 เปนเซตจํากัด 

• โดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 2 เปนเซตอนันต  

6. ครนูําเขาสูบทนิยามของลําดับ (บทนิยาม 1) และการเขียนแสดงลําดับ 

 



     
     
     

 บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม   
 

14 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเขาใจวา ลําดับเปนฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนสับเซตของเซตของ

จํานวนเต็มบวกหรือเซตของจํานวนเต็มบวก โดยในการเขียนแสดงลําดับจะเขียนเฉพาะ

สมาชิกของเรนจเรียงกัน และใชเครื่องหมายจุลภาค (,) ค่ันระหวางแตละตัว โดยไม

เขียนโดเมน  

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ใชสัญลักษณ na  

แทนท้ังพจนท่ี n  ของลําดับ และพจนท่ัวไปของลําดับ 

• การเขียนแสดงลําดับโดยเขียนแจกแจงพจนของลําดับในหัวขอนี้ ตองเขียนพจนท่ัวไป

กํากับไวเสมอ เนื่องจากมีบางลําดับท่ีมีพจนแรก ๆ เหมือนกัน แตมีพจนท่ัวไปแตกตางกัน 

เชน   เขียนแจกแจงพจนของลําดับท่ี 1
na

n
=  ไดเปน 1 11, , ,

2 3
   

  เขียนแจกแจงพจนของลําดับท่ี ( )21 6 11
6nb n n= − +  ไดเปน 1 11, , ,

2 3
   

จะเห็นวา ท้ังสองลําดับมีสามพจนแรกเหมือนกัน จึงอาจจะเขาใจผิดวาลําดับ na  และ 

nb  เปนลําดับเดียวกัน อยางไรก็ตามเม่ือพิจารณาพจนท่ี 4 จะไดวา 4
1
4

a =  แต 4
1
2

b =  

นั่นคือ ลําดับ na  และ nb  ไมใชลําดับเดียวกัน 

ดังนั้น การเขียนแจกแจงพจนของลําดับ na  และ nb  โดยเขียนพจนท่ี n  กํากับไว 

จะไดเปน 1 1 11, , , , ,
2 3 n

   และ ( )21 1 11, , , , 6 11 ,
2 3 6

n n− +   ตามลําดับ 

• เนื่องจากการกําหนดพจนแรก ๆ แลวใหหาพจนท่ัวไปของลําดับนั้น นักเรียนอาจได

พจน ท่ัวไปท่ีแตกตางกัน ดังนั้น หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้น

มัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1  หัวขอ 1.1.1 จึงกลาวถึงเฉพาะการหาพจนแรก ๆ จากพจน

ท่ัวไปท่ีกําหนดให โดยไมกลาวถึงการหาพจนท่ัวไปจากพจนแรก ๆ ท่ีกําหนดให สวน

การหาพจนท่ัวไปจากพจนแรก ๆ ท่ีกําหนดใหนั้น ไดกลาวถึงเฉพาะในกรณีท่ีศึกษา

เก่ียวกับลําดับเลขคณิตหรือลําดับเรขาคณิตเทานั้น 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

• ลําดับท่ี ( )1 n
na n n= + −   ในตัวอยางท่ี 2 สามารถเขียนไดในอีกรูปแบบหนึ่ง คือ  

 
ท้ังนี้ ในกรณีท่ีนักเรียนมีขอสงสัยสามารถอธิบายไดดังนี ้

ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

กรณีท่ี n  เปนจํานวนคูบวก จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก k  ท่ีทําให 2n k=   

จาก  ( )1 n
na n n= + −   

เม่ือ 2n k=  จะได    na   = 2ka   

  = ( ) ( )22 1 2kk k+ −  
  = 2 2k k+   
  = 4k   
  = ( )2 2k   
  = 2n    
กรณีท่ี n  เปนจํานวนค่ีบวก จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก k  ท่ีทําให 2 1n k= −   

จาก  ( )1 n
na n n= + −   

เม่ือ 2 1n k= −  จะได na   = 2 1ka −   

  = ( ) ( ) ( )2 12 1 1 2 1kk k−− + − −  
  = ( ) ( )2 1 2 1k k− − −   
  = 0    

ดังนั้น ( )1 n
na n n= + −  เขียนไดในรูป 

2

0
n

n
a


= 



                                    

 

 
  

เม่ือ  เปนจํานวนคู 
 

เม่ือ  เปนจํานวนค่ี 

 

  

เม่ือ n  เปนจํานวนคู 
 

เม่ือ n  เปนจํานวนค่ี 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

• ลําดับ nb   ซ่ึง 1 1b =  และ 1n nb nb −=   เม่ือ 2n ≥  ในตัวอยางท่ี 4 สามารถเขียนไดใน

อีกรูปแบบหนึ่ง คือ !nb n=   ท้ังนี้ ในกรณีท่ีนักเรียนมีขอสงสัยสามารถอธิบายไดดังนี ้

จาก ลําดับ nb   ซ่ึง 1 1b =  และ 1n nb nb −=   เม่ือ 2n ≥  

จะได 1b  = 1   = 1!  

 2b   = 12b   = 2 1×   = 2!  
 3b   = 23b    = 3 2 1× ×   = 3!  
 4b   = 34b   = 4 3 2 1× × ×   = 4!  
             
 nb   = 1nnb −   = ( ) ( )1 2 3 2 1n n n× − × − × × × ×   = !n   

ดังนั้น ลําดับ nb   ซ่ึง 1 1b =  และ 1n nb nb −=   เม่ือ 2n ≥  เขียนไดในรูป !nb n=  

นอกจากนี้ การแสดงวาลําดับ nb  สามารถเขียนไดในอีกรูปแบบหนึ่ง คือ !nb n=  นั้น 

สามารถทําไดโดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ซ่ึงแสดงไวในความรูเพ่ิมเติมสําหรับคร ู                                

 
ลําดับเลขคณิต ลําดับเรขาคณิต และลําดับฮารมอนิก 

 

กิจกรรม : แนะนําลําดับเลขคณิต  

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลําดับเลขคณิต เพ่ือใหนักเรียนเขาใจความหมาย

ของลําดับเลขคณิต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครกํูาหนดลําดับตอไปนี้  

1) 6, 10, 14, 18, , 4 2,n +    2) 11, 4, 16, 64, , 4n−
   

3) 2 4 8 2, , 2, , ,
3 3 3 3

n  4) ( ) 11, 1, 1, 1, 1, , 1 ,n+− − −   

5) ( )10, 6, 2, 2, , 10 4 1n− − −  6) ( )3 222, 4, 6, , 6 6 ,
11

n n− − −    
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2. จากแตละลําดับท่ีกําหนดใหในขอ 1 ครูใหนักเรียนหาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน โดย

นําพจนท่ีอยูหลังลบดวยพจนท่ีอยูกอนหนา ท้ังนี้ ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนหาผลตางของ

พจนท่ี n  และ 1n −  ดวย  

 แนวคําตอบ 
 1) 2 1 10 6 4a a− = − =   
  3 2 14 10 4a a− = − =   
  4 3 18 14 4a a− = − =  

  และ ( ) ( )( )1 4 2 4 1 2 4n na a n n−− = + − − + =   
 2) 2 1 4 1 3a a− = − =   
  3 2 16 4 12a a− = − =   
  4 3 64 16 48a a− = − =   

  และ  ( ) ( )1 11 2
1 4 4 3 4nn n

n na a − −− −
−− = − =   

 3) 2 1
4 2 2
3 3 3

a a− = − =  

  3 2
4 22
3 3

a a− = − =  

  4 3
8 22
3 3

a a− = − =  

  และ  ( )1
2 2 21
3 3 3n na a n n−− = − − =   

 4) 2 1 1 1 2a a− = − − = −  
  ( )3 2 1 1 1 1 2a a− = − − = + =   
  4 3 1 1 2a a− = − − = −  
  ( )5 4 1 1 1 1 2a a− = − − = + =   

  และ  ( ) ( )( ) ( )1 1 1
1 1 1 2 1n n n

n na a + + −
−− = − − − = − −   

 5) 2 1 6 10 4a a− = − = −  
  3 2 2 6 4a a− = − = −  
  4 3 2 2 4a a− = − − = −  

  และ  ( )( ) ( )( )( )1 10 4 1 10 4 1 1 4n na a n n−− = − − − − − − = −   
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 6) 2 1 4 2 2a a− = − =  
  3 2 6 4 2a a− = − =    

  และ  1n na a −−  = ( ) ( ) ( )( )3 23 22 26 6 1 6 1 6
11 11

n n n n   − − − − − − − − −   
   

 

   = ( )22 3 15 7
11

n n− − +   

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาลําดับในขอใดท่ีมีผลตางของพจนท่ี

อยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน 

 แนวคําตอบ 

ลําดับในขอ 1, 3 และ 5 มีผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน 

4. ครูนําเขาสูบทนิยามของลําดับเลขคณิต (บทนิยาม 2) โดยจากขอ 3 จะไดวาลําดับในขอ 

1, 3 และ 5 ซ่ึงมีผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน เปนลําดับเลขคณิต ท้ังนี้ 

ครูควรเนนย้ําความสําคัญของการตรวจสอบผลตางของพจนท่ี n  และพจนท่ี 1n −  ใน

การพิจารณาวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับเลขคณิตหรือไม เนื่องจาก อาจมีบางลําดับ

ซ่ึงผลตางของพจนท่ีอยูติดกันพจนแรก ๆ เปนคาคงตัวท่ีเทากัน แตไมเทากับผลตางของ

พจนท่ี n  และ 1n −  (เชน ลําดับในขอท่ี 6) 

หมายเหตุ  

• ครูอาจใหนักเรียนทํากิจกรรมนี้เปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน 

• ครูสามารถใชกิจกรรมในลักษณะเดียวกับกิจกรรมนี้ เพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลําดับ

เรขาคณิต เพ่ือใหนักเรียนเขาใจความหมายของลําดับเรขาคณิต 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ลําดับท่ีมีทุกพจนเปนจํานวนเดียวกันท่ีไมเปนศูนย จะเปนท้ังลําดับเลขคณิตท่ีมี 0d =  

และลําดับเรขาคณิตท่ีมี 1r =  เชน 1, 1, 1,  

• ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนใหเหตุผลประกอบ ในการระบุวาลําดับท่ีกําหนดใหเปน

ลําดับเลขคณิต หรือเปนลําดับเรขาคณิต  

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชเครื่องคํานวณชวยในการคํานวณเก่ียวกับลําดับ เชน 

ตัวอยางท่ี 14  และ 18 

• จากบทนิยาม 4 จะเห็นวา ไมมีพจนใดของลําดับฮารมอนิกท่ีเปน 0  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาพจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.1.3 ขอ 10 ครูควร

เนนย้ําใหนักเรียนหาอัตราสวนรวมกอน จึงจะหาพจนท่ีหายไป และสําหรับขอท่ีมี

อัตราสวนรวมมากกวา 1 คา ครูควรกระตุนใหนักเรียนหาอัตราสวนรวมอ่ืน ๆ ท่ีทําให

ลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับเรขาคณิต แลวจึงหาพจนท่ีหายไปอีกครั้ง เชน ขอ 2) มี

อัตราสวนรวม คือ 1
3

 หรือ 1
3

−  ทําใหลําดับเรขาคณิตในขอนี้ คือ 2 2 2 22, , , ,
3 9 27 81

 หรือ 

2 2 2 22, , , ,
3 9 27 81

− −   

• เม่ือกําหนดให a  เปนพจนท่ีอยูระหวาง 2 พจนท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.1.3 ขอ 11 

จะไดวา a  เปนไดท้ังจํานวนจริงบวกและจํานวนจริงลบ เนื่องจาก 
2a  เปนจํานวนจริงบวก 
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ลิมิตของลําดับอนันต 

 

 
กิจกรรม : แนะนําลิมิตของลําดับอนันต 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลิมิตของลําดับอนันต เพ่ือใหนักเรียนมีความ

เขาใจพ้ืนฐานเก่ียวกับลิมิตของลําดับอนันต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูแจกกระดาษท่ีตัดเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีลักษณะดังรูปใหนักเรียนแตละคน โดย

กําหนดใหกระดาษนี้มีพ้ืนท่ีเปน 1 ตารางหนวย 

 
 

2. ครูใหนักเรียนพับครึ่งกระดาษในขอ 1 ตามแนวนอนไปเรื่อย ๆ จนไดเปน 2, 4, 8 และ 

16 สวน ท่ีเทากันตามลําดับ โดยในการพับแตละครั้ง ใหพิจารณาวาพ้ืนท่ีของกระดาษ

แตละสวนเปนเทาใด แลวเติมคําตอบลงในตารางตอไปนี ้

การพับ

กระดาษครั้งท่ี 

จํานวนสวนของกระดาษ 

ท่ีเกิดจากการพับ 

พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวน 

(ตารางหนวย) 

1 2  

2 4  

3 8  

4 16  
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แนวคําตอบ 

การพับ

กระดาษครั้งท่ี 

จํานวนสวนของกระดาษ 

ท่ีเกิดจากการพับ 

พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวน 

(ตารางหนวย) 

1 2 1
2

 

2 4 1
4

  

3 8 1
8

  

4 16 1
16

  

3. จากขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา หากพับกระดาษตอไปเรื่อย ๆ พ้ืนท่ีของกระดาษ

แตละสวนจะเปนอยางไร 

 แนวคําตอบ 

เม่ือพับกระดาษตอไปเรื่อย ๆ พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนจะนอยลงเรื่อย ๆ จน

เกือบเปน 0 

4. ครูใหนักเรียนเปดเว็บไซต ipst.me/11545 แลวปฏิบัติตามข้ันตอนและตอบคําถาม

ตอไปนี ้

4.1 เลื่อนสไลเดอรเพ่ือปรับคา n  สังเกตวาหนาจอจะปรากฏพ้ืนท่ีของกระดาษแตละ

สวนท่ีไดจากการพับกระดาษ n  ครั้ง 

4.2 ตรวจสอบคําตอบในขอ 3 โดยเลื่อนสไลเดอรเพ่ือหาวา เม่ือ n  มีคามากข้ึนเรื่อย ๆ 

พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนท่ีไดจากการพับกระดาษ n  ครั้ง จะเปนอยางไร 

 แนวคําตอบ 

เม่ือ n  มีคามากข้ึนเรื่อย ๆ พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนท่ีไดจากการพับ 

แตละครั้งจะนอยลงเรื่อย ๆ จนเกือบเปน 0 แตไมเทากับ 0 

5. ครูนําเขาสูบทนิยามเก่ียวกับลิมิตของลําดับอนันต ลําดับลูเขา และลําดับลูออก (บท

นิยาม 5) 

  

http://ipst.me/11545
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการสอนเก่ียวกับลําดับลูเขาและลําดับลูออก ครูควรจัดกิจกรรมใหนักเรียนไดลงมือ

เขียนกราฟของลําดับหลาย ๆ แบบ โดยอาจใชลําดับตามท่ีนําเสนอในหนังสือเรียน

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 หรือในรูปแบบท่ีใกลเคียงกัน 

• การเขียนกราฟเพ่ือพิจารณาลิมิตของลําดับอนันต ไมมีขอกําหนดท่ีแนนอนวาตองเขียน

กราฟของลําดับก่ีพจน แตตองเขียนใหเห็นแนวโนมของกราฟ เพ่ือใหไดขอสรุปวาลําดับ

อนันตท่ีกําหนดเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก  

• ทฤษฎีบทท่ีนําเสนอไวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม มีไวเพ่ือใหนักเรียนนําไปใชไดโดยไมตองพิสูจน 

อยางไรก็ตาม ครูอาจเพ่ิมเติมการพิสูจนทฤษฎีบทเหลานี้ใหนักเรียนไดโดยพิจารณาตาม

ความสามารถของนักเรียน  

• การสอนทฤษฎีบท 1 และ 2 นั้น ครูควรใหนักเรียนพิจารณาแนวโนมคาของ na  เม่ือ n  

มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด หรือเขียนกราฟของลําดับ แลวพิจารณาแนวโนมของกราฟ เชน 

o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับท่ี 2

1
na

n
=  (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 21 ขอ 1)  และ 

1
2

1
na

n
=  เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 1 ท่ีวา 1lim 0rn n→∞

=  เม่ือ r  เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ 

ท้ังนี้ นักเรียนควรสรุปไดวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 2n  และ 
1
2n  จะมากข้ึน

โดยไมมีท่ีสิ้นสุดดวย ซ่ึงทําให 2

1
n

 และ 1
2

1

n
 มีคานอยลงและเขาใกล 0 

o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับ 3
na n=  (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 21 ขอ 2) และ 

1
3

na n=  

เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 1 ท่ีวา lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา เม่ือ r  เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ ท้ังนี้ 

นักเรียนควรสรุปไดวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 3n  และ 
1
3n  จะมากข้ึน

โดยไมมีท่ีสิ้นสุดดวย  
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o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับ 1
3

n

na  =  
 

 และ 1
2

n

na  = − 
 

 (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 22 

ขอ 1)  เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 2 ท่ีวา lim 0n

n
r

→∞
=  เม่ือ r  เปนจํานวนจริง และ 1r <  

o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับ 5
4

n

na  = − 
 

 และ 2n
na =  (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 22 

ขอ 2 และ 3 ตามลําดับ) เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 2  ท่ีวา lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา เม่ือ r  เปน

จํานวนจริง และ 1r >  

• ทฤษฎีบท 2 อธิบายเก่ียวกับลิมิตของลําดับอนันตท่ีอยูในรูป nr  เม่ือ r  เปนจํานวนจริง 

และ 1r ≠  แตในกรณีท่ี 1r =  จะไดเปนลิมิตของคาคงท่ี 

• เม่ือนักเรียนไดเรียนทฤษฎีบท 2 แลว ครูอาจแสดงใหนักเรียนเห็นวาการหาคาลิมิตของ

ลําดับในตัวอยางท่ี 22 สอดคลองกับทฤษฎีบท 2 ดังนี ้

1) จาก  1
2

n

na  = − 
 

 จะได 1lim lim
2

n

nn n
a

→∞ →∞

 = − 
 

 

 เนื่องจาก 1 1
2 2

− =  ซ่ึง 1 1
2
<   

 โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim 0nn
a

→∞
=  

2) จาก 5
4

n

na  = − 
 

 จะได 5lim lim
4

n

nn n
a

→∞ →∞

 = − 
 

 

 เนื่องจาก 5 5
4 4

− =  ซ่ึง 5 1
4
>    

 โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim nn
a

→∞
 ไมมีคา 

3) จาก 2n
na =  จะได lim lim 2n

nn n
a

→∞ →∞
=  

 เนื่องจาก 2 2=  ซ่ึง 2 1>    

 โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim nn
a

→∞
 ไมมีคา 
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• การหาลิมิตของลําดับโดยใชทฤษฎีบท 3 ตองมีเง่ือนไขเบื้องตนท่ีเปนจริงกอน เชน จะ

ใชทฤษฎีบท 
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa
b b

→∞

→∞
→∞

=  ไดเม่ือ lim nn
a

→∞
 และ lim nn

b
→∞

 หาคาได และ lim 0nn
b

→∞
≠  

แตถามีเง่ือนไขเบื้องตนเง่ือนไขใดไมเปนจริง จะไมสามารถใชทฤษฎีบทดังกลาวได เชน 

เม่ือตองการหา 
22 3lim

4 5n

n n
n→∞

−
−

 จะไมสามารถใชทฤษฎีบท 3 ได เนื่องจาก ( )2lim 2 3
n

n n
→∞

−  

และ ( )lim 4 5
n

n
→∞

−  ไมมีคา 

 

 
ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนอาจเขาใจผิดเก่ียวกับลําดับลูเขา วาเปนลําดับอนันตท่ีมีลิมิตของลําดับเปน 0  

เทานั้น เพ่ือแกไขความเขาใจผิดดังกลาว ครูควรเนนย้ํานักเรียนเก่ียวกับบทนิยาม 5 วา

ลําดับลูเขา คือ ลําดับอนันตท่ีเม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุดแลว na  เขาใกลหรือเทากับ

จํานวนจริง L  เพียงจํานวนเดียวเทานั้น พรอมกับยกตัวอยางลําดับลูเขาอ่ืน ๆ เพ่ิมเติม ท่ีมี

ลิมิตของลําดับเปนจํานวนจริงอ่ืนท่ีไมใช 0  เพ่ิมเติม เชน สําหรับลําดับท่ี 1 1
2

n

na  = − 
 

 

จะไดวา  

                                   lim nn
a

→∞
  = 1lim 1

2

n

n→∞

   −     
 

 = 1lim lim1
2

n

n n→∞ →∞

  − 
 

  

 = 0 – 1 
 = 1−   

จะเห็นวา ลิมิตของลําดับท่ี 1 1
2

n

na  = − 
 

 เปน 1−  นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา 
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อนุกรม 

 

 
กิจกรรม : ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอนนักเรียนเก่ียวกับท่ีมาของสูตรท่ีใชในการหาผลบวก n  พจนแรก

ของอนุกรมเลขคณิต  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

แนวทางการดําเนินกิจกรรมแบงเปน 3 สวน ดังนี ้

สวนท่ี 1 การแนะนํากลวิธี 

1. ครูกระตุนความสนใจของนักเรียนโดยถามนักเรียนวา 1 2 3 10+ + + +  มีคาเทาใด 

และหาไดอยางไร 

2. ครูอธิบายวิธีการพิสูจนแบบใชรูปภาพเปนหลัก (Proof without word) ในการหาคาของ 
1 2 3 10+ + + +   

2.1 ครูแทนจํานวน 1, 2, 3, , 9  และ 10 ดวยวงกลมสีดําจํานวน 1, 2, 3, , 9  และ 

10 รูป ตามลําดับ เรียงตอกันในแนวเสนตรง ดังนี้  

1 แทนดวย  เรียกวา รูปแทน 1 

2 แทนดวย   เรียกวา รูปแทน 2 

3 แทนดวย    เรียกวา รูปแทน 3 

4 แทนดวย     เรียกวา รูปแทน 4 

5 แทนดวย      เรียกวา รูปแทน 5 

6 แทนดวย       เรียกวา รูปแทน 6 

7 แทนดวย        เรียกวา รูปแทน 7 

8 แทนดวย         เรียกวา รูปแทน 8 

9 แทนดวย          เรียกวา รูปแทน 9 

10 แทนดวย           เรียกวา รูปแทน 10  
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2.2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาจะหาคาของ  1 2 3 10+ + + +  โดยใชรูปแทน 

1, 2, 3, , 9  และ 10 ท่ีไดในขอ 2.1 ไดอยางไร 

แนวคําตอบ 

นักเรียนอาจตอบไดหลายแบบ แตครูตองชี้แนะวาจะหาคําตอบโดยนํารูป

แทน 1, 2, 3, , 9  และ 10 มาวางตอกันดังนี ้

แถวท่ี 1  (รูปแทน 1) 

แถวท่ี 2   (รูปแทน 2) 

แถวท่ี 3    (รูปแทน 3) 

แถวท่ี 4     (รูปแทน 4) 

แถวท่ี 5      (รูปแทน 5) 

แถวท่ี 6       (รูปแทน 6) 

แถวท่ี 7        (รูปแทน 7) 

แถวท่ี 8         (รูปแทน 8) 

แถวท่ี 9          (รูปแทน 9) 

แถวท่ี 10           (รูปแทน 10) 

รูปท่ี 1 

จะไดวา  

• แถวท่ี l  จะมีวงกลมจํานวน l  รูป เม่ือ { }1, 2, 3, , 10l∈   

• คาของ 1 2 3 10+ + + +  เทากับ จํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

2.3 ครูจําลองรูปท่ี 1 โดยเปลี่ยนวงกลมสีดําเปนวงกลมสีขาว โดยเรียกวารูปท่ี 2 แลว

สอบถามความเขาใจของนักเรียนวาจํานวนวงกลมสีขาวในรูปท่ี 2 สัมพันธกับ

จํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 อยางไร  
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แนวคําตอบ 

แถวท่ี 1  
แถวท่ี 2   
แถวท่ี 3    
แถวท่ี 4     
แถวท่ี 5      
แถวท่ี 6       
แถวท่ี 7        
แถวท่ี 8         
แถวท่ี 9          
แถวท่ี 10           

รูปท่ี 2 

จะเห็นวา จํานวนวงกลมสีขาวในรูปท่ี 2 และจํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 มี

จํานวนเทากัน 

2.4 ครูหมุนรูปท่ี 2 ดวยมุม 180 องศา ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ไดดังนี ้

          แถวท่ี 10 

          แถวท่ี 9 

        แถวท่ี 8 

        แถวท่ี 7 

        แถวท่ี 6 

        แถวท่ี 5 

        แถวท่ี 4 

        แถวท่ี 3 

        แถวท่ี 2 

        แถวท่ี 1 

รูปท่ี 3 
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2.5 ครูนํารูปท่ี 1 และ 3 มาตอกัน โดยนําแถวท่ี 1 ในรูปท่ี 1 มาตอกับแถวท่ี 10 ในรูปท่ี 3 

ในแนวเสนตรงเดียวกัน โดยเรียกวารูปท่ี 4 แลวสอบถามความเขาใจของนักเรียน

วาในรูปท่ี 4 มีแถวใดหรือไม  

• ท่ีมีวงกลมซอนทับกัน 

• ท่ีมีวงกลมไมเรียงตอกันในแนวเสนตรง 

แนวคําตอบ 

แถวท่ี 1            
 

แถวท่ี 2            
 

แถวท่ี 3            
 

แถวท่ี 4             

แถวท่ี 5            
 

แถวท่ี 6            
 

แถวท่ี 7            
 

แถวท่ี 8            
 

แถวท่ี 9            
 

แถวท่ี 10             

รูปท่ี 4 

จะไดวา 

• ไมมีแถวใดท่ีมีวงกลมซอนทับกัน 

• ไมมีแถวใดท่ีมีวงกลมไมเรียงตอกันในแนวเสนตรง 

หมายเหตุ    

ครูควรสรุปวาการตอรูปตามท่ีกําหนดให ทําใหไดรูปท่ีตอกันสนิทพอดี ไมมีแถว

ใดท่ีมีวงกลมซอนทับกัน และไมมีแถวใดท่ีวงกลมไมเรียงตอกันในแนวเสนตรง 
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2.6 ครูกระตุนใหนักเรียนพิจารณาวามีวิธีใดบางท่ีสามารถหาจํานวนวงกลมท้ังหมดใน

รูปท่ี 4 ได 

แนวคําตอบ 

(1) พิจารณาจํานวนวงกลมสีดําและสีขาวในแตละแถวในรูปท่ี 4 ดังนั้นจํานวน

วงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 เทากับผลบวกของจํานวนวงกลมสีดําและสีขาวใน

แตละแถวในรูปท่ี 4 

(2) เนื่องจากจํานวนวงกลมสีขาวในรูปท่ี 3 เทากับจํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

และจํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 เทากับผลบวกของจํานวนวงกลมสีดํา

และสีขาว ดังนั้น จํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 เทากับ 2 เทาของจํานวน

วงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

หมายเหตุ   ครคูวรกระตุนใหนักเรียนไดคําตอบท้ังในขอ (1) และ (2) 

2.7 จากแนวคําตอบ 2.6 (1) ครูใหนักเรียนพิจารณาหาจํานวนวงกลมสีดําและสีขาวใน

แตละแถวในรูปท่ี 4 

แนวคําตอบ 

จํานวนวงกลมท้ังหมดในแถวท่ี l  หาไดจากจํานวนวงกลมสีดํา (ซ่ึงมาจาก

แถวท่ี l  ในรูปท่ี 1) รวมกับจาํนวนวงกลมสีขาว (ซ่ึงมาจากแถวท่ี ( )10 1l− −  ใน

รูปท่ี 3) เม่ือ { }1, 2, 3, , 10l∈   เชน จํานวนวงกลมท้ังหมดในแถวท่ี 1 หาไดจาก

จํานวนวงกลมสีดํา (ซ่ึงมาจากแถวท่ี 1 ในรูปท่ี 1) รวมกับจํานวนวงกลมสีขาว (ซ่ึง

มาจากแถวท่ี ( )10 1 1− −  ในรูปท่ี 3) ไดเปน ( )( )1 10 1 1 1 10 11+ − − = + =  รูป 

2.8 จากขอ 2.7 ครูใหนักเรียนหาจํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4  

แนวคําตอบ 

 จํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 ( ) ( ) ( ) ( )1 10 2 9 3 8 10 1= + + + + + + + +   

    11 11 11 11= + + + +   

    10 11= ×  

     ( )10 10 1= +  รูป 
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2.9 จากแนวคําตอบ 2.6 (2) และขอ 2.8 ครูใหนักเรียนหาจํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

แนวคําตอบ 

 จํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 เทากับ ( )10 10 1
2
+

 รูป 

3. จากขอ 2 ครูสรุปวา ( )10 10 1
1 2 3 10

2
+

+ + + + =  

สวนท่ี 2 การลงมือใชกลวิธี 

1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ 

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมใชวิธีในสวนท่ี 1 ขอ 2 แตละกลุมหา  

• 1 2 3 18 19 20+ + + + + +   

• 1 2 3 24 25 26+ + + + + +  

• 1 2 3 37 38 39+ + + + + +  

• 1 2 3 48 49 50+ + + + + +  

• 1 2 3 60 61 62+ + + + + +  

แนวคําตอบ 

 เม่ือใชวิธีในสวนท่ี 1 ขอ 2 แลว จะไดวาคําตอบของแตละขอเปนดังนี ้

• ( )20 20 1
1 2 3 18 19 20 210

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )26 26 1
1 2 3 24 25 26 351

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )39 39 1
1 2 3 37 38 39 780

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )50 50 1
1 2 3 48 49 50 1,275

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )62 62 1
1 2 3 60 61 62 1,953

2
+

+ + + + + + = =  

3. ครูใหนักเรียนพิจารณาวาคา 1 2 3 n+ + + +  เปนเทาใด 

4. ครูใหนักเรียนดูคลิปวีดิทัศนในเว็บไซต ipst.me/11561  

5. ครูสรุปวา ( )1
1 2 3

2
n n

n
+

+ + + + =  

http://ipst.me/11561
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สวนท่ี 3 การหาขอสรุปในกรณีของลําดับเลขคณิต 

1. ครูกําหนดให 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 1a  และผลตางรวม 

คือ d  แลวใหนักเรียนเขียน 2 3,a a  และ na  ในรูป 1a  และ d  

แนวคําตอบ 

( )

2 1

3 2

1

2
1n

a a d
a a d
a a n d

= +
= +

= + −

  

2. จากขอ 1 ครูใหนักเรียนหาคาของ 1 2 3 na a a a+ + + +  หรือหาคาของผลบวก n 

พจนแรกท่ีไดจากลําดับเลขคณิต 1 2 3, , , , na a a a   ในรูปของ 1,n a  และ na  

แนวคําตอบ  

1 2 3 na a a a+ + + +  = ( ) ( ) ( )( )1 1 1 12 1a a d a d a n d+ + + + + + + −        

                                   
                                                              n  พจน 

   = ( )( )1 2 3 1na d d d n d+ + + + + −   (*) 

   = ( )( )1 1 2 3 1na n d+ + + + + −  (**) 

   = ( )
1

1
2

n n
na d

−
+  (***) 

   = ( )( )12 1
2
n a n d+ −   

   = ( )( )( )1 1 1
2
n a a n d+ + −  

   = ( )12 n
n a a+  

หมายเหตุ   

• การเขียนบรรทัดท่ี (*) ใหอยูในรูปตามบรรทัดท่ี (**)  ครูอาจแนะนําใหนักเรียน

ใชสมบัติการแจกแจง ซ่ึงจะเห็นวาบรรทัดท่ี (*) มีตัวคูณรวม คือ d 

• การเขียนบรรทัดท่ี (**) ใหอยูในรูปตามบรรทัดท่ี (***) ครูอาจแนะนําให

นักเรียนใช ( )1
1 2 3

2
n n

n
+

+ + + + =  ซ่ึงไดจากสวนท่ี 2  
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3. จากขอ 2 ครูอธิบายวาจะแทน 1 2 3 na a a a+ + + +  ดวยสัญลักษณ nS  จึงสรุปไดวา  

• nS  ในรูป 1,n a  และ na  เขียนไดเปน  ( )12n n
nS a a= +  

• nS  ในรูป 1,n a  และ d  เขียนไดเปน ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −    

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต โดยใช 
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

 เม่ือ 1r ≠  นั้น 

อาจจัดรูปใหมไดเปน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r
−

=
−

 

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชเครื่องคํานวณชวยในการคํานวณเก่ียวกับอนุกรม 

 

 
กิจกรรม : อนุกรมอนันตและผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมอนันต 

จุดมุงหมายของกิจกรรม   

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง อนุกรมอนันตและผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมอนันต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูแจกกระดาษขนาด A4 ใหนักเรียนแตละคน จากนั้นครูกําหนดใหพ้ืนท่ีท้ังหมดของ

กระดาษ เปน 1 ตารางหนวย 

2. ครูใหนักเรียนพับครึ่งตามรูปแลวตัดกระดาษตามรอยพับออกเปน 2 สวน  

 
                       สวนท่ี 1      สวนท่ี 2  
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3.  ครูใหนักเรียนหาพ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนท่ีไดจากการตัด และเขียนคําตอบท่ีไดลง

ในกระดาษสวนท่ี 2 แลวนํากระดาษสวนนี้ใสไวในกลอง 

 

                          สวนท่ี 1      สวนท่ี 2 

4. นํากระดาษสวนท่ี 1 มาทําซํ้าตามข้ันตอนในขอท่ี 2 และ 3 อีก 4 ครั้ง 

 หมายเหตุ   กระดาษท่ีไดจากการตัดกระดาษครั้งท่ี 2, 3, 4 และ 5 ท่ีตองนําไปใสไวใน

กลอง มีพ้ืนท่ี 1 1 1, ,
4 8 16

 และ 1
32

 ตารางหนวย ตามลําดับ 

5. ครูใหนักเรียนหาวาพ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n  

เทากับเทาใด 

 แนวคําตอบ 

1
2n  ตารางหนวย 

หมายเหตุ   ครูอาจชี้แนะใหนักเรียนพิจารณาจากพ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสใน

กลองหลังจากการตัดครั้งท่ี 1, 2, 3, 4 และ 5 ซ่ึงนักเรียนจะเห็นวา 

หลังจากการตัดครั้งท่ี 
พ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสกลอง 

(ตารางหนวย) 

1 1

1 1
2 2
=  

2 2

1 1
4 2
=  

3 3

1 1
8 2
=  

4 4

1 1
16 2

=  

5 5

1 1
32 2

=  
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6. ครูใหนักเรียนพิจารณาวา ถาการตัดกระดาษในรูปแบบนี้สามารถดําเนินการตอไปได

เรื่อย ๆ แลวใหนักเรียนเขียนแสดงพ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสในกลองหลังจาก

การตัด โดยเรียงตามลําดับการตัด  

แนวคําตอบ 

1 1 1 1 1 1, , , , , , ,
2 4 8 16 32 2n    

หมายเหตุ   ในการตอบคําถามขอนี้ ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเขียนพจนท่ี n  กํากับไว

เสมอ เนื่องจากมีบางลําดับท่ีมีพจนแรก ๆ เหมือนกัน แตมีพจนท่ัวไปแตกตางกัน 

7. ครูสรุปวา คําตอบท่ีไดในขอ 6 เปนลําดับอนันต 

8. ครูใหนักเรียนเติมขอมูลลงในตารางตอไปนี้ใหสมบูรณ  

หลังจากการตัดครั้งท่ี 
พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลอง 

(ตารางหนวย) 

1  
2  
3  
4  
5  

 แนวคําตอบ 

หลังจากการตัดครั้งท่ี 
พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลอง 

(ตารางหนวย) 

1 1
2

 

2 1 1 3
2 4 4
+ =  

3 1 1 1 7
2 4 8 8
+ + =  

4 1 1 1 1 15
2 4 8 16 16
+ + + =  

5 1 1 1 1 1 31
2 4 8 16 32 32
+ + + + =  
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9. ครูใหนักเรียนหาพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n   

 แนวคําตอบ 

พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n   เทากับ 

 1 1 1 1 1 1 2 1 11
2 4 8 16 32 2 2 2

n

n n n

−
+ + + + + + = = −  ตารางหนวย 

หมายเหตุ   ในการหาคําตอบของขอนี้ ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนเขียนพ้ืนท่ีรวมของ

กระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n  ใหอยูในรูป 2 1
2

n

n

−   ได โดยอาจพิจารณา

จากแบบรูปของพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองท่ีไดในขอ 8 หรือความรูอ่ืนกอนหนานี้ 

สําหรับ 11
2n−  มาจากการพิจารณาพ้ืนท่ีกระดาษท้ังหมดลบดวยพ้ืนท่ีกระดาษ

สวนท่ี 1 หลังจากการตัดครั้งท่ี n   

10. จากขอ 9 ครูใหนักเรียนพิจารณาหาพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองเม่ือสามารถ

ดําเนินการตัดกระดาษตามรูปแบบขางตนตอไปเรื่อย ๆ ได โดยเขียนในรูปผลบวก 

 แนวคําตอบ 

  1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2n+ + + + + + +  

11. ครูสรุปวา  

• คําตอบท่ีไดในขอ 10 ซ่ึงคือ 1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2n+ + + + + + +  เรียกวา อนุกรม

อนันต  

• คําตอบท่ีไดในขอ 9  ซ่ึงคือพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้ง

ท่ี n   เรียกวา ผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมอนันต แทนดวยสัญลักษณ 

nS  นั่นคือ 

1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2n nS = + + + + + +  
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• คําตอบท่ีไดในขอ 8 จะไดวา พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัด

ครั้งท่ี 1 คือ 1S  ซ่ึงเทากับ 1
2

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา 

2

3

4

5

1 1
2 4
1 1 1
2 4 8
1 1 1 1
2 4 8 16
1 1 1 1 1
2 4 8 16 32

S

S

S

S

= +

= + +

= + + +

= + + + +

 

12. ครูอธิบายสรุปเก่ียวกับอนุกรมอนันตและบทนิยาม 6 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 การพิจารณาวา

อนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก จะทําไดจากการพิจารณาลําดับของ

ผลบวกยอยของอนุกรม เชน การพิจารณาอนุกรม 11 1 1 1n−+ + + + +    ทําไดดังนี ้

จากสูตร  ( )12n n
nS a a= +  

จะได  ( )1 1
2n
nS n= + =   

นั่นคือ  lim limnn n
S n

→∞ →∞
=  

จากทฤษฎีบท 1 จะได  lim
n

n
→∞

 ไมมีคา 

ดังนั้น อนุกรม 11 1 1 1n−+ + + + +    เปนอนุกรมลูออก 
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ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนอาจเขาใจผิดวา “ทุกอนุกรมอนันตท่ีเปนอนุกรมเลขคณิตเปนอนุกรมลูออก” ท้ังนี้ 

ครูควรยกตัวอยางอนุกรมอนันตท่ีเปนอนุกรมเลขคณิต แตเปนอนุกรมลูเขา เชน อนุกรม

เลขคณิตท่ีมี 1 0, 0a d= =  จะไดวา 0nS =  ดังนั้น lim 0nn
S

→∞
=  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

จากแบบฝกหัด 1.3.3 ขอ 1  

• ในการสรุปวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเลขคณิตหรืออนุกรมเรขาคณิตนั้น ครู

ควรเนนย้ําใหนักเรียนตรวจสอบวาพจนท่ี n  ในอนุกรมท่ีกําหนดให เปนพจนท่ี n  

ของอนุกรมเลขคณิตหรืออนุกรมเรขาคณิตจริง เชน จากขอ 4) จะไดวาเปนอนุกรม

เลขคณิตท่ีมี 1 2a =  และ 3d = −  จะเห็นวาพจนท่ี n  ของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 

( )( )2 1 3 5 3n n+ − − = −  ซ่ึงเทากับพจนท่ี n  ในอนุกรมท่ีโจทยกําหนด  

• ในการหาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมท่ีกําหนดให ครูอาจใหนักเรียน

เปรียบเทียบ 1 2,S S  และ 3S  ท่ีหาไดจากผลบวก 1, 2 และ 3 พจนแรกของอนุกรมท่ี

กําหนด กับท่ีหาไดจากสูตรการหาผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรม   

 
 
  



     
     
     

 บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม   
 

38 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

สัญลักษณแสดงการบวก 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูอาจแนะนําสัญลักษณ  ∑  ไปพรอมกับการสอน เรื่อง อนุกรมอนันต ไดเลย หากพิจารณา

แลววาสอดคลองกับแนวทางการจัดการเรียนรูท่ีปฏิบัติอยู 

• การเขียนแสดงการบวกดวยสัญลักษณ  ∑  อาจเขียนไดหลายรูปแบบ โดยดัชนีไมจําเปน 

ตองเริ่มจาก 1 เชน ในตัวอยางท่ี 51 นอกจากเขียนแสดง 2 3 4 52 4 6 8 10x x x x x+ + + +  

ไ ด เ ป น  
5

1
2 i

i
ix

=
∑  แล ว  อ า จ เ ขี ยน ได เ ป น แ บบ อ่ืน ท่ี ดั ช นี ไ ม เ ริ่ ม จ า ก  1 เ ช น 

( )
6

1

2
2 1 i

i
i x −

=

−∑  หรือ ( )
7

2

3
2 2 i

i
i x −

=

−∑  

• การจัดรูป 
( )( )

4
4 3 4 1i i− +

 ในตัวอยางท่ี 60 ทําไดดังนี ้

 ให  
( )( )

4
4 3 4 1 4 3 4 1

A B
i i i i

= +
− + − +

  นั่นคือ   ( ) ( )4 4 1 4 3A i B i= + + −  

 เม่ือ  3
4

i =   จะได  1A =   

 เม่ือ  1
4

i = −   จะได  1B = −  

 ดังนั้น  
( )( )

4 1 1
4 3 4 1 4 3 4 1i i i i

= −
− + − +

 

เรียกการจัดรูปโดยวิธีนี้วาการแยกเศษสวนยอย (Partial fraction decomposition)  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

การหาผลบวก n  พจนแรก และผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรมท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 

1.4 ขอ 8  นั้น นักเรียนอาจจัดรูปอนุกรมท่ีกําหนดใหในทํานองเดียวกับตัวอยางท่ี 60  
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การประยุกตของลําดับและอนุกรม 

 

 
กิจกรรม : ออมกอนรวยกวา 

จุดมุงหมายของกิจกรรม  

กิจกรรมนี้ ใช เพ่ือใหนักเรียนฝกแกปญหาเก่ียวกับเงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  ใน

สถานการณท่ีกําหนดให โดยใชความรูเก่ียวกับผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูอานสถานการณตอไปนี้ 

วิภาวีฝากเงิน 10,000 บาท เปนประจําทุกวันท่ี 1 ตุลาคม โดยเริ่มฝากครั้งแรก

เม่ือวันท่ี 1 ตุลาคม 2550 และธนาคารคิดดอกเบี้ยแบบทบตนรอยละ 2 ในวันท่ี 

30 กันยายน ของทุกป 

2. จากสถานการณในขอ 1 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 วิภาวีจะ

มีเงินตนรวมจากการฝากเงินท้ังหมดเทาใด 

 แนวคําตอบ 

เนื่องจาก วิภาวีเริ่มฝากเงินในวันท่ี 1 ตุลาคม 2550 และฝากเปนประจําทุกปใน 

วันท่ี 1 ตุลาคม จนกระท่ังถึงวันท่ี 30 กันยายน 2580 

นั่นคือ วิภาวีฝากเงินงวดสุดทายในวันท่ี 1 ตุลาคม 2579 

จะไดวา วิภาวีจะตองฝากเงินท้ังหมด 30 งวด  

ดังนั้น จํานวนเงินตนรวมของวิภาวี คือ 30 10,000 300,000× =  บาท 
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3. ครูใหนักเรียนอานสถานการณตอไปนี ้

วิภาวรรณเปนนองสาวฝาแฝดของวิภาวี วางแผนจะเริ่มฝากเงินจํานวนหนึ่งในวันท่ี  

1 ตุลาคม 2565 และจะฝากเงินจํานวนดังกลาวเปนประจําทุกป ในวันท่ี 1 ตุลาคม 

โดยธนาคารจะคิดดอกเบี้ยแบบทบตนรอยละ 2 ในวันท่ี 30 กันยายน ของทุกป  

4. จากสถานการณในขอ 3 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาวิภาวรรณตองฝากเงินปละเทาใด จึง

จะมีเงินตนรวม ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 เทากับเงินตนรวมของวิภาวีท่ีไดในขอ 2 

 แนวคําตอบ  

เนื่องจาก วิภาวรรณเริ่มฝากเงินในวันท่ี 1 ตุลาคม 2565 และฝากเปนประจําทุกป 

ในวันท่ี 1 ตุลาคม จนกระท่ังถึงวันท่ี 30 กันยายน 2580 

นั่นคือ วิภาวีฝากเงินงวดสุดทายในวันท่ี 1 ตุลาคม 2579 

จะไดวา วิภาวีจะตองฝากเงินท้ังหมด 15 งวด 

เนื่องจาก จํานวนเงินตนรวมของวิภาวี คือ 300,000 บาท 

ดังนั้น วิภาวรรณตองฝากเงินปละ 300,000 15 20,000÷ =  บาท 

5. จากขอ 1 – 4 ครูใหนักเรียนคาดการณวา ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 วิภาวีหรือวิภาวรรณ

จะมีเงินรวมมากกวา 

 แนวคําตอบ 

ในขอนี้นักเรียนอาจยังไมไดคําตอบท่ีถูกตอง แตครูควรสงเสริมใหนักเรียนให

เหตุผลประกอบคําตอบ เชน 

• วิภาวรรณจะมีเงินรวมมากกวา เนื่องจาก ในแตละปท่ีวิภาวรรณฝากเงินมากกวา

วิภาวี 2 เทา  

• วิภาวีจะมีเงินรวมมากกวา เนื่องจาก วิภาวีฝากเงินนานกวาและเปนการคิดดอกเบี้ย

แบบทบตน 

• ท้ังสองคนมีเงินรวมเทากัน เนื่องจากท้ังสองคนมีเงินตนเทากัน และธนาคารให

ดอกเบี้ยเทากัน 
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6. จากขอ 1 และ 2 ครูใหนักเรียนหาเงินรวมของวิภาว ีณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

6.1 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินของวิภาว ี

 แนวคําตอบ 

 
6.2 จากขอ 6.1 จงเขียนอนุกรมแสดงเงินรวมของวิภาวี ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

พรอมท้ังระบุพจนท่ี 1 และอัตราสวนรวมของอนุกรมท่ีได 

 แนวคําตอบ 

อนุกรมแสดงเงินรวมท้ังหมดของวิภาวี ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 คือ 

( ) ( ) ( )2 3010000 1.02 10000 1.02 10000 1.02+ + +   

โดยอนุกรมนี้มีพจนท่ี 1 คือ ( )10,000 1.02  และอัตราสวนรวม คือ 1.02 

6.3 จากขอ 6.2 จงหาเงินรวมโดยประมาณของวิภาวี ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 โดย

ใชความรูเก่ียวกับผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

 แนวคําตอบ 

จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

  

จะได  
( )( ) ( )( )30

30

10,000 1.02 1 1.02
413,794.41

1 1.02
S

−
= ≈

−
  

ดังนั้น เงินรวมของวิภาวี ณ วนัท่ี 30 กันยายน 2580 คือ ประมาณ 

413,794.41 บาท 
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7. จากขอ 3 และ 4 ครูใหนักเรียนหาเงินรวมของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

7.1 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินของวิภาวรรณ 

 แนวคําตอบ 

 
7.2 จากขอ 7.1 จงเขียนอนุกรมแสดงเงินรวมของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

พรอมท้ังระบุพจนท่ี 1 และอัตราสวนรวมของอนุกรมท่ีได 

 แนวคําตอบ 

อนุกรมแสดงเงินรวมท้ังหมดของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 คือ 

( ) ( ) ( )2 1520000 1.02 20000 1.02 20000 1.02+ + +   

โดยอนุกรมนี้มีพจนท่ี 1 คือ ( )20,000 1.02  และอัตราสวนรวม คือ 1.02 

7.3 จากขอ 7.2 จงหาเงินรวมโดยประมาณของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

โดยใชความรูเก่ียวกับผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

 แนวคําตอบ 

จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

  

จะได  
( )( ) ( )( )15

15

20,000 1.02 1 1.02
352,785.71

1 1.02
S

−
= ≈

−
  

ดังนั้น เงินรวมของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 คือ ประมาณ  

352,785.71 บาท 
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8. จากขอ 6 และ 7 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา วิภาวีหรือวิภาวรรณจะมีเงินมากกวากัน ณ 

วันท่ี 30 กันยายน 2580  

 แนวคําตอบ 

  วิภาวีจะมีเงินมากกวา 

9. จากขอ 6, 7 และ 8 ครูสรุปวาถึงแมวาวิภาวีและวิภาวรรณมีเงินตนเทากัน และธนาคาร

ใหดอกเบี้ยเทากัน แตเนื่องจากการใหดอกเบี้ยของธนาคารเปนแบบทบตน และวิภาวี

เริ่มตนฝากเงินในธนาคารกอนวิภาวรรณ (วิภาวีฝากเงินในธนาคารนานกวาวิภาวรรณ) 

จะไดวาจํานวนครั้งท่ีธนาคารคิดดอกเบี้ยใหกับเงินฝากของวิภาวีมากกวาวิภาวรรณ จึง

สงผลใหวิภาวีไดดอกเบี้ยจากธนาคารมากกวาวิภาวรรณ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชเครื่องคํานวณชวยในการคํานวณเพ่ือแกปญหาเก่ียวกับ

การประยุกตของลําดับและอนุกรม ท้ังนี้ ครูควรเนนกระบวนการหาคําตอบของนักเรียน

มากกวาคําตอบสุดทาย ซ่ึงคําตอบสุดทายของนักเรียนอาจประมาณเปนจํานวนเต็มหนวย

ก็ได โดยคํานึงถึงความสมเหตุสมผลของคําตอบ 

• การประยุกตของลําดับและอนุกรมในบทนี้จะมีตัวอยางท่ีเก่ียวของกับการเงิน ซ่ึงครูไม

ควรละเลยการสอนเนื้อหาดังกลาว เนื่องจากเปนเนื้อหาท่ีสอดคลองกับชีวิตจริง  

ในหัวขอการประยุกตของลําดับและอนุกรม r  จะแทนอัตราดอกเบี้ยแบบทบตนตอปซ่ึง

แตกตางจาก r  ท่ีเปนอัตราสวนรวมท่ีกลาวถึงในหัวขอลําดับเรขาคณิตหรืออนุกรม

เรขาคณิต 

• ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนเขียนแผนภาพประกอบการแกปญหาเก่ียวกับมูลคาปจจุบัน 

มูลคาอนาคต และคางวด 
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• ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเห็นความสําคัญของการตรวจสอบเง่ือนไขใหถูกตองกอนนํา

สูตรมาใชเสมอ เชน ในการกลาวถึงดอกเบี้ยทบตน (ตามทฤษฎีบท 9) มูลคาปจจุบัน 

และมูลคาอนาคตนั้น อัตราดอกเบี้ย %i  จะเปนอัตราดอกเบี้ยตอป แตในการกลาวถึง

คางวดนั้น %i  จะเปนอัตราดอกเบี้ยตองวด 

• “เม่ือสิ้นปท่ี n ” ตามทฤษฎีบท 9 มีความหมายเชนเดียวกับ “ครบ n  ป” ตามทฤษฎีบท 10 

• การกลาวถึงการรับหรือจายคางวดในโจทยในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 

ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ตองมีขอมูลครบท้ัง 3 ประการ คือ รับหรือจายเทากันทุก

งวด รับหรือจายติดตอกันทุกงวด และรับหรือจายตอนตนงวดหรือสิ้นงวด 

• จากแผนภาพแสดงคางวดแตละงวดท่ีรับหรือจายตอนตนงวด จะไดวา “งวดท่ี” อยู

ระหวางตัวเลขท่ีอยูแถวบนสุดของแผนภาพ ดังรูป 
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และสําหรับแผนภาพแสดงคางวดแตละงวดท่ีรับหรือจายตอนสิ้นงวด จะไดวา “งวดท่ี” 

อยูระหวางตัวเลขท่ีอยูแถวบนสุดของแผนภาพเชนเดียวกัน ดังรูป 

 
• ตัวอยางสถานการณในชีวิตจริงท่ีเก่ียวกับคางวดท่ีจายหรือรับตอนตนงวด คือ การฝากเงิน

ในธนาคารแบบประจํา 24 เดือน และท่ีเก่ียวกับคางวดท่ีจายหรือหรือรับตอนสิ้นงวด 

คือ การผอนคาบาน อยางไรก็ตาม ครูไมควรยกตัวอยางการผอนคาบานใหนักเรียนหา

คําตอบ เนื่องจากบานมีราคาสูง และตองใชเวลาในการผอนหลายงวด จึงไมสะดวกใน

การเขียนแผนภาพและการหาคําตอบ 

• นักเรียนไมจําเปนตองจําสูตรการหาเงินรวมตอนตนงวดและสิ้นงวด เนื่องจากสามารถ

คํานวณหาเงินรวมตอนตนงวดและสิ้นงวดไดจากสูตรการหาผลบวกของอนุกรมเรขาคณิต 

• การหาคาประมาณของทศนิยมเพ่ือตอบคําถามของโจทยปญหาในหัวขอนี้ ตองพิจารณา

ความสอดคลองกับบริบทท่ีโจทยกําหนดดวย                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาคําตอบของแบบฝกหัด 1.5 ขอ 1  2) ซ่ึงตองมีการแกสมการ ( )1.04 3n =  นั้น 

อาจใชความรูเก่ียวกับสมบัติของลอการิทึมในการแกสมการเอกซโพเนนเชียล ซ่ึงทําได

ดังนี้ 

 จาก ( )1.04 n
 = 3 

 จะได n   = 1.04log 3    

  n   = log3
log1.04

  

  n   ≈   28.01 
 ดังนั้น จะตองฝากเงินครบ 29 ป จึงจะมีเงินเพ่ิมข้ึนอยางนอยสามเทาของเงินตน 

นอกจากนี้ นักเรียนอาจใชการหาคาประมาณของเลขยกกําลังท่ีมีเลขชี้กําลังเปนจํานวน

เต็มบวก ซ่ึงจะสังเกตไดวา ( )281.04 2.9987≈  และ ( )291.04 3.1187≈  แตเนื่องจาก 

n  แทนจํานวนปท่ีนอยท่ีสุดท่ีจะทําใหมีเงินเพ่ิมข้ึนเปนอยางนอยสามเทาของเงินตน 

ดังนั้น 29n =  จึงเปนคําตอบของโจทยปญหาขอนี ้

• การฝากเงินตามเง่ือนไขในแบบฝกหัด 1.5 ขอ 9 นั้น จะตองพิจารณาเงินท่ีฝากเม่ือสิ้น

ไตรมาสท่ี 4 ของปท่ี 4 ดวย 

• การหาพจนท่ีขาดหายไปของลําดับเลขคณิตหรือลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดใหใน

แบบฝกหัดทายบท ขอ 16 ตองตรวจสอบท้ังลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

เนื่องจากบางลําดับเปนท้ังลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 
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1.3 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด การให

นักเรียนทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของ

นักเรียน  ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอ

แบบฝกหัดท่ีครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม  

ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

การหาพจนในลําดับจากพจนท่ัวไปท่ีกําหนด 1.1.1 ขอ 1 – 3   

การหาพจนในลําดับเลขคณิตและพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต 1.1.2 ขอ 1 – 14 

 

การประยุกตของลําดับเลขคณิต 1.1.2 ขอ 15 – 16 

การหาพจนในลําดับเรขาคณิตและพจนท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต 1.1.3 ขอ 1 – 12  

การประยุกตของลําดับเรขาคณิต 1.1.3 ขอ 13 – 14  

การหาพจนในลําดับฮารมอนิกและการประยุกตของลําดับฮารมอนิก 1.1.4 ขอ 1 – 3  

การใชกราฟเพ่ือตรวจสอบการเปนลําดับลูเขา ลําดับลูออก และ

หาลิมิตของลําดับลูเขา 

1.2 ขอ 1 

การใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตของลําดับเพ่ือตรวจสอบการเปน

ลําดับลูเขา ลําดับลูออก และหาลิมิตของลําดับลูเขา 

1.2 ขอ 2 

การประยุกตของลิมิตของลําดับอนันต 1.2 ขอ 3 – 4  

การหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 1.3.1 ขอ 1 – 4 
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เนื้อหา แบบฝกหัด 

การประยุกตของอนุกรมเลขคณิต 1.3.1 ขอ 5 – 10  

การหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 1.3.2 ขอ 1 – 3  

การประยุกตของอนุกรมเรขาคณิต 1.3.2 ขอ 4 – 10  

การหาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม 1.3.3 ขอ 1 

การหาผลบวกของอนุกรม 1.3.3 ขอ 2 – 3  

การประยุกตของอนุกรมอนันต 1.3.3 ขอ 4 – 9  

การเขียนสัญลักษณแสดงการบวกและการหาผลบวกของอนุกรม

ท่ีเขียนอยูในรูปสัญลักษณแสดงการบวก 
1.4 ขอ 1 – 12  

การประยุกตของลําดับและอนุกรมเก่ียวกับดอกเบี้ยและมูลคา

ของเงิน 
1.5 ขอ 1 – 11  

 



      
   
   

   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 49 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

1.4 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 มีจุดมุงหมายวาเม่ือนักเรียน

ไดเรียนจบบทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

2. หาลิมิตของลําดับอนันตโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 

3. ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก 

4. หาผลบวก n   พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

5. หาผลบวกอนุกรมอนันต 

6. ระบุไดวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด

ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ

เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย ซ่ึงประกอบดวยโจทยฝกทักษะท่ีมีความนาสนใจและโจทย

ทาทาย  ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย

ของบทเพ่ือตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี ้

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 1 1) – 4) 

 2  

 3  

 4  

 5  

 9  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต (ตอ) 10  

 11  

 12  

 13  

 16 1) – 4) 

 18  

2. หาลิมิตของลําดับอนันตโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 21 1) – 16) 

 22  

3. ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก 20 1) – 6) 

 23  

4. หาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 24  

 25  

 26  

 27  

 31  

 32 1) – 3) 

 33  

 38 1) – 6) 

5. หาผลบวกอนุกรมอนันต 39 1) – 8) 

 40*  

 46 1) – 2) 

6. ระบุไดวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก 40*  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา 7  

 8 1) – 3) 

 14  

 15 1) – 2) 

 19  

 28 1) – 2) 

 29 1) – 6) 

 30  

 34  

 35 1) – 3) 

 36 1) – 4) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา (ตอ) 56  

 57  

 59  

 60  

ปญหาทาทาย 6  

 17  

 37 1) – 3) 

 45  

 46 3) 

 58  
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1.5  ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 

ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูท่ีจะกลาวถึงในคูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม คือ การพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับลําดับและอนุกรมท่ีกลาวถึงแต

ไมไดแสดงการพิสูจนไวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 

โดยจะแยงการนําเสนอเปน 2 สวน ไดแก 

สวนท่ี 1 ทฤษฎีบท บทนิยาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

โดยมีรายละเอียดในแตละสวนเปนดังนี้ 

สวนท่ี 1  ทฤษฎีบท บทนิยาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

• ทฤษฎีบท i (อสมการแบรนูลลี : Bernoulli’s Inequality) 

 สําหรับทุกจํานวนจริง x  ท่ี 1x > −  จะไดวา ( )1 1nx nx+ ≥ +  ทุกจํานวนเต็มบวก n   

• ทฤษฎีบท ii (สมบัติอารคิมีดิส : Archimedean Property) 

1.  สําหรับทุกจํานวนจริงบวก x  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี x n<  

2.  สําหรับทุกจํานวนจริงบวก x  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 1 x
n
<  

• ทฤษฎีบท iii 

ให a  และ b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ 

1.  a b b a− = −   

2.  a b a b+ ≤ +    (อสมการสามเหลี่ยม : Triangle Inequality)  

3.  a b a b− ≤ +  

4.  a b a b− ≤ −  

• บทนิยาม iv 

ให nx  เปนลําดับของจํานวนจริง จะกลาววาลําดับ nx  ลูเขาสูจํานวนจริง x  เขียนแทนดวย

สัญลักษณ lim nn
x x

→∞
=  ถาสําหรับทุก 0ε >  จะมีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง nx x ε− <  

สําหรับทุก n N≥  
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• บทนิยาม v 

ลําดับ nx  เปนลําดับท่ีมีขอบเขต (bounded) ถามี 0M >  ท่ี nx M≤  สําหรับทุก

จํานวนเต็มบวก n  

• บทแทรก vi 

ลําดับ nx  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต (unbounded)  เม่ือสําหรับทุก 0M >   

จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี nx M>   

• ทฤษฎีบท vii 

ทุกลําดับลูเขาเปนลําดับท่ีมีขอบเขต 

• บทแทรก viii 

ทุกลําดับท่ีไมมีขอบเขตเปนลําดับลูออก 

• ทฤษฎีบท ix 

ให A⊂   :f A→  เปนฟงกชันตอเนื่อง  ลําดับ nx  เปนลําดับบน A  และ x A∈   

ถา lim nn
x x

→∞
=  แลว ( ) ( ) ( )lim limn nn n

f x f x f x
→∞ →∞

= =  

• ทฤษฎีบท x (หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร : Principal of Mathematical Induction) 

ให ( )P n  แทนประโยคเปดท่ีมีเอกภพสัมพัทธคือจํานวนเต็มบวก สมมติวา 

1. ( )1P  เปนจริง 

2.  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก k  ถา ( )P k  เปนจริง แลว ( )1P k +  เปนจริงดวย 

จะสรุปไดวา ( )P n  เปนจริง สําหรบัทุกจํานวนเต็มบวก n  
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สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

• ทฤษฎีบท 1 

ให r  เปนจํานวนจริงบวก จะไดวา  

1.  1lim 0rn n→∞
=   

2.  lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา 

พิสูจน 

1. จะแสดงวา 1lim 0rn n→∞
=  เม่ือ r  เปนจํานวนจรงิบวก 

ให r  เปนจํานวนจรงิบวก และ 0ε >  

จะไดวา 
1

0rε >  

โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ท่ี 
11 r

N
ε<  

ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

1 1 10
r r

r n Nn
ε   − = ≤ <   

   
 

นั่นคือ 1lim 0rn n→∞
=  

2. จะแสดงวา lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา โดยแสดงวา ลําดับ rn  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต  

ให r  เปนจํานวนจรงิบวก และ 0M >  

จะไดวา 
1

0rM >  

โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 
1
rM n<  

r rn n M= >  

 จะไดวา ลําดับ rn  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

 ดังนั้น lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา 
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• ทฤษฎีบท 2 

ให r  เปนจํานวนจรงิบวก จะไดวา 

1.  ถา 1r <  แลว lim 0n

n
r

→∞
=  

2.  ถา 1r >  แลว lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา 

พิสูจน 

1. จะแสดงวา ถา 1r <  แลว lim 0n

n
r

→∞
=  

  ถา 0r =  จะไดวา lim lim 0 lim 0 0n n

n n n
r

→∞ →∞ →∞
= = =  

 ให r  เปนจํานวนจริงบวก ซ่ึง 0 1r< <  

 จะไดวา 1 1
r
>   หรือ 1 1 0

r
− >  

 จะมีจํานวนจริงบวก h  ซ่ึง  1 1h
r

= −  

 ดังนั้น  1
1

r
h

=
+

 

 จากอสมการแบรนูลลี จะไดวา ( )1 1nh nh+ ≥ +  ทุกจํานวนเต็มบวก n  

 ให 0ε >  

 เนื่องจาก 0h >  จะไดวา 0hε >  

 โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ท่ี 1 h
N

ε<  

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

1 1 1 10
1 1

n
nnr r

h nh nh Nh
ε − = = ≤ < ≤ < + + 

 

 นั่นคือ lim 0n

n
r

→∞
=  เม่ือ 0 1r< <  

2. จะแสดงวา ถา 1r >  แลว lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา โดยแสดงวา ลําดับ nr  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

 ให r  เปนจํานวนจริงบวก ซ่ึง 1r >  

 จะไดวา 1 0r − >  

 จะมีจํานวนจริงบวก a  ซ่ึง 1a r= −  

 ดังนั้น 1r a= +  
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จากอสมการแบรนูลลีจะไดวา ( )1 1n nr a na= + ≥ +  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

 ให 0M >  

 โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง MN
a

>  

 พิจารณา 1NNr r Na Na M= ≥ + > >  

 ดังนั้น ลําดับ nr  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

 โดยบทแทรก viii จะไดวา ลําดับ nr  เปนลําดับลูออก 

 นั่นคือ lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา 

• ทฤษฎีบท 3 

ให , ,n n na b t  เปนลําดับของจํานวนจริง ,A B  เปนจํานวนจริง และ c  เปนคาคงตัวท่ีเปน

จํานวนจริง โดยท่ี lim nn
a A

→∞
=  และ lim nn

b B
→∞

=  จะไดวา 

1.   ถา nt c=  ทุกจํานวนเต็มบวก n  แลว lim limnn n
t c c

→∞ →∞
= =  

2.  lim limn nn n
ca c a cA

→∞ →∞
= =  

3.  ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
+ = + = +  

4.  ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
− = − = −  

5.  ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅ = ⋅  

6.  ถา 0nb ≠ ทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0B ≠  แลว 
lim

lim
lim

nn n
n n nn

aa A
b b B

→∞

→∞
→∞

= =  

พิสูจน 

1. ให c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง n  เปนจํานวนเต็มบวก และ 0ε >  

 จาก nt c=  ทุกจํานวนเต็มบวก n  

 จะไดวา  0nt c c c ε− = − = <  

 นั่นคือ lim limnn n
t c c

→∞ →∞
= =  
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2. ให c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง และ 0ε >  

 เนื่องจาก 0c ≥  

 ดังนั้น 1 0c + >  

 จะไดวา 0
1c

ε
>

+
 

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง 
1na A

c
ε

− <
+

 ทุก n N≥  

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

1n nca cA c a A c
c
ε ε− = ⋅ − < ⋅ <
+

 

 นั่นคือ lim limn nn n
ca cA c a

→∞ →∞
= =  

3. ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง 
2na A ε

− <  ทุก 1n N≥  

 และจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2nb B ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา   ( ) ( ) ( ) ( )n n n na b A B a A b B+ − + = − + −  

  n na A b B≤ − + −  

  
2 2
ε ε

< +  

  ε=  

 นั่นคือ ( )lim lim limn n n nn n n
a b A B a b

→∞ →∞ →∞
+ = + = +  

4. ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง 
2na A ε

− <  ทุก 1n N≥  
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 และจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2nb B ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา        ( ) ( ) ( ) ( )n n n na b A B a A b B− − − = − − −  

  n na A b B≤ − + −  

  
2 2
ε ε

< +  

  ε=  

 นั่นคือ ( )lim lim limn n n nn n n
a b A B a b

→∞ →∞ →∞
− = − = −  

5. ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง ( )2 1na A
B
ε

− <
+

 ทุก 1n N≥  

 เนื่องจาก ลําดับ na  เปนลําดับลูเขา  

 โดยบทแทรก vii จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับท่ีมีขอบเขต 

 ดังนั้น จะมี 0M >  ซ่ึง na M<  ทุกจํานวนเต็มบวก n  

 เนื่องจาก lim nn
b B

→∞
=   

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2nb B

M
ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา                   ( )n n n n n na b AB a b a B a B AB− = + − + −  

 ( ) ( )n n n na b a B a B AB= − + −  

 n n n na b a B a B AB≤ − + −  
 n n na b B B a A= − + −  

 ( )2 2 1
M B

M B
ε ε

< ⋅ + ⋅
+

 

 ε<  

 นั่นคือ ( )lim lim limn n n nn n n
a b A B a b

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅ = ⋅  
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6. ให 0nb ≠  ทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0B ≠  

 ตองการแสดงวา 1 1lim
n nb B→∞

=  

 เนื่องจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง 

  nb B−  <   
2
B

 ทุก 1n N≥  

  nB b−  ≤   nB b−   <   
2
B

 ทุก 1n N≥  

  nb  >  
2
B

B −  ทุก 1n N≥  

  nb  >   
2
B

 ทุก 1n N≥  

  1

nb
 <   2

B
 ทุก 1n N≥  

 ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2

2n
B

b B
ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา                      1 1 n

n n

B b
b B b B

−
− =  

                         1 1
n

n
b B

b B
= ⋅ ⋅ −    

  

2
2 1

2
B

B B
ε

< ⋅ ⋅    

  ε=  

 ดังนั้น 1 1lim
n nb B→∞

=  

  

  



      
   
   

   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 61 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 จากบทพิสูจนกอนหนา จะไดวา 

   ( )1 1 1lim lim lim limn
n nn n n nn n n

a Aa a A
b b b B B→∞ →∞ →∞ →∞

   
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =   

   
 

นั่นคือ 
lim

lim
lim

nn n
n n nn

aa A
b B b

→∞

→∞
→∞

= =  เม่ือ 0B ≠  

• ทฤษฎีบท 4 

ให na  เปนลําดับซ่ึง 0na ≠  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  ถา 1lim 0
n na→∞

=  แลว  

ลําดับ na  เปนลําดับลูออก 

พิสูจน 

จะแสดงวา ถา 1lim 0
n na→∞

=  แลว ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

โดยแสดงวา ลําดับ na  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

ให na  เปนลําดับซ่ึง 0na ≠  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0M >  

เนื่องจาก 1lim 0
n na→∞

=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง 

     1 10
na M
− <           สําหรับ n N≥  

  ดังนั้น        1 1

Na M
<  

          Na M>  

นั่นคือ ลําดับ na  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

โดยบทแทรก viii จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก 
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• ทฤษฎีบท 5 

ให na  เปนลําดับของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย L  เปนจํานวนจริง และ m  เปน 

จํานวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับสอง จะไดวา ถา lim nn
a L

→∞
=  แลว lim lim mm mn nn n

a a L
→∞ →∞

= =  

พิสูจน 

ให m  เปนจํานวนเต็ม ท่ี 2m ≥  และ { }: 0mf
+ ∪ →   โดยท่ี ( ) m

mf x x=   

สําหรับ { }0x +∈ ∪  

จะเห็นวา mf  มีความตอเนื่องบน { }0+ ∪  

สมมติให lim nn
a L

→∞
=  

เนื่องจาก mf  ตอเนื่องบน { }0+ ∪  ลําดับ na  เปนลําดับบน  และ { }0L +∈ ∪  

โดยทฤษฎีบท ix จะไดวา ( ) ( ) ( )lim limm n m n mn n
f a f a f L

→∞ →∞
= =  

ดังนั้น lim lim mm mn nn n
a a L

→∞ →∞
= =  

หมายเหตุ  สําหรับจํานวนเต็ม m  ท่ี 2m ≥  ฟงกชัน { }: 0mf
+ ∪ →   นิยามโดย 

( ) m
mf x x=  สําหรับ { }0x +∈ ∪  จะมีความตอเนื่อง สามารถพิสูจนไดในแคลคูลัส 

• ทฤษฎีบท 6 

กําหนดใหอนุกรมเรขาคณิตมี 1a  เปนพจนแรก และ r  เปนอัตราสวนรวม 

1.  ถา 1r <  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรมนี้เทากับ 1

1
a

r−
 

2.  ถา 1r ≥  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

พิสูจน 

1.  จะแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และลูเขาสูคา 1

1
a

r−
 เม่ือ 1r <   

 สมมติให 1r <  

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก  

  

{ }0+ ∪
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 พิจารณาผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ จะไดวา 

                              nS  = 
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

 เนื่องจาก 1r <  โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim 0n

n
r

→∞
=   

 ดังนั้น ( )lim 1 lim 1 lim 1n n

n n n
r r

→∞ →∞ →∞
− = − =  

 ฉะนั้น 
( ) ( )1 1 1
1

lim lim lim 1
1 1 1

n
n

nn n n

a r a aS r
r r r→∞ →∞ →∞

−
= = ⋅ − =

− − −
 

 นั่นคือ อนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และลูเขาสูคา 1

1
a

r−
 เม่ือ 1r <  

2. จะแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูออก เม่ือ 1r ≥  โดยการพิสูจน 

 หาขอขัดแยง 

 ให 1r ≥   

 สมมติวาอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา 

 ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยเปนลําดับลูเขา 

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 จะแยกพิจารณา r  เปน 2 กรณี ดังนี้ 

 กรณี 1 1r =  

 จาก 1r =  จะไดวา 1
1 1

1 1

n

n n

a r a
∞ ∞

−

= =

=∑ ∑  

 และมีลําดับของผลบวกยอย คือ 1 1 1 1,2 ,3 , , ,a a a na    

 เนื่องจาก 1lim
n

na
→∞

 ไมมีคา 

 ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยเปนลําดับลูออก  

 จะไดวา 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูออก ซ่ึงขัดแยงกับท่ีกําหนด 
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 กรณี 2 1r ≥  โดยท่ี 1r ≠  

  พิจารณาผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ จะไดวา 

                              nS   = 
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

จากอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา 

ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยเปนลําดับลูเขา 

นั่นคือ จะมีจํานวนจริง S  ท่ี lim nn
S S

→∞
=  

ดังนั้น       S  = lim nn
S

→∞

( )1 1
lim

1

n

n

a r

r→∞

−
=

−
( )1 lim 1

1
n

n

a r
r →∞

= ⋅ −
−

    ----- (*) 

จาก 1r ≥  โดยท่ี 1r ≠  จะแยกพิจารณาออกเปน 2 กรณียอย ดังนี้ 

กรณียอย 1 1r >  

พิจารณาเม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 

จาก 1r >  จะไดวา nr  จะมีคามากข้ึนและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น nr−  จะมีคาลดลงและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง  

จะไดวา 1 nr−  จะมีคาลดลงและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น ( )lim 1 n

n
r

→∞
−  ไมมีคา ซ่ึงขัดแยงกับ (*) 

กรณียอย 2 1r ≤  

พิจารณาเม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 

จาก 1r ≤  จะไดวา nr  จะมีคาแกวงกวัดและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น nr−  จะมีคาแกวงกวัดและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง  

จะไดวา 1 nr−  จะมีคาแกวงกวัดและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น ( )lim 1 n

n
r

→∞
−  ไมมีคา ซ่ึงขัดแยงกับ (*) 

จากท้ัง 2 กรณี สรุปไดวา อนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูออก เม่ือ 1r ≥  

หมายเหตุ  คําวา “มีคาแกวงกวัด” ในท่ีนี้หมายความวา มีคาเปนจํานวนจริงลบและ

จํานวนจริงบวกสลับกัน หรือจํานวนจริงบวกและจํานวนจริงลบสลับกัน 
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• ทฤษฎีบท 7 

ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

1. 
1

n

i

c nc
=

=∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

2. 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

3. ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

4. ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

พิสูจน 

1. ให ( )P n  แทน 
1

n

i

c nc
=

=∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก 
1

1

1
i

c c c
=

= = ⋅∑   

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
1

k

i

c kc
=

=∑  

 พิจารณา    
1

1

k

i

c
+

=
∑  

1

k

i

c c
=

= +∑  

  kc c= +  
  ( )1k c= + ⋅  

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
1

n

i

c nc
=

=∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 
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2. ให ( )P n  แทน 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก 
1 1

1
1 1

i i
i i

ca ca c a
= =

= = ⋅∑ ∑  

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
1 1

k k

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  

 พิจารณา 
1

1

k

i
i

ca
+

=
∑  1

1

k

i k
i

ca ca +
=

= +∑  

   1
1

k

i k
i

c a ca +
=

= +∑  

   1
1

k

i k
i

c a a +
=

 
= + 

 
∑  

   
1

1

k

i
i

c a
+

=

= ∑  

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

3. ให ( )P n  แทน ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )
1 1 1

1 1
1 1 1

i i i i
i i i

a b a b a b
= = =

+ = + = +∑ ∑ ∑   

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ ( )
1 1 1

k k k

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  
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 พิจารณา    ( )
1

1

k

i i
i

a b
+

=

+∑ ( ) ( )1 1
1

k

i i k k
i

a b a b+ +
=

= + + +∑  

     ( )1 1
1 1

k k

i i k k
i i

a b a b+ +
= =

 
= + + + 
 
∑ ∑  

     1 1
1 1

k k

i k i k
i i

a a b b+ +
= =

   
= + + +   
   
∑ ∑  

     
1 1

1 1

k k

i i
i i

a b
+ +

= =

= +∑ ∑  

ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  ทุก n  ท่ีเปน

จํานวนเต็มบวกใด ๆ 

4. ให ( )P n  แทน ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )
1 1 1

1 1
1 1 1

i i i i
i i i

a b a b a b
= = =

− = − = −∑ ∑ ∑   

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ ( )
1 1 1

k k k

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

 เนื่องจาก   ( )
1

1

k

i i
i

a b
+

=

−∑ ( ) ( )1 1
1

k

i i k k
i

a b a b+ +
=

= − + −∑  

     ( )1 1
1 1

k k

i i k k
i i

a b a b+ +
= =

 
= − + − 
 
∑ ∑  

     1 1
1 1

k k

i k i k
i i

a a b b+ +
= =

   
= + − +   
   
∑ ∑  

     
1 1

1 1

k k

i i
i i

a b
+ +

= =

= −∑ ∑  

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 
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 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  ทุก n  ท่ีเปน

จํานวนเต็มบวกใด ๆ 

• ทฤษฎีบท 8 

ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

1.  
( )

1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑   

2.  
( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑  

3.  ( ) 22
3

1 1

1
2

n n

i i

n n
i i

= =

  + 
= =   
   

∑ ∑  

พิสูจน 

1.  ให ( )P n  แทน 
( )

1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )1

1

1 1 1
1

2i

i
=

+
= =∑  

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
( )

1

1
2

k

i

k k
i

=

+
=∑  

 พิจารณา  
1

1

k

i

i
+

=
∑  ( )

1

1
k

i

i k
=

= + +∑  

   ( ) ( )1
1

2
k k
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+

= + +  

   ( )1 1
2
kk  = + + 

 
 

   ( )( )1 2
2
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=  

   
( ) ( )( )1 1 1
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=  



      
   
   

   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 69 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
( )

1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

2.  ให ( )P n  แทน 
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+ ⋅ +
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 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 
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3.  ให ( )P n  แทน ( ) 2
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1.6 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู 

ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จงหาพจนท่ี 20 ของลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนท่ี 3 และพจนท่ี 17 เปน 12 และ 40 ตามลําดับ  

2. จงหาอัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนท่ี 2 เปน  2
3

 และพจนท่ี 7 เปน 2
27

−   

3. จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว แตหารดวย 6 ไมลงตัว มีท้ังหมด 

ก่ีจํานวน  

4. จงหาวา ( )92−−   เปนพจนท่ีเทาใดของลําดับเรขาคณิตท่ีมี 2 6
14,
4

a a= =   

5. จงพิจารณาวาลําดับในแตละขอตอไปนี้เปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก ถาเปนลําดับลูเขา 

จงหาลิมิต 

1) 
2

2

1
2 3n

na
n

−
=

+
 2) 

2

3 2

7
2n
n na

n n
− +

=
+

 

3) 12
2

n

na  = − − 
 

 4) ( )1 1 n
na = + −   

6. ให na  เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนท่ี 8 เปน 50 และมีผลบวกหาพจนแรกเปน 50  

จงหาผลตางรวมของลําดับเลขคณิตนี้  

7. ให na  เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนท่ี 5 เปน 2 และมีอัตราสวนรวมเปน 1
2

−  จงหาผลบวก 

5 พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้  

8. จงหาผลบวกของจํานวนนับไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว  

9. ลําดับเรขาคณิตหนึ่งมี 9 513S =  และ 10 1,026S =  จงหาพจนท่ี 10 ของลําดับเรขาคณิตนี้  

10. จงเขียนทศนิยมซํ้า 0.249
•

 ใหอยูในรูปเศษสวน โดยใชความรูเรื่องอนุกรมอนันต 
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11. จงพิจารณาวาอนุกรมในแตละขอตอไปนี้เปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก ถาเปนอนุกรม

ลูเขา จงหาผลบวกของอนุกรม 

 1) 4 8 16 32 4 2
3 9 27 81 3 3

n
     + − + + − + + − +     
     

     

 2) 2

1 1 1 1
3 15 35 4 1n
+ + + + +

−
    

12. จงหาผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรม ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 3 3 1 1n n− + − + − + + − +    

13. โรงละครแหงหนึ่งจัดเกาอ้ีเปนแถวสําหรับผูเขาชม โดยแถว A มี 8 ท่ีนั่ง และแถวตอไปจะ

เพ่ิมจํานวนเกาอ้ีจากแถวกอนหนา 3 ตัวเสมอ ถาโรงละครนี้มีท่ีนั่งตั้งแตแถว A ถึง Z จงหา

วาโรงละครแหงนี้สามารถจุผูชมไดท้ังหมดก่ีคน 

14. นิวฝากเงิน 10,000 บาท กับสถาบันการเงินแหงหนึ่งท่ีใหอัตราดอกเบี้ย 2% ตอป โดยคิด

ดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน จงหาเงินรวมของนิวเม่ือฝากเงินครบ 2 ป โดยท่ีไมมีการ

ฝากและถอนเงินในระหวางนี ้

15. นิดตองการฝากเงินกับสถาบันการเงินแหงหนึ่งซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 2% ตอป โดยคิด

ดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน ถานิดตองการใหมีเงินในบัญชีประมาณ 10,000 บาท เม่ือ

สิ้นสุดปท่ี 3 นิดควรฝากเงินกับสถาบันการเงินแหงนี้อยางนอยก่ีบาท 

16. กุกไกซ้ือโทรศัพทมือถือราคา 12,000 บาท โดยจายเงินในวันท่ีตัดสินใจซ้ือโทรศัพทมือถือ 

2,000 บาท และผอนชําระสวนท่ีเหลือเปนจํานวนเงินเทากันทุกเดือน เปนเวลา 6 เดือน โดย

ผอนชําระทุกสิ้นเดือน ถาอัตราดอกเบี้ยผอนชําระเปน 12% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบ

ตนทุกเดือนแลว กุกไกจะตองผอนชําระประมาณเดือนละเทาใด 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จาก  3 1712, 40a a= =  และ ( )1 1na a n d= + −                 

 จะได              12 = ( )1 3 1a d+ −   

 นั่นคือ             12 = 1 2a d+     ----- (1) 

 และ               40 = ( )1 17 1a d+ −  

 นั่นคือ             40 = 1 16a d+     ----- (2) 
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 จาก (1) และ (2) จะได 2d =  และ 1 8a =   

 ดังนั้น  ( )( ) ( )( )20 8 20 1 2 8 19 2 8 38 46a = + − = + = + =   

 นั่นคือ พจนท่ี 20 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 46 

2. จาก  2 7
2 2,

273
a a= = −   และ 1

1
n

na a r −=    

 จะได            2
3

 = 2 1
1a r −   

 นั่นคือ           2
3

 = 1a r    ----- (1) 

 และ           2
27

−  = 7 1
1a r −  

 นั่นคือ         2
27

−  = 6
1a r    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะได 1 3
33

r = − = −   

 ดังนั้น อัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 3
3

−  

3. จํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว คือ 303 

 จํานวนเต็มบวกท่ีมากท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว คือ 447 

 จะไดวา ลําดับของจํานวนนับท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว คือ  

 303, 306, 309, …, 447 เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 303 ผลตางรวมเปน 3 และ 

 พจนท่ี n  เปน 447 

 จาก               na   = ( )1 1a n d+ −   

 จะได            447 = ( )( )303 1 3n+ −   

                        149 = ( )101 1n+ −   
                      1n −   = 149 101−   
                           n  = 48 1+   
                           n  = 49   
 ดังนั้น จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว มีท้ังหมด 49 จํานวน 
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 จํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว คือ 306 

 จํานวนเต็มบวกท่ีมากท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว คือ 444 

 จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว เปนลําดับ 

เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 306 ผลตางรวมเปน 6 และพจนท่ี n  เปน 444 

 จาก               na   = ( )1 1a n d+ −   

 จะได            444 = ( )( )306 1 6n+ −   

                          74 = ( )51 1n+ −   
                      1n −   = 74 51−   
                           n  = 23 1+   
                           n  = 24   
 ดังนั้น จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว มีท้ังหมด 24 จํานวน 

 นั่นคือ จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว แตหารดวย 6 ไมลงตัว 

มีท้ังหมด 49 24 25− =  จํานวน 

4. จาก               na   = 1
1

na r −   

 จะได               4  = 2 1
1a r −   

 นั่นคือ              4  = 1a r    ----- (1) 

 และ                1
4

  = 6 1
1a r −  

 นั่นคือ              1
4

 = 5
1a r    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะได 1
2

r =  หรือ 1
2

r = −  

 กรณี 1
2

r =  จะได 1 8a =  

 ให ( )92−−  เปนพจนท่ี n  ของลําดับเรขาคณิตนี้ 

 จะได         ( )92−−  = 
118

2

n−
 
 
 

  

                     
11

2

n−
 
 
 

 = 
9

1
2
8

 − 
    

                     
11

2

n−
 
 
 

 = 9 3

1 1
2 2

  −  
  
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11

2

n−
 
 
 

 = 12

1
2

 − 
 

  

                     
11

2

n−
 
 
 

 = 
121

2
 − 
 

  

 ดังนั้น ไมมีจํานวนจริงใดท่ีทําใหสมการนี้เปนจริง 

 กรณี 1
2

r = −  จะได 1 8a = −  

 ให ( )92−−  เปนพจนท่ี n  ของลําดับเรขาคณิตนี้ 

 จะได         ( )92−−  = ( )
118

2

n−
 − − 
 

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 
9

1
2
8

 − 
 
−

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 9 3

1 1
2 2

  
  
  

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 12

1
2

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 
121

2
 − 
 

  

 นั่นคือ        1n −   = 12 

 จะได              n   = 13 

 ดังนั้น ( )92−−  เปนพจนท่ี 13 ของลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให 

5. 1) พิจารณา 
2

2

1lim
2 3n

n
n→∞

 −
 + 

  = 

2
2

2
2

1 1
lim

2 3
n

n
n

n
n

→∞

 − 
 
 + 
 

 

    = 
2

2

1 1
lim 2 3
n

n

n
→∞

−

+
 

    = 
2

2

1lim lim1

2lim lim3

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

+
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    = 1
3

−    

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา มีลิมิตเปน 1
3

−   

 2) พิจารณา 
2

3 2

7lim
2n

n n
n n→∞

 − +
 + 

  = 

3
2 3

3

1 1 7

lim
12

n

n
n n n

n
n

→∞

 − + 
 

 + 
 

 

    = 
2 3

1 1 7lim lim lim

1lim 2 lim

n n n

n n

n n n

n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

− +

+
 

    = 0
2

 

    = 0   
  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา มีลิมิตเปน 0 

 3) พิจารณา 1lim 2
2

n

n→∞

  − −     
  = 1lim 2 lim

2

n

n n→∞ →∞

 − − 
 

 

    = 2 0−   
    = 2 
  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา มีลิมิตเปน 2 

 4) จากพจนท่ี n  ของลําดับ คือ  ( )1 1 n
na = + −   

  จะไดลําดับ na  คือ  0, 2, 0, 2,   

  นั่นคือ เม่ือ n  เปนจํานวนค่ี พจนท่ี n  ของลําดับ na  เปน 0  และเม่ือ n  เปนจํานวนคู  

  พจนท่ี n  ของลําดับ na  เปน 2 

  จะไดวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด พจนท่ี n  ของลําดับนี้ จึงไมเขาใกลจํานวนใด 

  จํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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6. จาก  8 50a =   และ  ( )1 1na a n d= + −   

 จะได        50 = ( )1 8 1a d+ −   

 นั่นคือ       50 = 1 7a d+    ----- (1) 

 จาก  5 50S =  _และ  ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −  

 จะได        50 = ( )( )1
5 2 5 1
2

a d+ −  

 นั่นคือ      10 = 1 2a d+    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะได 8d =   

 ดังนั้น ผลตางรวมของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 8 

7. จาก  5
12,
2

a r= = −  และ 1
1

n
na a r −=  

 จะได          2 = 
5 1

1
1
2

a
−

 − 
 

  

       2 = 
4

1
1
2

a  − 
 

  

        2 = 1
1

16
a  
 
 

  

 นั่นคือ     1a   = 32 

 จาก     nS   = 
( )1 1
1

na r
r
−

−
  

 จะได     5S  = 

5132 1
2

11
2

  − −     
 − − 
 

  

   =  

132 1
32

3
2

 + 
   

   = 33 232
32 3

 × × 
 

  

   = 22 
 ดังนั้น ผลบวก 5 พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 22 
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8. จํานวนนับท่ีนอยท่ีสุดท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว คือ 4 

 จํานวนนับท่ีมากท่ีสุดท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว คือ 200 

 จะไดวา ลําดับของจํานวนนับท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว คือ 4, 8, 12, …, 200 ซ่ึงเปน

ลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 4, 4a d= =  และ 200na =   

 จาก     na   = ( )1 1a n d+ −   

 จะได      200 = ( )( )4 1 4n+ −   

       50 = ( )1 1n+ −   
        n   = 50 
 พิจารณาผลบวกของจํานวนนับท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว โดยพิจารณา 50S   

 จาก         nS   = ( )12 n
n a a+   

 จะได        50S   = ( )50 4 200
2

+   

       50S  = 5,100  

 ดังนั้น ผลบวกของจํานวนนับไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว เทากับ 5,100 

9. เนื่องจาก   9S   = 1 2 3 9a a a a+ + + +   

 และ         10S  = 1 2 3 9 10a a a a a+ + + + +  

 จะได        10a   = 10 9S S−   
   = 1,026 513−   
   = 513   
 ดังนั้น พจนท่ี 10 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 513 

10. จาก 0.249  = 0.24999   
   = 0.24 0.009 0.0009 0.00009+ + + +   

   = 24 9 9 9
100 1,000 10,000 100,000

+ + + +   

 จะไดวา 9 9 9
1,000 10,000 100,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9

1,000
a =  และ 1

10
r =   
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 เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

 คือ 1

9
11,000

11 1001
10

a
r
= =

− −
 

 จะไดวา  24 1 25 10.249
100 100 100 4

= + = =  

11. 1) 4 8 16 32 4 2
3 9 27 81 3 3

n
     + − + + − + + − +     
     

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

  1
4
3

a =  และ 2
3

r = −  

       เนื่องจาก  2 1
3

r = − <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

4
3

21
3

 − − 
 

 =  4
5

 

 2) สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะไดวา 
( )( )2

1 1 1 1 1
4 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1k k k k k

 = = − − − + − + 
  

  เขียนผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมไดดังนี้ 

                         nS   = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 3 2 3 5 2 5 7 2 2 1 2 1n n
       − + − + − + + −       − +       


  

    = 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n
        − + − + − + + −        − +        

  

    = 1 11
2 2 1n
 − + 

  

  พิจารณา   lim nn
S

→∞
 = 1 1lim 1

2 2 1n n→∞

  −  +  
  

    = 1 1lim 1
2 2 1n n→∞

 − + 
 

    = 1 1lim1 lim
2 2 1n n n→∞ →∞

  −  +  
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    = 

1
1 lim1 lim

12 2
n n

n
n

n
n

→∞ →∞

   
      −
   +      

 

    = 

1
1 lim1 lim 12 2

n n

n

n
→∞ →∞

  
  

−  
  +   

 

    = 

1lim1 lim1
12 lim 2

n

n

n

n

n

→∞

→∞

→∞

 
 
 −

  +    

 

    = 

1lim1 lim1 12 lim 2 lim

n

n

n n

n

n

→∞

→∞

→∞ →∞

 
 

− 
 +
 

 

    = 1 01
2 2 0
 − + 

  

    = 1
2

  

  ดังนั้น อนุกรม 2

1 1 1 1
3 15 35 4 1n
+ + + + +

−
   เปนอนุกรมลูเขา มีผลบวกของ 

  อนุกรมเทากับ 1
2

   

12. จาก  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2

1 1
1 1 1 2 2 1 3 3 1 1 1

n n
n n n n n n

∞ ∞

= =

− + − + − + + − + = − = −∑ ∑   

 จะได ผลบวก 20 พจนแรกของอนกุรมนี้ คือ  

                  20S   = ( )
20

2

1n
n n

=

−∑  

   = 
20 20

2

1 1n n
n n

= =

−∑ ∑  

   = 
( ) ( )( ) ( )20 20 1 2 20 1 20 20 1

6 2
+ + +

−   

   = 20 21 41 20 21
6 2

× × ×
−   

   = ( ) ( )10 7 41 10 7 3× × − × ×   
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   = ( )( )10 7 41 3× −   
   = 70 38×   
   = 2,660 
 ดังนั้น ผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรม ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 3 3 1 1n n− + − + − + + − +   

เทากับ 2,660 

13. ลําดับของจํานวนเกาอ้ีแตละแถวในโรงละครจากแถว A ถึง Z คือ 8, 11, 14, , na   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 8, 3a d= =  และ 26n =   

 ดังนั้น จํานวนเกาอ้ีท้ังหมดในโรงละครแหงนี้ คือ 26S   

 จาก                  nS   = ( )( )12 1
2
n a n d+ −   

 จะได              26S  =  ( ) ( )( )( )26 2 8 26 1 3
2

+ −  

   = ( )13 16 75+  
   = 13 91×   
   = 1,183 
 ดังนั้น โรงละครแหงนี้สามารถจุผูชมไดท้ังหมด 1,183 คน 

14. ให 10000, 2, 2P i k= = =  และ 2n =  จะได 
2 0.02

100
r = =  

 จะได จํานวนเงินรวมของนิวเม่ือฝากเงินครบ 2 ป คือ 
40.0210,000 1

2
 + 
 

 หรือประมาณ 

10,406.04 บาท 

 ดังนั้น เงินรวมของนิวเม่ือฝากเงินครบ 2 ป โดยท่ีไมมีการฝากและถอนเงินในระหวางนี้ 

ประมาณ 10,406.04 บาท 

15. ให  10000, 2, 2S i k= = =  และ 3n =  จะได 
2 0.02

100
r = =  

 จะได มูลคาปจจุบันของเงินรวม 10,000 บาท คือ 

                  P   = 
( )( )2 30.0210,000 1

2

−
 + 
 

 ≈   9,420.45 

 ดังนั้น นิดควรนําเงินไปฝากอยางนอย 9,420.45 บาท 
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16. ให  R   แทนคางวดท่ีกุกไกตองผอนชําระทุกสิ้นเดือน 

 และ  12 1
12

i = =  จะได 
1 0.01

100
r = =   

 เนื่องจากกุกไกจายเงินในวันท่ีตัดสินใจซ้ือโทรศัพทมือถือ 2,000 บาท ทําใหเหลือเงินท่ีตองชําระ

อีก 12,000 – 2,000 = 10,000 บาท โดยกุกไกจะตองผอนชําระทุกสิ้นเดือนเปนเวลา 6 เดือน  

 เขียนแผนภาพแสดงมูลคาปจจุบันของเงินผอนแตละงวดไดดังนี ้

 
 จากแผนภาพ จะได มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1, 2, 3, …, 6 คือ 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 61.01 , 1.01 , 1.01 , ..., 1.01R R R R− − − −  ตามลําดับ 

 นั่นคือ ผลรวมของมูลคาปจจุบันของเงินผอนท้ัง 6 งวด คือ  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 61.01 1.01 1.01 1.01R R R R− − − −+ + + +  

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 6 พจน โดยพจนแรก คือ ( ) 11.01R −  และอัตราสวนรวม คือ ( ) 11.01 −   

 ดังนั้น ผลรวมของมูลคาปจจุบันของเงินผอนท้ัง 6 งวด คือ 
( ) ( )( )

( )

1 6

1

1.01 1 1.01

1 1.01

R − −

−

−

−
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 จาก กุกไกเหลือเงินท่ีตองชําระอีก 10,000 บาท จะไดวา 

           10,000 = 
( ) ( )( )

( )

1 6

1

1.01 1 1.01

1 1.01

R − −

−

−

−
 

                     R   = 
( )( )

( ) ( )( )
1

1 6

10,000 1 1.01

1.01 1 1.01

−

− −

−

−
 

                     R   ≈   1,725.48 
 ดังนั้น กุกไกจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 1,725.48 บาท 
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บทท่ี 2  

แคลคูลัสเบ้ืองตน 

แคลคูลัสเปนสาระการเรียนรูท่ีสามารถบูรณาการรวมกับศาสตรอ่ืน ๆ อยางแพรหลาย เชน ฟสิกส 

แพทยศาสตร ภูมิศาสตร เพ่ือศึกษาและสรางแบบจําลองคณิตศาสตรท่ีเก่ียวกับการเปลี่ยนแปลงท่ี

พบในชีวิตจริง เชน การเปลี่ยนแปลงความเร็วในการเคลื่อนท่ีของวัตถุ การศึกษาการแพรกระจาย

ของโรคติดเชื้อ การสรางแบบจําลองคณิตศาสตรเพ่ือทํานายการไหลของมวลน้ําเม่ือเกิดอุทกภัย 

ซ่ึงในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 บทท่ี 2 แคลคูลัส

เบื้องตน ไดนําเสนอเนื้อหา เรื่อง ลิมิตของฟงกชันและทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตของฟงกชัน ความ

ตอเนื่องของฟงกชัน และความตอเนื่องบนชวง อนุพันธของฟงกชัน การหาอนุพันธของฟงกชันโดย

ใชสูตร อนุพันธของฟงกชันประกอบ เสนสัมผัสเสนโคง อนุพันธอันดับสูง การประยุกตของ

อนุพันธ ปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต ปริพันธจํากัดเขต และพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง 

ในบทเรียนนี้มุงเนนใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุ

จุดมุงหมายดังตอไปนี ้

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 

• ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชัน 

ท่ีกําหนดให 

• หาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต 

ท่ีกําหนดให และนําไปใชแกปญหา 

• หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขต

ของฟงกชันพีชคณิตท่ีกําหนดให และ

นําไปใชแกปญหา 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

• ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน 

• อนุพันธของฟงกชันพีชคณิต 

• ปริพันธของฟงกชันพีชคณิต 
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จุดมุงหมาย 

1. หาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให 

2. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให 

3. หาความชันของเสนโคง 

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา 

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให และนําไปใชแกปญหา 
 

 

 
ความรูกอนหนา  

• จํานวนจริง 

• ความสัมพันธและฟงกชัน 

• เรขาคณิตวิเคราะห 
 

 

 

ipst.me/10551 

http://ipst.me/10551
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2.1 เนื้อหาสาระ   
1. สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง ถาคาของ 

( )f x  เขาใกลจํานวนจริง L  เม่ือ x  เขาใกล a  ท้ังทางดานซายและขวาของ a  แลว  

จะเรียก L  วา ลิมิตของ f  ท่ี a  ซ่ึงเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )lim
x a

f x L
→

=  และกลาว

วา ( )lim
x a

f x
→

 มีคาเทากับ L  

 แตถาไมมีจํานวนจริง L  ซ่ึง ( )f x  เขาใกล L  เม่ือ x  เขาใกล a  แลวจะกลาววา f  ไมมี

ลิมิตท่ี a  หรือกลาววา ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา 

 อาจแทนสัญลักษณ ( )lim
x a

f x L
→

=  ดวย ( )f x L→  เม่ือ x a→   

2. สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ถา ( )f x  เขาใกล L  เม่ือ x  เขาใกล a  แลว L  อาจไมเทากับ 

( )f a  ก็ได 

3. ในการหาลิมิตของฟงกชัน ( )y f x=  เม่ือ x  เขาใกล a  นั้น จะพิจารณาคาของ ( )f x  

วาเขาใกลจํานวนจริงใดในขณะท่ี x  เขาใกล a  แต x a≠  นั่นหมายความวา จะไม

พิจารณาคาของ ( )f x  ท่ี x a=  ดังนั้น ฟงกชัน f  อาจจะนิยามหรือไมนิยามท่ี a  ก็ได 

แตฟงกชัน f  จะตองนิยามท่ีแตละจุดท่ีใกล a  

4. สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจ เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง  

ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 1L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซายแลว จะเรียก 1L  วา 

ลิมิตซายของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซาย เขียนแทนดวย ( ) 1lim
x a

f x L
−→

=  

 ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 2L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวาแลว จะเรียก 2L  วา 

ลิมิตขวาของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวา เขียนแทนดวย ( ) 2lim
x a

f x L
+→

=  
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    รูปท่ี 1    รูปท่ี 2 
 
 จากรูปท่ี 1 และ 2 จะเห็นวา ( ) 1lim

x a
f x L

−→
=  และ ( ) 2lim

x a
f x L

+→
=   

 ถา 1 2L L=  แลว ( )lim
x a

f x
→

 มีคา และ ( ) 1 2lim
x a

f x L L
→

= =   

 แตถา 1 2L L≠  แลว ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา 

5. ทฤษฎีบท 1 

 ให a  เปนจํานวนจริง จะไดวา  

1) lim
x a

c c
→

=  เม่ือ c  เปนคาคงตัวใด ๆ  

2) lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  

6. ทฤษฎีบท 2  

 กําหนดให ,a L และ M  เปนจํานวนจริงใด ๆ ถา f  และ g  เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและเรนจ

เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยท่ี ( )lim
x a

f x L
→

=  และ ( )lim
x a

g x M
→

= แลว 

1) ( ) ( )lim lim
x a x a

cf x c f x cL
→ →

= =  เม่ือ c  เปนคาคงตัวใด ๆ  

2) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

+ = + = +  

3) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

− = − = −  

4) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅  
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5) ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
g x g x M

→

→
→

 
= =  

 
 เม่ือ 0M ≠  

6) ( )( ) ( )( )lim lim
nn n

x a x a
f x f x L

→ →
= =  เม่ือ n∈  

7) ( ) ( )lim lim nn n
x a x a

f x f x L
→ →

= =   เ ม่ือ { } ( )1 , nn f x∈ − ∈   สําหรับ x  ท่ี เขา

ใกล a  และ n L ∈  

7. ทฤษฎีบท 3 

 ให p  เปนฟงกชันพหุนาม และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา ( ) ( )lim
x a

p x p a
→

=   

8. ทฤษฎีบท 4 

 ให f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม จะไดวา 

( ) ( )
( )

lim
x a

p a
f x

q a→
=   สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠    

9. ในกรณีท่ี ( )lim
x a

f x
−→

 และ ( )lim
x a

f x
+→

 มีคา  

จะไดวา  ( )lim
x a

f x L
→

=   ก็ตอเม่ือ ( ) ( )lim lim
x a x a

f x L f x
− +→ →

= =  

10. บทนิยาม 1 

 ให f  เปนฟงกชันซ่ึงนิยามบนชวงเปด ( ),a b  และ ( ),c a b∈  จะกลาววา f  เปน 

ฟงกชันตอเนื่อง ท่ี  x c=  ก็ตอเม่ือ ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  

11. ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  ตองมีสมบัติครบท้ังสามขอดังตอไปนี ้

1) ( )f c  หาคาได (นั่นคือ c  อยูในโดเมนของ f ) 

2) ( )lim
x c

f x
→

 มีคา 

3) ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  
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12. ทฤษฎีบท 5  

 ถา f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่อง ท่ี x a=  แลว  

1) f g+   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=   

2) f g−   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

3) f g⋅   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

4) f
g

   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ ( ) 0g a ≠  

13. ทฤษฎีบท 6 

 สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ฟงกชันพหุนาม p  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

14. ทฤษฎีบท 7 

 ถา f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม แลว f  เปน

ฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  เปนจํานวนจริงใด  ๆ ซ่ึง ( ) 0q a ≠  

15. ความตอเนื่องของฟงกชันบนชวงท่ีกําหนด 

1) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),a b  ก็ตอเม่ือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี

ทุกจุดในชวง ( ),a b  

 2) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  ก็ตอเม่ือ 

  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  และ 

  (2) ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  และ ( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  

3) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ],a b  ก็ตอเม่ือ 

  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  และ 

  (2) ( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  

 4) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ),a b  ก็ตอเม่ือ 

  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  และ 

  (2) ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  
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16. บทนิยาม 2  

 ให f  เปนฟงกชัน และ a  อยูในโดเมนของ f   

 อัตราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียของ f  เทียบกับ x  เม่ือคาของ x  เปล่ียนจาก a  เปน

a h+  คือ  

    ( ) ( )f a h f a
h

+ −
 

 อัตราการเปล่ียนแปลงของ f  เทียบกับ x  ขณะท่ี x a=  คือ 

    ( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
h→

+ −
 

17. สําหรับฟงกชัน f  ถาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ f เทียบกับ x  เปนจํานวนจริงบวก 

แสดงวา เม่ือ x  เพ่ิมข้ึน คาของ ( )f x  จะเพ่ิมข้ึน แตถาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ f  

เทียบกับ x  เปนจํานวนจริงลบ แสดงวาเม่ือ x  เพ่ิมข้ึน คาของ ( )f x  จะลดลง  

18. บทนิยาม 3 

 ให f  เปนฟงกชัน อนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  เขียนแทนดวย ( )f x′  คือ 

   ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ =   

19. ถา ( )f x′  มีคา จะกลาววาฟงกชัน f  มีอนุพันธท่ี x  หรือฟงกชัน f หาอนุพันธไดท่ี x  

 ถา ( )f x′  ไมมีคา จะกลาววาฟงกชัน f  ไมมีอนุพันธท่ี x  หรือฟงกชัน f หาอนุพันธ

ไมไดท่ี x  

20. กําหนดให f  เปนฟงกชันท่ีนิยามโดยสมการ ( )y f x=  เขียนแทน อนุพันธของฟงกชัน 

f  ท่ี x  ดวยสัญลักษณ dy
dx

 (อานวา ดีวายบายดีเอกซ) หรือ ( )d f x
dx

 หรือ y′   

21. จาก ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ =  เปนอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  ใด ๆ  

 ดังนั้น สําหรับ a  ใด ๆ ท่ีอยูในโดเมนของ f  อนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x a=  คือ 

( ) ( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −
′ =   

 อาจใชสัญลักษณ ( )
x a

d f x
dx =

หรือ 
x a

dy
dx =

แทน ( )f a′  
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22. สูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

 สูตรท่ี 1 ถา ( )f x c=  เม่ือ c  เปนคาคงตัว  แลว ( ) 0f x′ =  

 สูตรท่ี 2 ถา  ( )f x x=   แลว ( ) 1f x′ =  

 สูตรท่ี 3 ถา  ( ) af x x=  เม่ือ a  เปนจํานวนจริง แลว ( ) 1af x a x −′ =  

 สูตรท่ี 4 ถาฟงกชัน  f  และ g หาอนุพันธไดท่ี x  แลว ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = +  

 สูตรท่ี 5 ถาฟงกชัน  f  และ g  หาอนุพันธไดท่ี x  แลว ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′− = −  

 สูตรท่ี 6 ถา c  เปนคาคงตัวและฟงกชัน  f  หาอนุพันธไดท่ี x  แลว      

   ( ) ( ) ( )( )cf x c f x′ ′=  

 สูตรท่ี 7 ถาฟงกชัน  f  และ g หาอนุพันธไดท่ี x  แลว  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg x f x g x g x f x′ ′ ′= +  

 สูตรท่ี 8 ถาฟงกชัน  f  และ g หาอนุพันธไดท่ี x  และ ( ) 0g x ≠  แลว  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

g x f x f x g xf x
g g x

′ ′ ′− 
= 

 
 

 สูตรท่ี 9 กฎลูกโซ 

   ถา f  หาอนุพันธไดท่ี x  และ g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  แลว  

   ( ) ( ) ( )( ) ( )g f x g f x f x′ ′ ′= ⋅  

23. บทนิยาม 4  

 กําหนดเสนโคงซ่ึงเปนกราฟของฟงกชัน ( )y f x=  และ ( )( ),P a f a  เปนจุดบนเสนโคง 

 เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )( ),P a f a  คือ เสนตรงท่ีผานจุด P  และมีความชันเทากับ 

( )f a′  จะเรียกความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด P  วา ความชันของเสนโคงท่ีจุด P  

24. บทนิยาม 5 

ให  f  เปนฟงกชันท่ีสามารถหาอนุพันธได และอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  เปนฟงกชัน 

ท่ีสามารถหาอนุพันธได จะเรียกอนุพันธของฟงกชัน f ′  ท่ี x  วา อนุพันธอันดับท่ี 2 ของ 

ฟงกชัน f  ท่ี x  และเขียนแทนดวย ( )f x′′  

25. อาจใชสัญลักษณ  
2

2 ,d y
dx

( )
2

2
d f x
dx

 หรือ y′′ แทนอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน f  ท่ี x   
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26. อนุพันธอันดับอ่ืน และสัญลักษณท่ีใชเขียนแทน มีดังนี้  

อนุพันธอันดับท่ี 3 ของ f  เปนอนุพันธของอนุพันธอันดับท่ี 2 ของ f  เขียนแทนดวย 

( )f x′′′  หรือ 
3

3
d y
dx

 หรือ y′′′   

อนุพันธอันดับท่ี 4 ของ f  เปนอนุพันธของอนุพันธอันดับท่ี 3 ของ f  เขียนแทนดวย 

( )(4)f x  หรือ 
4

4
d y
dx

 หรือ ( )4y  

                        
อนุพันธอันดับท่ี n  ของ f  เปนอนุพันธของอนุพันธอันดับท่ี 1n −  ของ f  เขียน 

แทนดวย ( )( )nf x  หรือ 
n

n
d y
dx

 หรือ ( )ny  

27. เนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของ ( )y f x=  เทียบกับ x  ขณะ x  ใด ๆ คืออนุพันธของ

ฟงกชัน f  ท่ี x  ดังนั้น อนุพันธอันดับท่ี 2 ของ f  ท่ี x  คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

( )y f x′=  เทียบกับ x  ขณะ x  ใด ๆ 

28. ในการเคลื่อนท่ีของวัตถุในแนวตรง มีปริมาณ 3 ชนิดท่ีเก่ียวของกับเวลา ไดแก ตําแหนง

ของวัตถุ ความเร็วของวัตถุ และความเรงของวัตถุ  

• การเคลื่อนท่ีของวัตถุสามารถอธิบายไดดวยฟงกชัน ( )y s t=  โดยท่ี ( )s t  คือ

ตําแหนงของวัตถุ ณ ขณะเวลา t  ใด ๆ  

• ความเร็วของวัตถุขณะเวลา t  ใด ๆ คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ s  เทียบกับ t  

ณ ขณะเวลา t  นั่นคือ ความเร็ว v  เปนอนุพันธของ s  เทียบกับ t  ดังนั้น v  

เปนฟงกชันของเวลา t  กําหนดโดย 

    ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim
h

s t h s t
v t s t

h→

+ −
′= =   

จะเห็นวา v  เปนฟงกชันของเวลา t  
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• ความเรงของวัตถุขณะเวลา t  ใด ๆ คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว v  

เทียบกับ t  ณ ขณะเวลา t  นั่นคือ ความเรง a  เปนอนุพันธของ v  เทียบกับ t  

นั่นคือ ( ) ( ) ( )a t v t s t′ ′′= =   

ดังนั้น ความเรงคืออนุพันธอันดับท่ี 1 ของฟงกชันความเร็ว v  และเปนอนุพันธอันดับ

ท่ี 2 ของฟงกชันตําแหนง s  

29. กําหนดให f  เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง และ A  

เปนสับเซตของโดเมน 

 f  เปน ฟงกชันเพ่ิม บนเซต A  ก็ตอเม่ือ สําหรับ 1x  และ 2x  ใด ๆ ใน A  ถา 1 2x x<  

แลว ( ) ( )1 2f x f x<  

 f  เปน ฟงกชันลด บนเซต A  ก็ตอเม่ือ สําหรับ 1x  และ 2x  ใด ๆ ใน A  ถา 1 2x x<  

แลว ( ) ( )1 2f x f x>  

30. ทฤษฎีบท 8  

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง A  ซ่ึงเปนสับเซตของโดเมนของฟงกชัน f   

 ถา ( ) 0f x′ >  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง A   

 ถา ( ) 0f x′ <  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันลดบนชวง A   

31. บทนิยาม 6  

  ฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธ ท่ี  x c=  ถามีชวง ( ),a b  ซ่ึง ( ),c a b∈  และ 

( ) ( )f c f x≥  สําหรับทุก x  ในโดเมนของฟงกชัน f  ท่ีอยูในชวง ( ),a b  เรียก ( )f c  

วา คาสูงสุดสัมพัทธ ของฟงกชัน f และเรียกจุด ( )( ),c f c วา จุดสูงสุดสัมพัทธ ของ

ฟงกชัน f  

  ฟงกชัน f  มีคาต่ํ าสุดสัมพัทธ ท่ี  x c=  ถามีชวง ( ),a b  ซ่ึง ( ),c a b∈  และ 

( ) ( )f c f x≤  สําหรับทุก x  ในโดเมนของฟงกชัน f  ท่ีอยูในชวง ( ),a b  เรียก ( )f c  

วา คาต่ําสุดสัมพัทธ ของฟงกชัน f และเรียกจุด ( )( ),c f c วา จุดต่ําสุดสัมพัทธ ของ

ฟงกชัน f  
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32. ทฤษฎีบท 9 

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  ถาฟงกชัน f  มีคาสูงสุด

สัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา แลว ( ) 0f c′ =  

33. บทนิยาม 7 

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  เรียกจํานวนจริง ( ),c a b∈  ซ่ึงทําให ( ) 0f c′ =  

หรือ ( )f c′  ไมมีคา วา คาวิกฤต ของฟงกชัน f  และเรียกจุด ( )( ),c f c วา จุดวิกฤต 

ของฟงกชัน f   

34. ทฤษฎีบท 10  

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ f  

 ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปนจํานวนจริงลบ เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

แลว  ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f   

  ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบเปนจํานวนจริงบวก เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

แลว  ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

35. ทฤษฎีบท 11 

 กําหนดให  f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ 

f  ซ่ึง ( ) 0f c′ =  และ ( )f c′′  มีคา  

 1) ถา ( ) 0f c′′ >  แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

 2) ถา ( ) 0f c′′ <  แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

36. บทนิยาม 8  

 ฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมบูรณ ท่ี x c=  เม่ือ ( ) ( )f c f x≥ สําหรับทุก fx D∈  

    ฟงกชัน f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณ ท่ี x c=  เม่ือ ( ) ( )f c f x≤ สําหรับทุก fx D∈  

37. ทฤษฎีบท 12  

 ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [ ],a b  แลว f  จะมีท้ังคาสูงสุดสัมบูรณและ 

คาต่ําสุดสัมบูรณบนชวงปด [ ],a b   
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38. ถาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [ ],a b และหาอนุพันธไดบนชวงเปด ( ),a b  

แลว สามารถหาคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f  บนชวงปด [ ],a b

ไดดังนี้   

 1) หาคาวิกฤตท้ังหมดในชวงเปด ( ),a b   

 2) หาคาของฟงกชัน ณ คาวิกฤตท่ีไดจากขอ 1)  

 3) หาคาของฟงกชันท่ีจุดปลายของชวงปด [ ],a b  นั่นคือ หา ( )f a  และ ( )f b  

 4) เปรียบเทียบคาท่ีไดท้ังหมดจากขอ 2) และ 3) ซ่ึงจะทําใหไดขอสรุปวา 

• คามากท่ีสุดเปนคาสูงสุดสัมบูรณของฟงกชัน f   

• คานอยท่ีสุดเปนคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f  

39. หลักการท่ัวไปในการแกโจทยปญหาเกี่ยวกับคาสูงสุดหรือคาต่ําสุด 

1) ทําความเขาใจปญหาอยางละเอียด วามีปริมาณใดบางท่ีเก่ียวของกัน และเขียน

สมการแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรท่ีแทนปริมาณท่ีเก่ียวของใหอยูในรูปของ

ฟงกชันบนชวงท่ีสอดคลองกับเง่ือนไขของโจทยปญหา 

 2) หาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของฟงกชันนั้น  

40. บทนิยาม 9 

 ให f  เปนฟงกชัน ถา F  เปนฟงกชันซ่ึง ( ) ( )F x f x′ =  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในโดเมน

ของ f  แลวจะเรียกฟงกชัน F  วาเปน ปฏิยานุพันธ หนึ่งของฟงกชัน f  

41. ( )F x c+  เปนรูปท่ัวไปของปฏิยานุ พันธของฟงกชัน f  ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ  

( )f x dx∫  เรียกวา ปริพันธไมจํากัดเขต ของฟงกชัน f  เทียบกับตัวแปร x  เรียกสั้น ๆ 

วา ปริพันธของฟงกชัน f  เทียบกับตัวแปร x   

 ดังนั้น   ถา       ( )F x′   =  ( )f x   

   แลว       ( )f x dx∫   =  ( )F x c+   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 กลาวคือ ปริพันธไมจํากัดเขตของ f  ก็คือ รูปท่ัวไปของปฏิยานุพันธของ f  นั่นเอง 
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 เรียกการหา ( )f x dx∫  วา การหาปริพันธ เรียกเครื่องหมาย “
 ∫ ”  วา เครื่องหมาย

ปริพันธ และเรียก ( )f x  วา  ปริพัทธ โดยสัญลักษณ dx  คือ การบอกวาหาปริพันธนี้

เทียบกับตัวแปร x  
 
 
 
 
 
 
 

42. สูตรสําหรับหาปริพันธไมจํากัดเขตของฟงกชันบางฟงกชัน  

 สูตรท่ี 1 ถา k  เปนคาคงตัว แลว k dx k x c= +∫  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 สูตรท่ี 2   ถา a  เปนจํานวนจริงและ 1a ≠ −   แลว   
1

1

a
a xx dx c

a

+

= +
+∫    

   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 สูตรท่ี 3 ถา k  เปนคาคงตัว แลว
`

( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫     

 สูตรท่ี 4   ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫   

 สูตรท่ี 5 ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx− = −∫ ∫ ∫  

43. ถา 1 2, , , nk k k   เปนคาคงตัว แลว

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2n n n nk f x k f x k f x dx k f x dx k f x dx k f x dx+ + + = + + +∫ ∫ ∫ ∫    

44. ในการหาปฏิยานุพันธของฟงกชัน  f   เม่ือกําหนด ( )dy f x
dx

=  มาให สามารถทําไดดังนี้ 

จาก      
dy
dx

 =   ( )f x  

 ดังนั้น  dy dx
dx∫  =  ( )f x dx∫  

 หรือ   y  =  ( )f x dx∫  

  

 

เครื่องหมายปริพันธ 

ปริพัทธ รูปท่ัวไปของปฏยิานุพันธของฟงกชัน  
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45. ปริพันธจํากัดเขต ของฟงกชัน f  บนชวงปด [ ],a b  เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

( )
b

a

f x dx∫  

 เรียก a  วา ลิมิตลาง ของปริพันธ และเรียก b  วา ลิมิตบน ของปริพันธ 

46. ทฤษฎีบท 13 ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  

 กําหนด f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  ถา F  เปนปฏิยานุพันธของฟงกชัน  f  

แลว ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −∫  

47. กําหนดให ( ) b

a
F x   คือ  ( ) ( )F b F a−  

48. ทฤษฎีบท 14 

 ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  และ A  เปนพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง 

( )y f x=  กับแกน X  จาก a  ถึง b   

 1) ถา ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว  ( )
b

a

A f x dx= ∫  

 2) ถา ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว  ( )
b

a

A f x dx= −∫  
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2.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

ลิมิตของฟงกชัน 

 

 
กิจกรรม : ลิมิตของฟงกชัน   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง ลิมิตของฟงกชัน  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูใหนักเรียนพิจารณาและยกตัวอยางประกอบขอความ “ x  เขาใกล 2 แต 2x ≠ ” 

แนวคําตอบ 

คําตอบของนักเรียนมีไดหลายแบบ ซ่ึงคําตอบของนักเรียนจะมี 2 กลุม คือ กลุม

คาของ x  ท่ีมีคานอยกวา 2 ท่ีเขาใกล 2 เชน 1.9 , 1.99, 1.999, … และกลุมคาของ x  

ท่ีมีคามากกวา 2 ท่ีเขาใกล 2 เชน 2.1 , 2.01, 2.001, … 

2. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเพ่ือใหไดวา x  เขาใกล 2 แต 

2x ≠  สามารถสรุปไดเปน 2 กรณี ดังนี้  

• กรณีท่ี x  เขาใกล 2  แต 2x ≠  โดยท่ี 2x <  จะเรียกวา x  เขาใกล 2 ทาง

ดานซาย แทนดวยสัญลักษณ 2x −→   

 
• กรณีท่ี x  เขาใกล 2 แต 2x ≠  โดยท่ี 2x >  จะเรียกวา x  เขาใกล 2 ทาง

ดานขวา แทนดวยสัญลักษณ 2x +→   

 
3. ครูอธิบายเพ่ิมเติมวา x  เขาใกล 2 แต 2x ≠  เปนการพิจารณา x  ท่ีเขาใกล 2 ท้ัง

ทางดานซายและขวาของ 2 ( 2x <  และ 2x > ) แทนดวยสัญลักษณ 2x →  

2 x 

2 x 
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4. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูเปดไฟล ipst.me/11546 

5. ครูใหนักเรียนแตละคูศึกษาการหาคาของฟงกชัน ( ) 2y f x x= =  เม่ือ x  เขาใกล 2 

ทางดานซาย โดยใหนักเรียนคลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหนาขอความ “ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย” 

จากนั้นคลิกลากปุมบนสไลเดอร d  และสังเกตคาท่ีเปลี่ยนไปของ x  และ ( )f x  

6. จากขอ 5 ครูและนักเรียนรวมกันสรุปใหไดวา “เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย แลว 

( )f x  จะมีคาเขาใกล 4” 

7. ครูใหนักเรียนแตละคูคลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหนาขอความ “ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย” อีก

ครั้ง เพ่ือซอน x  และ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย  

8. ครูใหนักเรียนแตละคูศึกษาการหาคาของฟงกชัน ( ) 2y f x x= =  เม่ือ x  เขาใกล 2 

ทางดานขวา โดยใหนักเรียนคลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหนาขอความ “ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา” 

จากนั้นคลิกลากปุมบนสไลเดอร e  และสังเกตคาท่ีเปลี่ยนไปของ x  และ ( )f x  

9. จากขอ 8 ครูและนักเรียนรวมกันสรุปใหไดวา “เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา แลว 

( )f x  จะมีคาเขาใกล 4” 

10. จากคําตอบท่ีไดในขอ 7 และ 9 ครูสรุปวา 

• เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย แลว ( )f x  จะมีคาเขาใกล 4  ซ่ึงเรียกวา ลิมิตของ

ฟงกชัน ( ) 2f x x=  เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย เทากับ 4 เขียนแทนดวย 

( )
2

lim 4
x

f x
−→

=  

• เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา แลว ( )f x  จะมีคาเขาใกล 4  ซ่ึงเรียกวา ลิมิตของ

ฟงกชัน ( ) 2f x x=  เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา เทากับ 4 เขียนแทนดวย 

( )
2

lim 4
x

f x
+→

=  

11. จากขอ 10 ครูสรุปวา เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซายและดานขวา แลว ( )f x  มีคาเขา

ใกล 4  จะกลาววา ลิมิตของฟงกชัน ( ) 2f x x=  เม่ือ x  เขาใกล 2 เทากับ 4  เขียนแทน

ดวย ( )
2

lim 4
x

f x
→

=  

  

http://ipst.me/11546
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12. ครูอธิบายสรุปเก่ียวกับกรณีท่ัวไปดังนี้ 

• สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง  

 ถาคาของ ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง L  เม่ือ x  เขาใกล a  ท้ังทางดานซาย

และขวาของ a  แลวจะเรียก L  วา ลิมิตของ f  ท่ี a  ซ่ึงเขียนแทนดวย

สัญลักษณ ( )lim
x a

f x L
→

=  และกลาววา ( )lim
x a

f x
→

 มีคาเทากับ L   

  แตถาไมมีจํานวนจริง L  ซ่ึง ( )f x  เขาใกล L  เม่ือ x  เขาใกล a  แลวจะ

กลาววา “ f  ไมมีลิมิตท่ี a ” หรือกลาววา “ ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา”  

• สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของจํานวนจริง  

 ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 1L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซายแลว จะ

เรียก 1L  วา ลิมิตซายของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซาย เขียนแทน

ดวย ( ) 1lim
x a

f x L
−→

=  

 ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 2L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวา จะเรียก 

2L  วา ลิมิตขวาของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวา เขียนแทนดวย 

( ) 2lim
x a

f x L
+→

=  
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• เม่ือสอนเรื่องลิมิตของ f  ท่ี a  ครูควรใหนักเรียนเขาใจความหมายของ x   เขาใกล a  

กอน ซ่ึงสามารถแบงไดเปน 2 กรณี ไดแก 

o กรณีท่ี x  เขาใกล a   โดยท่ี x a<  จะเรียกวา x  เขาใกล a  ทางดานซาย แทนดวย

สัญลักษณ x a−→   

o กรณีท่ี x  เขาใกล a  โดยท่ี 2a >  จะเรียกวา x  เขาใกล a  ทางดานขวา แทนดวย

สัญลักษณ x a+→   

ท้ังนี้ การพิจารณาวา x  เขาใกล a  ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ x a→  ตองพิจารณาท้ัง  

x  เขาใกล a  ทางดานซายและ x  เขาใกล a  ทางดานขวา 

• การพิจารณาวา ( )
0

lim
x

f x
→

 มีคาหรือไม ในตัวอยางท่ี 2 อาจพิจารณาโดยไมใชกราฟได 

ดังนี้ 

จาก  ( )
1 ; 0
1 ; 0

x
f x

x
≥

= − <
 

เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานซาย นั่นคือ 0x <  จะไดวา ( ) 1f x = −   

ดังนั้น ( ) ( )
0 0

lim lim 1 1
x x

f x
− −→ →

= − = −    

เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวา นั่นคือ 0x >  จะไดวา ( ) 1f x =   

ดังนั้น ( )
0 0

lim lim 1 1
x x

f x
+ +→ →

= =  

จะเห็นวา ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠   ดังนั้น  ( )
0

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

• ครูควรเนนย้ํากับนักเรียนวา สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ถึงแมวา ( )f x   เขาใกล L  เม่ือ 

x   เขาใกล a   แต L  อาจไมเทากับ ( )f a  ก็ได  

• การหา ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

 
  
 

 โดยใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 จะทําไดในกรณีท่ี ( )lim
x a

f x
→

 และ 

( )lim
x a

g x
→

 หาคาได และ ( )lim 0
x a

g x
→

≠  เทานั้น สําหรับกรณีท่ี ( )lim 0
x a

g x
→

=  อาจหา 

( )
( )

lim
x a

f x
g x→

 
  
 

 ไดโดยการจัดรูปของฟงกชัน ดังแสดงในตัวอยางท่ี 10 และ 11   



     
     
     

 บทท่ี 2 | แคลคูลสัเบื้องตน   
 

  102 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6   เลม 1    
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

• ลิมิต “ไมมีคา” ท่ีกลาวถึงในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 หมายถึงกรณีท่ีลิมิตซายไมเทากับลิมิตขวา สําหรับลิมิตไมมีคาในกรณีอ่ืน ๆ 

นักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

• ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 นี้ สําหรับ

ฟงกชัน f  ท่ีมีโดเมนเปน [ ] [ ) ( ], , , , ,a b a b a b  หรือ ( ),a b  จะไมพิจารณา ( )lim
x a

f x
→

 

และ ( )lim
x b

f x
→

 เชน ฟงกชัน ( )f x x=  ท่ีมีโดเมนเปน [ )0, 1  จะไมพิจารณา ( )
0

lim
x

f x
→

 

และ ( )
1

lim
x

f x
→

 แตนักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

• ในการจัดการเรียนรูในบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน ของหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 จะไมพิจารณาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ x  เพ่ิมข้ึน

เรื่อย ๆ อยางไมมีท่ีสิ้นสุด ( )x →∞  และลิมิตของฟงกชัน เม่ือ x  ลดลงเรื่อย ๆ อยาง

ไมมีท่ีสิ้นสุด ( )x →−∞  ซ่ึงนักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

• ในการจัดการเรียนรูในบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน ของหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 จะไมกลาวถึงฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 

ฟงกชันลอการิทึม ฟงกชันตรีโกณมิติ ซ่ึงนักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

• การหาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให โดยพิจารณาจากกราฟของฟงกชัน เชน แบบฝกหัด 

2.1ก ขอ 2 – 6 นั้น ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนใหเหตุผลประกอบการพิจารณาวาลิมิต

ของฟงกชันในขอใดมีคา และลิมิตของฟงกชันในขอใดไมมีคา 

• การหาลิมิตของฟงกชันบางฟงกชันโดยใชทฤษฎีบท 2 อาจมีลําดับข้ันตอนการหาท่ี

แตกตางกัน เชน แบบฝกหัด 2.1ข ขอ 1  4) อาจหาคําตอบโดย 
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วิธีท่ี 1  จาก ( )( )( )2

1
lim 3 2
x

x x
→−

+ +  = ( ) ( )2

1 1
lim 3 lim 2
x x

x x
→− →−

  + +  
  

 (ท.บ.2 ขอ 4) 

   = ( )( )2

1 1 1 1
lim lim 3 lim lim 2
x x x x

x x
→− →− →− →−

+ + (ท.บ.2 ขอ 2) 

   = ( ) ( )( )21 3 1 2− + − +   (ท.บ.1) 

   =  6 
  ดังนั้น ( )( )( )2

1
lim 3 2 6
x

x x
→−

+ + =  

วิธีท่ี 2   จาก ( )( )2 3 23 2 3 2 6x x x x x+ + = + + +   

  จะได ( )( )( )2

1
lim 3 2
x

x x
→−

+ +   

 = ( )3 2

1
lim 3 2 6
x

x x x
→−

+ + +  

 = ( ) ( )3 2

1 1 1 1
lim lim 3 lim 2 lim 6
x x x x

x x x
→− →− →− →−

+ + +  (ท.บ.2 ขอ 2) 

 = 3 2

1 1 1 1
lim 3 lim 2 lim lim 6
x x x x

x x x
→− →− →− →−

+ + +  (ท.บ.2 ขอ 1) 

 = ( ) ( ) ( )3 21 3 1 2 1 6− + − + − +   (ท.บ.1) 
 =  6 

 ดังนั้น ( )( )( )2

1
lim 3 2 6
x

x x
→−

+ + =  

• การหาลิมิตของฟงกชันท่ีมีการกําหนดโดเมนออกเปนชวงยอยมากกวา 1 ชวง เชน ใน 

แบบฝกหัด 2.1ข ขอ 4 ครูควรตรวจสอบวานักเรียนเลือกใชคาของฟงกชันไดตรงกับชวง

ยอยท่ีพิจารณาหรือไม เชน เม่ือพิจารณา ( )
0

lim
x

f x
−→

 ในขอ 2) ตองเลือกใช ( ) 2f x x=   

 

 
ความเขาใจคลาดเคล่ือน  

• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดเก่ียวกับสัญลักษณ x a−→   และ x a+→  วา 2x −→   

หมายถึง x   เขาใกล 2−  ท้ังนี้ ครูควรย้ํานักเรียนวา x a−→   แสดงถึงการพิจารณาคา

ของ x   ท่ีนอยกวา a   และ x a+→   แสดงถึงการพิจารณาคาของ x   ท่ีมากกวา a  
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• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

= เสมอ ท้ังนี้ครูควรยกตัวอยางฟงกชันท่ี 

( ) ( )lim
x a

f x f a
→

≠  เชน ฟงกชัน ( )
1 , 0
0 , 0

x
f x

x
≠

=  =
  มี ( )0 0f =  แต ( )

0
lim 1
x

f x
→

=   

จะเห็นวา ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

≠   

 

ความตอเนื่องของฟงกชัน 

 

 
กิจกรรม : ฟงกชันตอเนื่อง   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง ความตอเนื่องของฟงกชัน  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นครูแสดงกราฟของฟงกชันตอไปนี ้  

 
รูปท่ี 1 
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รูปท่ี 2 

 

 
รูปท่ี 3 
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2. ครูใหนักเรียนแตละคูพิจารณากราฟของฟงกชันในแตละรูปท่ีกําหนดใหในขอ 1 และ

เติมขอมูลลงในตารางตอไปนี้ใหสมบูรณ   
 

รูปท่ี ( )lim
x a

f x
−→

 ( )lim
x a

f x
+→

 ( )lim
x a

f x
→

 ( )f a  

1     

2     

3     

แนวคําตอบ   
 

รูปท่ี ( )lim
x a

f x
−→

 ( )lim
x a

f x
+→

 ( )lim
x a

f x
→

 ( )f a  

1 1L  2L  ไมมีคา 2L  

2 1L  1L  1L  2L  

3 L  L  L  L  

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาฟงกชัน f  รูปใดท่ี ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=  

แนวคําตอบ 

รูปท่ี 3  

4. ครูอธิบายวาฟงกชัน f  ท่ีมีสมบัติ ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=  จะกลาววา f  เปนฟงกชัน

ตอเนื่องท่ี x a=  ดังนั้น ฟงกชัน f  ในรูปท่ี 3 เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

5. ครูและนักเรียนรวมกันสังเกตลักษณะกราฟของฟงกชันในรูปท่ี 1 – 3  ในประเด็นตอไปนี ้

• กราฟของฟงกชันในแตละรูปขาดตอนหรือไม 

• โดเมนของฟงกชันในแตละรูปมีการแบงเปนชวงยอยหรือไม 
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แนวคําตอบ 

กราฟของฟงกชัน f  ในรูปท่ี 1 มีลักษณะขาดตอน และโดเมนของฟงกชันแบง

ออกเปน 2 ชวงยอย ไดแก x a<  และ x a≥  

กราฟของฟงกชัน f  ในรูปท่ี 2 มีลักษณะขาดตอน และโดเมนของฟงกชันแบง

ออกเปน 2 ชวงยอย ไดแก x a=  และ x a≠  

กราฟของฟงกชัน f  ในรูปท่ี 3 มีลักษณะไมขาดตอน และโดเมนของฟงกชันไมมี

การแบงเปนชวงยอย 

6. ครอูธิบายเก่ียวกับบทนิยามของความตอเนื่องของฟงกชันตามบทนิยาม 1 

หมายเหตุ 

• จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 และ 3 ครูอาจอธิบายเพ่ิมเติมวา  

o จากรูปท่ี 1 จะเห็นวา ( )f a  หาคาได ( f  นิยามท่ี a ) แต ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา  

o จากรูปท่ี 2 จะเห็นวา ( )f a  หาคาได ( f นิยามท่ี a ) และ ( )lim
x a

f x
→

 มีคา แต 

( ) ( )lim
x a

f x f a
→

≠  

• ฟงกชัน f  ในรูปท่ี 1 และ 2 เปนฟงกชันไมตอเนื่องท่ี x a=   

• ครูอาจเปลี่ยนกราฟของฟงกชันท่ีใหนักเรียนพิจารณาในขอ 1 เปนรูปแบบอ่ืน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ในการยกตัวอยางฟงกชันเพ่ือใหนักเรียนตรวจสอบการเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  ครู

ควรเลือกฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈    

• การพิจารณาวาฟงกชันท่ีกําหนดใหเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด x c=  หรือไม อาจ

พิจารณาโดยใชกราฟ เชน ฟงกชัน f  ในตัวอยางท่ี 14  เขียนกราฟไดดังนี้  
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จากกราฟจะเห็นวา ( )
2

lim 4
x

f x
→

=  แต ( )2 3f =   

ดังนั้น f  เปนฟงกชันไมตอเนื่องท่ี 2x =  

และฟงกชัน f  ในตัวอยางท่ี 15  เขียนกราฟไดดังนี ้
 

 
 

จากกราฟจะเห็นวา ( )
2

lim 4
x

f x
→

=  และ ( )2 4f =   

ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x =   
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• การตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันในตัวอยางท่ี 17 อาจทําไดดังนี ้

จาก  ( )
2

2

9
5 6

xf x
x x

−
=

− +
  

จะได            ( )0f   = 
( )

2

2

0 9
0 5 0 6

−
− +

  = 9
6

−  = 3
2

−  

และ       ( )
0

lim
x

f x
→

  = 
2

20

9lim
5 6x

x
x x→

−
− +

   

เนื่องจาก ( )2

0
lim 5 6 6 0
x

x x
→

− + = ≠  โดยทฤษฎีบท 4  จะได 

  
2

20

9lim
5 6x

x
x x→

−
− +

 =  
( )

2

2

0 9
0 5 0 6

−
− +

 = 9
6

−   = 3
2

−   

เนื่องจาก  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

=  

ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

• ครูควรเนนย้ําเก่ียวกับการแสดงวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),a b  นั้น จะตอง

แสดงวา f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  โดยสมมติให c  เปนจุดใด ๆ 

ในชวง ( ),a b  แลวแสดงวา f  ตอเนื่องท่ี x c=   

• สําหรับฟงกชัน f  ท่ีตอเนื่องบนชวง [ ] ( ], , ,a b a b  หรือ [ ),a b  จะมีความตอเนื่องท่ี

จุดปลายของชวงเปนดังนี ้

o สําหรับฟ งกชัน  f  ท่ีตอ เนื่ องบนชวง  [ ],a b  ซ่ึ ง  ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  และ 

( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  นั้น จะไดว า  f  ตอเนื่องทางดานขวาท่ี x a=  และ f  

ตอเนื่องทางดานซายท่ี x b=  ตามลําดับ 

o สําหรับฟงกชัน f  ท่ีตอเนื่องบนชวง ( ],a b  ซ่ึง ( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  นั้น จะไดวา 

f  ตอเนื่องทางดานซายท่ี x b=   

o สําหรับฟงกชัน f  ท่ีตอเนื่องบนชวง [ ),a b  ซ่ึง ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  นั้น จะไดวา 

f  ตอเนื่องทางดานขวาท่ี x a=   

หมายเหตุ 

o f  ตอเนื่องทางดานขวาท่ี x a=  คือ f  is continuous from the right at x a=   

o f  ตอเนื่องทางดานซายท่ี x b=   คือ f  is continuous from the left at x b=  
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• ชวงท่ีพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันตองเปนสับเซตของโดเมนของฟงกชันนั้น เชน 

ตัวอยางท่ี 18 – 19 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน g  บนชวง ( ], 1−∞  ในแบบฝกหัด 2.2 ขอ 4 ซ่ึงมี

ข้ันตอนการพิจารณา ไดแก 

1) g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ), 1−∞  และ 

2) ( ) ( )
1

lim 1
x

g x g
−→

=   

เนื่องจากฟงกชัน g  ท่ีกําหนดให มีโดเมนเปนชวงยอย 3 ชวง ไดแก ( ) [ ], 2 , 2, 1−∞ − −  

และ ( )1, ∞  ดังนั้น การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชนั g  ท่ีทุกจุดในชวง ( ), 1−∞  ตอง

พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน g  บนชวง ( ), 2−∞ − และ [ )2,1−   

 
อนุพันธของฟงกชัน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• การแกปญหาเก่ียวกับอัตราการเปลี่ยนแปลงท่ีสอดคลองกับชีวิตจริง ครูควรสงเสริมให

นักเรียนแปลความหมายจากผลลัพธท่ีได เชน จากตัวอยางท่ี 20 ซ่ึงอัตราการเปลี่ยนแปลง

ของ V  เทียบกับ r  เปนจํานวนจริงบวก แสดงวาเม่ือ r  เพ่ิมข้ึน ( )V r  จะเพ่ิมข้ึน จึง

อธิบายไดวาเม่ือความยาวของรัศมีของลูกบอลเพ่ิมข้ึน ปริมาตรของลมในลูกบอลจะ

เพ่ิมข้ึน แตในตัวอยางท่ี 21 ซ่ึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ Q  เทียบกับ t  เปนจํานวน

จริงลบ แสดงวาเม่ือ t  เพ่ิมข้ึน ( )Q t  จะลดลง จึงอธิบายไดวาเม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน 

ปริมาตรของน้ําในสระจะลดลง  
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• นักเรียนสามารถเลือกใชสัญลักษณแทนอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  ดวย ( ) , ,dyf x
dx

′

( )d f x
dx

 หรือ y′  โดยในกรณีท่ีใชสัญลักษณ y′  ครูควรชี้แนะใหนักเรียนระมัดระวัง

วา เปนการเขียนแทนอนุพันธของฟงกชันท่ีมีการละตัวแปรตนไว ซ่ึงนักเรียนควรทราบ

วาฟงกชันท่ีกําหนดใหมีตัวแปรใดเปนตัวแปรตน เชน  

สมการ ( )y f x=   ดังนั้น y′  จะแทนอนุพันธเทียบกับตัวแปร x   

สมการ ( )y g t=  ดังนั้น y′  จะแทนอนุพันธเทียบกับตัวแปร t  

• สําหรับฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดท่ี x  ใด ๆ ในโดเมน จะพบวา ฟงกชันนั้นตอเนื่องท่ี x  ดวย 

แตในทางกลับกัน ฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ี x  อาจหาคาอนุพันธท่ี x  ไมได เชน ฟงกชัน 

( )f x x=  พบวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  ( ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

= )  แตจาก

ตัวอยางท่ี 25 จะเห็นวา ( )0f ′  ไมมีคา 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

ปริมาตรของกรวยกลมตรงในแบบฝกหัด 2.3 ขอ 8 หาไดจาก 21
3

V r hπ=  เม่ือ r   แทน

ความยาวของรัศมีของฐาน และ h  แทนสวนสูง  ท้ังนี้ ในขอ 1) กําหนดใหสวนสูงเปน 

คาคงตัว ดังนั้น V  เปนฟงกชันของตัวแปร r  ในทํานองเดียวกัน ขอ 2) V  เปนฟงกชัน

ของตัวแปร h   
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การหาอนุพันธของฟงกชันโดยใชสูตร  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ครูควรยกตัวอยางฟงกชันท่ีจะหาอนุพันธโดยใชสูตรท่ี 4 – 8 ใหสอดคลองกับความรู

พ้ืนฐานของนักเรียน 

• การหา ( )f a′  โดยใชสูตร จะตองหา ( )f x′  กอน แลวจึงแทน x  ดวย a  ดังแสดงใน

ตัวอยางท่ี 33 

• การหาอนุพันธของฟงกชันท่ีจุดแบงของชวงในกรณีท่ีฟงกชันมีการกําหนดโดเมน

ออกเปนชวงยอยมากกวา 1 ชวง นั้น ไมสามารถหาอนุพันธของฟงกชันท่ีจุดแบงของชวง

โดยใชสูตรได แตตองใชบทนิยาม 3 ในการหาอนุพันธของฟงกชัน  

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน  

• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา อนุพันธของผลคูณเทากับผลคูณของอนุพันธของ 

แตละฟงกชัน เชน นักเรียนเขาใจผิดวาอนุพันธของฟงกชัน ( )( )2 1 2 1y x x= + −  คือ 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 4dy d dx x
dx dx dx

= + ⋅ − = =   ในกรณีนี้ ครูควรแสดงรายละเอียดการหา

อนุพันธของผลคูณโดยใชสูตรท่ี 7  ดังนี้ 

                      dy
dx

 = ( )( )( )2 1 2 1d x x
dx

+ −  

  = ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1d dx x x x
dx dx

+ − + − +   

  = ( )( ) ( )( )2 1 2 2 1 2x x+ + −   
  = 8x    
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• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา อนุพันธของผลหารเทากับผลหารของอนุพันธของแตละ

ฟงกชัน เชน นักเรียนเขาใจผิดวาอนุพันธของฟงกชัน 
2

2
xy

x
=

−
 คือ 

( )
( )

2

2
2

d xdy dx xddx x
dx

= =
−

 

ในกรณีนี้ ครูควรแสดงรายละเอียดการหาอนุพันธของผลหารโดยใชสูตรท่ี 8 ดังนี้ 

                      dy
dx

 = 
2

2
d x
dx x

 
 − 

 

  =  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2 2

2

d dx x x x
dx dx

x

− − −

−
 

  =  
( )( )

( )

2

2

2 2
2

x x x
x

− −

−
 

        =  
( )

2

2

4
2

x x
x
−

−
 

 

อนุพันธของฟงกชันประกอบ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

นักเรียนอาจประสบปญหาในการกําหนดฟงกชัน u  ซ่ึงเปนฟงกชันของตัวแปร x  และเขียน

ฟงกชัน y  ใหอยูในรูปของฟงกชันของตัวแปร u  เม่ือกําหนด y  เปนฟงกชันของตัวแปร x   

ดังนั้น ครูควรใหนักเรียนฝกทักษะเพ่ิมเติม ตามลําดับข้ันตอนตอไปนี้  

 ข้ันท่ี 1  กําหนดฟงกชัน u  ซ่ึงเปนฟงกชันของตัวแปร x  

 ข้ันท่ี 2  เขียนฟงกชัน y  ใหอยูในรูปของฟงกชันของตัวแปร u    

   (ฟงกชัน y  ตองเปน ฟงกชันท่ีหาอนุพันธโดยใชสูตรได) 

เชน สําหรับฟงกชัน 2 1y x= −  สามารถทําไดดังนี้ 
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วิธีท่ี ข้ันท่ี 1 ข้ันท่ี 2 

1 ให 2u x=   จะได 1y u= −  

2 ให 2 1u x= −   จะได y u=   
 

จะเห็นวาในข้ันท่ี 2 ของวิธีท่ี 1 ฟงกชัน 1y u= −   ไมสามารถหาอนุพันธโดยใชสูตรได

โดยตรง แตในข้ันท่ี 2 ของวิธีท่ี 2  ฟงกชัน y u=  สามารถหาอนุพันธโดยใชสูตรได ดังนั้น 

ควรเลือก 2 1u x= −   

 

เสนสัมผัสเสนโคง 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• การหาสมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )( ),P a f a  หรือความชันของเสนสัมผัสเสนโคง

ท่ีจุด ( )( ),P a f a  ครูควรตระหนักวาจะพิจารณาเฉพาะจุดท่ี ( )f a′  หาคาได   

• การแกปญหาเก่ียวกับเสนสัมผัสเสนโคงบางปญหาตองใชความรู เก่ียวกับเรขาคณิต

วิเคราะห ดังนั้นครูควรทบทวนเนื้อหาท่ีเก่ียวของใหกับนักเรียนดวย 

• จากหมายเหตุในตัวอยางท่ี 42 สามารถใชความรูเรื่อง เรขาคณิตวิเคราะหในการหา

ความชันและสมการของเสนสัมผัสวงกลมได ดังนี ้

 จากสมการวงกลม  2 2 25x y+ =   

 จะไดวา วงกลมนี้มีจุดศูนยกลางอยูท่ี ( )0, 0  และมีรัศมียาว 5 หนวย 

 เนื่องจาก จุด ( )3, 4−  อยูบนเสนรอบวงของวงกลมนี้ 

 จะไดวา สวนของเสนตรงท่ีเชื่อมระหวาง ( )0, 0  และ ( )3, 4−  เปนรัศมีของวงกลม 

 ซ่ึงมีความชันเปน 4 0 4
3 0 3
−

= −
− −
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 เนื่องจาก รัศมีของวงกลมท่ีลากผาน ( )3, 4−  ตั้งฉากกับเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุดนั้น 

 จะไดวา ผลคูณของความชันของรัศมีวงกลมท่ีลากผาน ( )3, 4−  กับความชันของ 

 เสนสัมผัสวงกลมท่ีจุดนั้นเปน 1−   

 เนื่องจาก รัศมีของวงกลมท่ีลากผาน ( )3, 4−  มีความชันเปน 4
3

−   

 จะไดวา เสนสัมผัสวงกลมท่ี ( )3, 4−  มีความชันเปน 3
4

 

 ดังนั้น สมการของเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุด ( )3, 4−  คือ ( )( )34 3
4

y x− = − −   

 หรือ 
3 25
4 4

y x= +   

 

อนุพันธอันดับสูง 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

การหาอนุพันธอันดับสูงท่ี x a=  จะตองหาอนุพันธอันดับสูงท่ี x  กอน แลวจึงแทน x  

ดวย a  ดังแสดงในตัวอยางท่ี 48 
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การประยุกตของอนุพันธ 

 

 
กิจกรรม : ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด  

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง ความชันของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูทบทวนบทนิยาม 4  

2. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นครูใหนักเรียนเปดเว็บไซต ipst.me/11547 

3. ครูใหนักเรียนสํารวจความชันของเสนสัมผัสเสนโคงบนชวง ( ) ( ) ( ), , , , ,a b b c c d  และ 

( ),d e  โดยคลิกลากจุด P  ไปตามแนวเสนโคง พรอมท้ังสังเกตความชันของเสนโคงท่ี

จุด P  ซ่ึงแสดงบนหนาจอ แลวตอบคําถามตอไปนี ้

3.1 ชวงใดบางท่ีความชันของเสนโคงเปนจํานวนจริงบวก 

แนวคําตอบ  ชวง ( ),b c และ ( ),d e  

3.2 ชวงใดบางท่ีความชันของเสนโคงเปนจํานวนจริงลบ  

แนวคําตอบ  ชวง ( ),a b  และ ( ),c d  

4. ครูทบทวนความรูของนักเรียนเก่ียวกับฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด  

5. จากขอ 2 ครูใหนักเรียนหาวาชวงใดบางท่ี f  เปนฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด 

แนวคําตอบ  

• f  เปนฟงกชันเพ่ิมในชวง ( ),b c และ ( ),d e   

• f  เปนฟงกชันลดในชวง ( ),a b  และ ( ),c d  
 

  

http://ipst.me/11547
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6. ครูใหนักเรียนเปรียบเทียบคําตอบท่ีไดในขอ 3 และขอ 5 โดยเติมขอมูลลงในตารางตอไปนี้ 
 

ชวง 
ความชันของเสนโคง 

เปนจํานวนจริงบวก/ ลบ 

ฟงกชันเพ่ิม/ ลด 

( ),a b    

( ),b c    

( ),c d    

( ),d e    

 

แนวคําตอบ  

ชวง 
ความชันของเสนโคง 

เปนจํานวนจริงบวก/ ลบ 

ฟงกชันเพ่ิม/ ลด 

( ),a b  เปนจํานวนจริงลบ ฟงกชันลด 

( ),b c  เปนจํานวนจริงบวก ฟงกชันเพ่ิม 

( ),c d  เปนจํานวนจริงลบ ฟงกชันลด 

( ),d e  เปนจํานวนจริงบวก ฟงกชันเพ่ิม 
 

7. ครูอธิบายสรุปวา ถาทุก ๆ จุดในชวงมีความชันของเสนโคงเปนจํานวนจริงบวก แลว

ฟงกชันจะเปนฟงกชันเพ่ิมในชวงนั้น ในทางตรงกันขาม ถาทุก ๆ จุดในชวงมีความชัน

ของเสนโคงเปนจํานวนจริงลบ แลวฟงกชันจะเปนฟงกชันลดในชวงนั้น  

8. ครอูธิบายทฤษฎีบท 8  
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กิจกรรม : คาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ําสุดสัมพัทธ และจุดวิกฤต   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ ใชสอนทฤษฎีบท 9 บทนิยาม 7 และทฤษฎีบท 10 ท้ังนี้ครูควรทบทวน

ความหมายของคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธในบทนิยาม 6 กอนใหนักเรียนทํากิจกรรม 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้น ครูใหนักเรียนเปดเว็บไซต ipst.me/11548 

2. จากกราฟของฟงกชัน f  ท่ีแสดงบนหนาจอ ครูใหนักเรียนหาจุดสูงสุดสัมพัทธและจุด

ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชัน f  

แนวคําตอบ 

• ฟงกชัน f  มีจุดสูงสุดสัมพัทธอยูท่ีจุด ( )1, 3B −  หรือท่ี 1x = −   

• ฟงกชัน f  มีจุดต่ําสุดสัมพัทธอยูท่ีจุด ( )8, 1A − −  และ ( )6, 4C −  หรือ 8x = −  

และ 6x =  ตามลําดับ 

3. ครูใหนักเรียนสํารวจความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธและจุดต่ําสุด

สัมพัทธ โดยคลิกลากจุด P  ไปตามแนวเสนโคง แลวหาความชันของเสนโคงของฟงกชัน

ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธและจุดต่ําสุดสัมพัทธแตละจุด 

แนวคําตอบ 

• ความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธ B  เทากับ 0  

• ความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ A  เทากับ 0 

• ความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ C  เทากับ 0 

4. ครูอธิบายเชื่อมโยงคําตอบท่ีไดจากขอ 3 กับบทนิยาม 4 ดังนี้ 

• ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธ B  จะไดวา ( )1 0f ′ − =  

• ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ A  จะไดวา ( )8 0f ′ − =  

• ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ A  จะไดวา ( )6 0f ′ =  

http://ipst.me/11548
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5. จากคําตอบท่ีไดในขอ 4 ครอูธิบายสรุปทฤษฎีบท 9  จากนั้นแนะนําคาวิกฤตและจุดวิกฤต

ในบทนิยาม 7 

6. ครูใหนักเรียนหาคาวิกฤตและจุดวิกฤตของฟงกชัน f ในขอ 1 

แนวคําตอบ 

• คาวิกฤตของฟงกชัน f  คือ 8, 1− −  และ 6    

• จุดวิกฤตของฟงกชัน f  คือ ( ) ( )8, 1 , 1, 3− − −  และ ( )6, 4−   

7. ครูใหนักเรียนสํารวจการเปลี่ยนแปลงคาของอนุพันธของฟงกชัน f  รอบ ๆ จุดวิกฤต 

โดยคลิกลากจุด P  ไปตามแนวเสนโคง จากดานซายไปดานขวาของจุดวิกฤตแตละจุด 

และหาวาคาของอนุพันธของฟงกชัน f  มีการเปลี่ยนแปลงอยางไร 

แนวคําตอบ 

• ท่ีจุดวิกฤต ( )8, 1− −  พบวา คาของอนุพันธของฟงกชัน f เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบ

เปนจํานวนจริงบวก   

• ท่ีจุดวิกฤต ( )1, 3−  พบวา คาของอนุพันธของฟงกชัน f เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวก

เปนจํานวนจริงลบ   

• ท่ีจุดวิกฤต ( )6, 4−  พบวา คาของอนุพันธของฟงกชัน f เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบ

เปนจํานวนจริงบวก   

8. ครอูธิบายสรุปทฤษฎีบท 10  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ความเร็วและอัตราเร็วในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 มีความหมายไมแตกตางกันและสามารถใชแทนกันได แตในวิชาฟสิกสความเร็ว

และอัตราเร็วมีความหมายท่ีแตกตางกัน โดยความเร็วเปนปริมาณเวกเตอร สวน

อัตราเร็วเปนปริมาณสเกลาร  
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• การหาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดสัมพัทธ สามารถทําไดโดยใชบทนิยาม 6 หรือ ทฤษฎีบท 10 

หรือ ทฤษฎีบท 11 แตการใชทฤษฎีบท 11  มีขอจํากัดท่ีคาวิกฤต c  ของฟงกชัน f  ซ่ึง 

( ) 0f c′ =   และ ( )f c′′  มีคาและไมเทากับ 0 เชน ในการหาคาสูงสุดสัมพัทธหรือจุด

ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชัน ( ) 4 32f x x x= −  ทําไดดังนี ้

 จาก  ( ) 4 32f x x x= −   

 จะได  ( ) ( )3 2 24 6 4 6f x x x x x′ = − = −   

 ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0x =  หรือ 3
2

x =   

 จะไดวา คาวิกฤตของฟงกชัน f  มี 2 คา คือ 0 และ 3
2

  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ีสองของฟงกชัน f  จะได ( ) 212 12f x x x′′ = −   

 เนื่องจาก ( )0 0f ′′ =   และ 3 9
2

f  ′′ = 
 

  

 จากทฤษฎีบท 11 จะไดวา 3 0
2

f  ′ = 
 

 และ 3 9
2

f  ′′ = 
 

 ซ่ึงมากกวา 0 

 ดังนั้น f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 3
2

x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธ คือ 3
2

f  
 
 

 

 แตในกรณีท่ี 0x =  จะได ( )0 0f ′′ =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 11 ได 

 ดังนั้น จะพิจารณาคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธโดยใชทฤษฎีบท 10 ดังนี้ 

 จาก  ( ) 3 24 6f x x x′ = −  และคาวิกฤตของฟงกชัน f  มี 2 คา คือ 0 และ 3
2

  

 จะไดวา การเปลี่ยนแปลงของอนุพันธของฟงกชัน f  เปนดังนี้ 

 

 

0 
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จากรูป จะเห็นวาคาของอนุพันธของฟงกชัน f  รอบ 0x =  ไมมีการเปลี่ยนแปลง

จากจํานวนจริงบวกเปนจํานวนจริงลบ หรือไมมีการเปลี่ยนแปลงจากจํานวนจริง

ลบเปนจํานวนจรงิบวก   

ดังนั้น 0x =  เปนคาวิกฤตท่ีไมไดทําใหฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุด

สัมพัทธ  

ดังจะเห็นไดจากกราฟของฟงกชัน f  ดังนี้  

 

• การแกโจทยปญหาเก่ียวกับคาต่ําสุดหรือคาสูงสุดในหัวขอ 2.8.3 ครูควรเนนย้ําวาการ

กําหนดโดเมนของฟงกชันตองพิจารณาบริบทของปญหาดวย เชน ตัวอยางท่ี 56 ซ่ึง

กําหนดฟงกชันแสดงความสัมพันธระหวางพ้ืนท่ีและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก

จะไดวา 0 ไมอยูในโดเมนของฟงกชันนี้ เนื่องจากความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากตอง

มากกวา 0 หนวย และในตัวอยางท่ี 59 ซ่ึงกําหนดฟงกชันแทนรายไดตอวันของเจาของ

โรงแรม จะไดวา 0 อยูในโดเมนของฟงกชันนี้ เนื่องจากเจาของโรงแรมอาจไมข้ึนราคา

คาหองพักตอวัน 
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ปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ในการหาปฏิยานุพันธของฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให นักเรียนอาจหาปฏิยานุพันธของฟงกชัน 

f  ไดแตกตางกัน ครูควรใหนักเรียนตรวจสอบคําตอบท่ีไดโดยหาอนุพันธของคําตอบท่ีได 

แลวพิจารณาวาเทากับฟงกชัน f  หรือไม เชน นักเรียนอาจตอบวาปฏิยานุพันธของ 

2

12x
x

−   คือ 2 1x c
x

+ +  หรือ 2 1x x c−+ +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว  ท้ังนี้ ครูควรชี้แนะ

ใหนักเรียนตรวจสอบโดยหาอนุพันธของปฏิยานุพันธท่ีได ซ่ึงจะไดวา 

2 1d x c
dx x

 + + 
 

 =  2

12x
x

−  

และ       ( )2 1d x x c
dx

−+ +  =  2

12x
x

−  

จะเห็นวา อนุพันธของคําตอบท้ังสองเทากัน ซ่ึงเทากับ 2

12x
x

−   

• การหาปฏิยานุพันธของ 1
x

 หรือ 1x−  ไมสามารถทําไดโดยใชสูตรท่ี 2 ท้ังนี้นักเรียนจะได

ศึกษาในระดับอุดมศึกษาตอไป 

• ตัวอยางท่ี 74 ขอ 3) จะไดคําตอบจากการแกสมการกําลังสองเปน 0t =  หรือ 4t =  

แต 0t =  คือ เวลาเริ่มตนโยนวัตถุไมใชเวลาท่ีวัตถุตกถึงพ้ืนดิน ดังนั้นเม่ือเวลาผานไป 4 

วินาที วัตถุจึงจะตกถึงพ้ืนดิน 
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ความเขาใจคลาดเคล่ือน   

นักเรียนอาจเขาใจผิดวา 
dy dydx
dx dx

=∫ dx dy=∫ ∫  ท้ังนี้ ครูควรชี้แจงวา dy
dx

 ไมใชเศษสวน 

แตเปนสัญลักษณท่ีใชแทนอนุพันธอันดับ 1 ของ y  เทียบกับ x  แต dy dx
dx∫  คือ การหา

ปริพันธท่ีมี dy
dx

 เปนปริพัทธ และมี dx  เปนสัญลักษณท่ีบอกวาการหาปริพันธนี้เทียบกับ 

ตัวแปร x  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

• การหาปริพันธไมจํากัดเขตของฟงกชันในแบบฝกหัด 2.9 ขอ 2 อาจตองจัดรูปฟงกชันท่ี

กําหนดให กอนใชสูตรการหาปริพันธไมจํากัดเขต เชน ขอ 8) สามารถจัดรูป ( )2 3x x −  

ไดเปน 3 23x x−   

• แบบฝกหัด 2.9 ขอ 7  3) จะไดคําตอบจากการแกสมการกําลังสองเปน 3t =  หรือ 

17t =  ซ่ึงเปนไปไดท้ัง 2 คําตอบ โดย 3t =  เปนเวลาท่ีวัตถุกําลังเคลื่อนท่ีข้ึนและอยูใน

ตําแหนงท่ีสูงจากพ้ืนดิน 249.9 เมตร และ 17t =  เปนเวลาท่ีวัตถุกําลังเคลื่อนท่ีลงและ

อยูในตําแหนงท่ีสูงจากพ้ืนดิน 249.9 เมตร  
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ปริพันธจํากัดเขตและพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ครูอาจเริ่มตนการสอนเก่ียวกับพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงโดยยกตัวอยางการหาพ้ืนท่ีปดลอม

ดวยเสนตรง y x= , แกน X , เสนตรง 1x =  ถึง 2x =  โดยใชสูตรหาพ้ืนท่ีของรูป

เรขาคณิตท่ีนักเรียนเคยเรียนมาแลว จากนั้นจึงเปรียบเทียบกับการใชปริพันธจํากัดเขต 

ดังนี้  

 
 

วิธีท่ี 1   การหาพ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาโดยใชสูตรหาพ้ืนท่ีของรูปเรขาคณิต  

  จะเห็นวา พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาเปนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู  

  ดังนั้น พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา =  
1
2
×ผลบวกของความยาวดานคูขนาน×ความสูง 

     =  ( )1 1 2 1
2
× + ×    

     =  
3
2

  ตารางหนวย 
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วิธีท่ี 2  การหาพ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาโดยใชปริพันธจํากัดเขต  

  จะได  พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา =  
2

1

x dx∫   

     =  

22

12
x

  

     =  
4 1
2 2
−   

     =  
3
2

  ตารางหนวย 

จะเห็นวา พ้ืนท่ีท่ีไดจากการหาวิธีท่ี 1 เทากับวิธีท่ี 2  

• ให A  เปนพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  กับแกน X  จาก a  ถึง b  จะพบวา  

o ถา ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว ( )
b

a

A f x dx= ∫   

o ถา ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว ( )
b

a

A f x dx= −∫  

o ถา [ ],c a b∈  ซ่ึง ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ],x a c∈  และ ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก 

[ ],x c b∈  แลว ( ) ( )
c b

a c

A f x dx f x dx= −∫ ∫  
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2.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

 
 กิจกรรม : สรางถนนอยางไรใหประหยัดงบ 

หมูบาน A  และหมูบาน B  อยูหางกัน 2 กิโลเมตร และหมูบานท้ังสองอยูหางจากถนนสาย 

หลัก 10 กิโลเมตร ดังรูป 

 
ถาตองการสรางถนนเชื่อมระหวางหมูบานท้ังสองเชื่อมกับถนนสายหลักโดยมีเง่ือนไขวาระยะ 

ทางจากแตละหมูบานไปยังถนนสายหลักตองเทากัน จะสรางถนนใหมีความยาวสั้นท่ีสุด เพ่ือให 

ประหยัดงบประมาณในการสรางมากท่ีสุด ไดอยางไร 

ข้ันตอนการปฏิบัติ 

1. นักเรียนมีแนวคิดท่ีจะสรางถนนอยางไร ใหสอดคลองกับเง่ือนไขขางตน 

2. นําแผนผังของหมูบานท้ังสองและถนนสายหลัก มาเขียนลงในระบบพิกัดฉาก โดยใหแกน X  

แทนถนนสายหลัก จุด ( )1, 10A −  แทนตําแหนงของหมูบาน A  และจุด ( )1, 10B  แทน

ตําแหนงของหมูบาน B   

3. กําหนด [ ]0, 10c∈  และจุด C  เปนจุดบนเสนตรง y c=  จงหาพิกัดของจุด C  ท่ีทําให  
AC BC=   

4. ใหจุด D  อยูบนแกน X  จงหาพิกัดของจุด D  ท่ีทําให CD  นอยท่ีสุด และจงหา CD  

ท่ีนอยท่ีสุดในรูปของ c   
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5. จงหา c  ท่ีทําให AC BC CD+ +  นอยท่ีสุด และจงหา AC BC CD+ +  ท่ีนอยท่ีสุด 

6. จากขอ 2 – 5 จงอธิบายวาจะสรางถนนเชื่อมระหวางหมูบานท้ังสองและเชื่อมกับถนนสาย

หลักอยางไร ใหระยะทางจากแตละหมูบานไปยังถนนสายหลักเทากัน และถนนมีความยาว

สั้นท่ีสุด พรอมท้ังหาความยาวของถนนท่ีสั้นท่ีสุดและระยะทางจากแตละหมูบานไปยัง

ถนนสายหลัก 
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เฉลยกิจกรรม : สรางถนนอยางไรใหประหยัดงบ 

1. คําตอบในขอนี้เปนเพียงการคาดการณ นักเรียนสามารถตอบไดอยางอิสระ ท้ังนี้ นักเรียน

สวนใหญอาจมีแนวคิดท่ีจะสรางถนนโดยเริ่มจากสรางถนนเชื่อมระหวางหมูบานท้ังสอง 

แลวสรางถนนอีกเสนจากจุดก่ึงกลางถนนเสนแรกไปตั้งฉากกับถนนเสนหลัก จะได

ความยาวของถนนท้ังหมด 12 กิโลเมตร ซ่ึงยังไมใชถนนท่ีสั้นท่ีสุด โดยนักเรียนจะได

ศึกษาวิธีการหาถนนท่ีสั้นท่ีสุดในข้ันตอนตอ ๆ ไป  

2. นําแผนผังของหมูบานท้ังสองและถนนสายหลัก มาเขียนลงในระบบพิกัดฉากไดดังนี้ 

 
3. พิกัดของจุด C  คือ ( )0, c  

4. CD  นอยท่ีสุด เม่ือ CD  ตั้งฉากกับแกน X  ดังนั้นจุด D  ตองมีพิกัดเปน ( )0,0   

 และ CD  ท่ีนอยท่ีสุด คือ c  กิโลเมตร 

5. เนื่องจาก ( )22 1 10AC BC CD c c+ + = + − +   

 ให ( ) ( )22 1 10f c c c= + − +   เม่ือ [ ]0,10c∈  

 ดังนั้น ( ) ( )
( )2

2 10
1

1 10

c
f c

c

−
′ = +

+ −
 

 ถา ( ) 0f c′ =  แลวจะได ( )
( )2

2 10
1 0

1 10

c

c

−
+ =

+ −
  นั่นคือ  110

3
c = −  

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0,10  คือ 110
3

−  



      
   
   

    บทท่ี 2 | แคลคูลสัเบื้องตน  

                                                                                                  คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1   129 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 ตอไปคํานวณหา ( ) 10 , 10
3

f f  
− 

 
 และ ( )10f   

 จะได ( )0 2 101f =   

  110 10 3
3

f  
− = + 

 
 

  ( )10 12f =  

 สรุปไดวา 110
3

c = −  จะใหคาต่ําสุดสัมบูรณบนชวง [ ]0,10   

 และคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ 110 10 3 11.732
3

f  
− = + ≈ 

 
  

 ดังนั้น AC BC CD+ +  นอยท่ีสุด เม่ือ 110
3

c = −   

 และ AC BC CD+ +  ท่ีนอยท่ีสุด คือ 10 3+  ซ่ึงมีคาประมาณ 11.732  
6.  

 

จากรูป เนื่องจากจุด C  มีพิกัดเปน 10, 10
3

 
− 

 
 ดังนั้น จะตองสรางถนนจากแตละหมูบาน

มาเชื่อมกันท่ีจุดท่ีหางจากจุดก่ึงกลางระหวางหมูบานท้ังสอง (ซ่ึงมีพิกัดเปน ( )0, 10 ) เปน

ระยะทาง 1 110 10
3 3

 
− − = 
 

 กิโลเมตร หรือประมาณ 577 เมตร จากนั้น สรางถนน

จากจุดนี้ไปตั้งฉากกับถนนสายหลัก จึงจะทําใหความยาวของถนนท่ีสรางสั้นท่ีสุด โดยถนน

ท่ีสรางจะมีความยาวประมาณ 11.732 กิโลเมตร  แตเนื่องจากระยะทางจากแตละหมูบานไป 
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ยังจุด C มีความยาวประมาณ 
2

1 210 10 1
3 3

  
− − + =  
  

 กิโลเมตร หรือประมาณ 

1.155 กิโลเมตร ดังนั้น ระยะทางจากแตละหมูบานไปยังถนนสายหลักมีความยาวประมาณ 

11.732 1.155 10.577− =  กิโลเมตร 
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แนวทางการจัดกิจกรรม : สรางถนนอยางไรใหประหยัดงบ 

เวลาในการจัดกิจกรรม 50 นาที  

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนใชความรู เรื่อง แคลคูลัสเบื้องตน เพ่ือแกปญหาในสถานการณท่ี

กําหนดให  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี ้

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรม “สรางถนนอยางไรใหประหยดังบ” 

2. เครื่องคํานวณซ่ึงสามารถเขียนกราฟได 

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นแจกใบกิจกรรม “สรางถนนอยางไรให

ประหยัดงบ” ใหกับนักเรียนทุกคน แลวใหนักเรียนศึกษาสถานการณปญหา  

2. ครคูวรนําอภิปรายเก่ียวกับสถานการณปญหาในใบกิจกรรมเพ่ือใหนักเรียนทุกคนเขาใจ

ตรงกัน 

3. ครูใหนักเรียนตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1  ในใบกิจกรรม  

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1 – 3 โดยไมตอง

คํานึงถึงความถูกตองของคําตอบ 

5. ครูใหนักเรียนแตละคูรวมกันตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 2 – 6 ในใบ

กิจกรรม ท้ังนี้ครูควรชี้แนะใหนักเรียนใชเครื่องคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือชวยในการ

เขียนกราฟและการคํานวณหาคาประมาณ 

6. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 2 – 6  
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2.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด การให

นักเรียนทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของ

นักเรียน  ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอ

แบบฝกหัดท่ีครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน  

ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

การหาลิมิตของฟงกชันจากตารางและกราฟ 2.1ก ขอ 1 – 7   

การหาลิมิตของฟงกชันโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 2.1ข ขอ 1 – 6  

การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันท่ีจุด 2.2 ขอ 1, 5  

การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันบนชวง 2.2 ขอ 2 – 4  

อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยและการหาอนุพันธของฟงกชันโดยใช

บทนิยาม 

2.3 ขอ 1 – 12 

การหาอนุพันธของฟงกชันโดยใชสูตร 2.4 ขอ 1 – 7 

การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ 2.5 ขอ 1 – 7  

การหาความชันของเสนโคงและเสนสัมผัสเสนโคง 2.6 ขอ 1 – 11  

การหาอนุพันธอันดับสูง 2.7 ขอ 1 – 5  

การประยุกตของอนุพันธเก่ียวกับการเคลื่อนท่ีแนวตรง 2.8.1 ขอ 1 – 4  
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เนื้อหา แบบฝกหัด 

การประยุกตของอนุพันธเก่ียวกับคาสูงสุดและคาต่ําสุดของฟงกชัน 2.8.2 ขอ 1 – 4  

การแกโจทยปญหาเก่ียวกับคาสูงสุดและคาต่ําสุด 2.8.3 ขอ 1 – 16  

การหาปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต และการแกโจทยปญหา

โดยใชความรูเก่ียวกับปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต 

2.9 ขอ 1 – 12 

การหาปริพันธจํากัดเขตและการแกโจทยปญหาโดยใชความรู

เก่ียวกับปริพันธไมจํากัดเขต 

2.10 ขอ 1 – 2  

การหาพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2.11 ขอ 1 – 4  
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2.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 มีจุดมุงหมายวาเม่ือนักเรียน

ไดเรียนจบบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให 

2. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให 

3. หาความชันของเสนโคง 

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา 

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให และนําไปใชแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด

ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ

เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย ซ่ึงประกอบดวยโจทยฝกทักษะหรือโจทยท่ีมีความนาสนใจ 

และโจทยทาทาย  ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตาม

จุดมุงหมายของบทเพ่ือตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบ

บทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

บทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี ้

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให 1 1) – 8) 

 2 1) – 6) 

 3 1) – 4) 

 9*  

 10 1) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

2. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให 4 1) – 4)  

 5 1) – 4) 

 6 1) – 4) 

 7 1) – 2) 

 8  

 9*  

 10 2) 

 12 1) – 2) 

3. หาความชันของเสนโคง 15 1) – 2) 

 16  

 17  

 19  

 20  

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา 13 1) – 4) 

 14 1) – 10) 

 18  

 21  

 22  

 23  

 24  

 25  

 26  

 27 1) – 4) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา (ตอ) 28 1) – 3) 

 29 1) – 2) 

 30 1) – 4) 

 31  

 32 1) – 2) 

 33  

 34  

 35  

 36 1) – 2) 

 37 1) – 4) 

 38 1) – 2) 

 39  

 40  

 44  

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให  45 1) – 8) 

 และนําไปใชแกปญหา 46  

 47 1) – 2) 

 48 1) – 2) 

 50  

 51  

 52  

 53 1) – 3) 

 55 1) – 4), 6) – 7) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให  56 1) – 3) 

 และนําไปใชแกปญหา (ตอ) 57  

 58  

 59  

 60  

 62 1) – 2) 

 63 1) – 2) 

 64  

โจทยฝกทักษะ/โจทยท่ีมีความนาสนใจ 11  

 49  

โจทยทาทาย 41  

 42  

 43 1) – 2)  

 54  

 55 5), 8) 

 61  
 
หมายเหตุ 

 แบบฝกหัดทายบทขอ 9 สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียนมากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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2.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 

ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูท่ีจะกลาวถึงในคูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 บทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน มี 3 หัวขอ ไดแก 

1. การพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับแคลคูลัสท่ีกลาวถึงแตไม ไดแสดงการพิสูจนไว ใน 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 

2. ความสัมพันธระหวางอนุพันธและความตอเนื่องของฟงกชัน f  ท่ีจุด c 

3. ปริพันธไมตรงแบบ (Improper Integral) 

โดยมีรายละเอียดในแตละหัวขอเปนดังนี้ 
 
การพิสูจนทฤษฎีบทเกี่ยวกับแคลคูลัสท่ีกลาวถึงในหนังสือเรียน 

หัวขอนี้แบงการนําเสนอเปน 2 สวน ไดแก 

สวนท่ี 1 ทฤษฎีบท บทนิยาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

โดยมีรายละเอียดในแตละสวนเปนดังนี้ 

สวนท่ี 1  ทฤษฎีบท บทนยิาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

• ทฤษฎีบท i 

ให a  และ b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ 

1.  a b b a− = −   

2.  a b a b+ ≤ +     (อสมการสามเหลี่ยม : Triangle Inequality)  

3.  a b a b− ≤ +  

4.  a b a b− ≤ −  

• ทฤษฎีบท ii 

ให x  และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก แลว 
n nx a− = ( ) ( )1 2 2 3 1...n n n nx a x ax a x a− − − −− ⋅ + + + +  
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• บทนิยาม iii 

ให A⊂   จะกลาววา x∈  เปนจุดลิมิต (limit point) ของเซต A  ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก 

0ε >  ชวง ( ),x xε ε− +  จะตองมีสมาชิกในเซต A  ในชวง ( ),x xε ε− +  ท่ีไมใชจุด x  

กลาวคือ  x  เปนจุดลิมิตของเซต A  ก็ตอเม่ือ ( ) { }( )0, ,x x A xε ε ε∀ > − + ∩ − ≠∅  

ตัวอยาง   

จํานวนจริงทุกจํานวนเปนจุดลิมิตของเซตของจํานวนจริง เนื่องจาก สําหรับทุก x∈  

จะไดวา ( ) { }( ),x x xε ε− + ∩ − ≠ ∅  ทุก 0ε >  

• บทนิยาม iv 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  จะกลาววา จํานวนจริง L  เปนลิมิตของ f  

เม่ือ x  เขาใกล a  ซ่ึงเขียนแทนดวย ( )lim
x a

f x L
→

=  ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก 0ε >  จะมี 

0δ >  ซ่ึงทําให ( )f x L ε− <  สําหรับทุก x A∈  ท่ี x a δ− <  กลาวคือ 

( )lim
x a

f x L
→

=  ก็ตอเม่ือ ถา 0 0 ,x A x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ − <  แลว ( )f x L ε− <  

• ทฤษฎีบท v 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  

1.  ถา ( )lim 0
x a

f x
→

>  แลว จะมี δ  ซ่ึง ( ) 0f x >  ทุก ( ) { }( ),x a a A aδ δ∈ − + ∩ −   

2.  ถา ( )lim 0
x a

f x
→

<  แลว จะมี δ  ซ่ึง ( ) 0f x <  ทุก ( ) { }( ),x a a A aδ δ∈ − + ∩ −  

3.  ถา ( )lim 0
x a

f x
→

≠  แลว จะมี δ  ซ่ึง ( ) 0f x ≠  ทุก ( ) { }( ),x a a A aδ δ∈ − + ∩ −   

• บทนิยาม vi 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ c A∈  จะกลาววา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  

ก็ตอเม่ือ ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  
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• บทนิยาม vii 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  อนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี a   

เขียนแทนดวย ( )f a′  คือ 

( ) ( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −
′ =  

ถาเราให x a h= +  เราจะเห็นวา เม่ือ h  ลูเขาสู 0 แลว x  จะลูเขาสู a   

โดยการเปลี่ยนตัวแปร จะสามารถเขียนอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี a  ไดอีกวิธีดังนี้ 

( ) ( ) ( )lim
x a

f x f a
f a

x a→

−
′ =

−
 

• ทฤษฎีบท viii 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  ถา f  มีอนุพันธท่ี a  แลว f จะมีความตอเนื่องท่ี a   

• ทฤษฎีบท ix (ทฤษฎีบทคามัชฌิม : Mean Value Theorem) 

ให [ ]: ,f a b →  เปนฟงกชันตอเนื่อง และมีอนุพันธท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  แลว  

จะมี ( ),c a b∈  ซ่ึง  

( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 

• บทนิยาม x 

ให A⊂   และ :f A→  เปนฟงกชัน จะกลาววา 

1.  f  เปนฟงกชันเพ่ิม (increasing function) ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก ,x y A∈      

 ถา x y<  แลว ( ) ( )f x f y<  

2.  f  เปนฟงกชันลด (decreasing function) ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก ,x y A∈   

 ถา x y<  แลว ( ) ( )f x f y>  
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• บทนิยาม xi 

ให A⊂   จะกลาววา  

1.  u  เปนขอบเขตบน (upper bound) ของเซต A  ถา u a≥  ทุก a A∈  และจะกลาววา 

A  มีขอบเขตบน (bounded above) เม่ือมีจํานวนจริง u  ท่ีเปนขอบเขตบนของ A  

2.  l  เปนขอบเขตลาง (lower bound) ของเซต A  ถา l a≤  ทุก a A∈  และจะกลาววา 

A  มีขอบเขตลาง (bounded below) เม่ือมีจํานวนจริง l  ท่ีเปนขอบเขตลางของ A  

จะกลาววา A  เปนเซตมีขอบเขต (bounded set) เม่ือ A  มีท้ังขอบเขตบนและขอบเขตลาง 

• ทฤษฎีบท xii 

ให [ ]: ,f a b →  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  แลวเรนจของ f  เปนเซตปดท่ีมีขอบเขต 

• บทนิยาม xiii 

ให A⊂   เรียกจํานวนจริง x  วาเปนขอบเขตบนนอยสุด (least upper bound) หรือ

ซูพรีมัม (supremum) ของ A  เขียนแทนดวย supx A=  ก็ตอเม่ือ   

1.  x  เปนขอบเขตบนของ A  

2.  ถา y  เปนขอบเขตบนของ A  แลว x y≤  

• บทนิยาม xiv 

ให A⊂   เรียกจํานวนจริง x  วาเปนขอบเขตลางมากสุด (greatest lower bound) หรือ

อินฟมัม (infimum) ของ A  เขียนแทนดวย infx A=  ก็ตอเม่ือ   

1.  x  เปนขอบเขตลางของ A  

2.  ถา y  เปนขอบเขตลางของ A  แลว y x≤  

• ทฤษฎีบท xv 

ให A  เปนเซตปดท่ีไมเปนเซตวาง 

1.  ถา A  มีขอบเขตบน แลว sup A A∈  

2.  ถา A  มีขอบเขตลาง แลว inf A A∈  
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สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

• ทฤษฎีบท 1 

ให a  เปนจํานวนจริง จะไดวา 

1.  lim
x a

c c
→

=  เม่ือ c  เปนคาคงตัวใด ๆ 

2.  lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  

พิสูจน 

1. จากบทนิยาม iv จะเห็นวาในท่ีนี้ ( )f x c=  L c=  และ A =    

 ให 0ε >   

 เลือก δ ε=   

 ให x A∈  ท่ี x a δ− <  

 จะไดวา ( ) 0f x L c c ε− = − = <  

 นั่นคือ lim
x a

c c
→

=  

2. ในการพิสูจนวา lim n n

x a
x a

→
= จะแบงการพิสูจนออกเปน 2 ข้ัน คือ  

     ข้ันท่ี 1 จะแสดงวา lim
x a

x a
→

=   

     ข้ันท่ี 2 จะแสดงวา lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  โดยท่ี 1n ≠  

ข้ันท่ี 1  

ให 0ε >   

เลือก 1δ ε=  

สําหรับทุก x∈  ท่ี 1x a δ− <  จะไดวา x a ε− <  

นั่นคือ lim
x a

x a
→

=  

ข้ันท่ี 2  

ให n∈  โดยท่ี 1n ≠  

เนื่องจาก lim
x a

x a
→

=  

จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <   แลว 
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       x a−  <  1 

  x a−  ≤  x a−  <  1 

                x    <  1 a+  

  พิจารณา 

       1 2 2 3 2 1n n n n nx ax a x a x a− − − − −+ + + + +
 

      ≤  1 2 2 3 2 1n n n n nx ax a x a x a− − − − −+ + + + +
 

      =  1 2 32 2 1n n n n nx a x a x a x a− − − − −+ + + + +  

      <  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n na a a a a a a a
− − − − −+ + + + + + + + +  

   ให ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n n

nk a a a a a a a a
− − − − −= + + + + + + + + +  

    จะไดวา 0nk >  

    ให 0ε >   

    ดังนั้น 0
nk
ε

>  

    เลือก 2min ,
nk
εδ δ

 
=  

 
 

    ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

     n nx a−  

       = ( ) ( )1 2 2 3 2 1n n n n nx a x ax a x a x a− − − − −− ⋅ + + + + +
 

      = 1 2 2 3 2 1n n n n nx a x ax a x a x a− − − − −− ⋅ + + + + +
 

       ≤ ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n nx a a a a a a a a a
− − − − −− ⋅ + + + + + + + + +  

      < nkδ ⋅  

      ≤ n
n

k
k
ε
⋅  

      = ε  
    นั่นคือ lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  
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• ทฤษฎีบท 2 

กําหนดให ,a L  และ M  เปนจํานวนจริงใด ๆ ถา f  และ g  เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและ 

เรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยท่ี ( )lim
x a

f x L
→

=  และ ( )lim
x a

g x M
→

=  แลว 

1.  ( ) ( )lim lim
x a x a

cf x c f x cL
→ →

= =  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

2.  ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

+ = + = +  

3.  ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

− = − = −  

4.  ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅  

5.  ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
g x g x M

→

→
→

 
= =  

 
 เม่ือ 0M ≠   

6.  ( )( ) ( )( )lim lim
nn n

x a x a
f x f x L

→ →
= =  เม่ือ n∈  

พิสูจน 

1. สมมติ f gD D A= =  โดยท่ี A  เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริงท่ีไมเปนเซตวาง 

  ให c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง และ 0ε >  

  เนื่องจาก 0c ≥  

  ดังนั้น 1 0c + >  

  จะไดวา 0
1c

ε
>

+
 

  เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

  จะมี 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา x a δ− <  แลว ( )
1

f x L
c
ε

− <
+

 

  ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

   ( )cf x cL− = ( )c f x L− <
1

c
c
ε

⋅
+

< ε  

  นั่นคือ ( ) ( )lim lim
x a x a

cf x cL c f x
→ →

= =  

2. ให 0ε >  

เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  
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 จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว ( )
2

f x L ε
− <  

 เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

 จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว ( )
2

g x M ε
− <  

 เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

 ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

  ( ) ( )( ) ( )f x g x L M+ − + = ( )( ) ( )( )f x L g x M− + −  

            ≤ ( ) ( )f x L g x M− + −  

            <
2 2
ε ε
+  

           = ε  

 นั่นคือ ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x L M f x g x
→ → →

+ = + = +  

3. ให 0ε >  

 เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

 จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว ( )
2

f x L ε
− <  

 เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

 จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว ( )
2

g x M ε
− <  

 เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

 ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

  ( ) ( )( ) ( )f x g x L M− − −  =  ( )( ) ( )( )f x L g x M− − −  

           ≤  ( ) ( )f x L g x M− + −  

           <  
2 2
ε ε
+  

           =  ε  

นั่นคือ ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x L M f x g x
→ → →

− = − = −  
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4. ให 0ε >  

    เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

   จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว  

( ) ( )2 1
g x M

L
ε

− <
+

 

   และจะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว 

   ( )g x M−  <    1 

  ( )g x M−  <  ( )g x M−  <    1 

              ( )g x  <    1 M+  

  เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

 จะมี 3 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 3x a δ− <  แลว  

( ) ( )2 1
f x L

M
ε

− <
+

 

  เลือก { }1 2 3min , ,δ δ δ δ=  

  ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

  ( ) ( )f x g x L M⋅ − ⋅ = ( ) ( ) ( ) ( )f x g x L g x L g x L M⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

           = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )f x g x L g x L g x L M⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

          ≤ ( ) ( ) ( ) ( )f x g x L g x L g x L M⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

          = ( ) ( ) ( )g x f x L L g x M⋅ − + ⋅ −  

          < ( ) ( ) ( )
1

2 1 2 1
M L

M L
ε ε

+ ⋅ + ⋅
+ +

 

          <
2 2
ε ε
+  

          = ε  

  นั่นคือ ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x L M f x g x
→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅  
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5. สมมติให 0M ≠  

   ตองการแสดงวา 
( )
1 1lim

x a g x M→
=  

  เนื่องจาก ( )lim 0
x a

g x M
→

= ≠  

  โดยทฤษฎีบท v จะไดวา มี 1 0δ >  ซ่ึง ( ) 0g x ≠  สําหรับ ( ) { }( )1 1,x a a A aδ δ∈ − + ∩ −  

  กลาวคือ ท่ีรอบ ๆ จุด a  คาของ ( ) 0g x ≠  

  เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

  ดังนั้น สําหรับ 1x a δ− <  จะไดวา 

       ( )g x M−  <
2
M

 

         ( )M g x− ≤  ( )M g x−   <
2
M

 

               ( )g x  >  
2
M

 

              
( )
1

g x
 <  2

M
 

ให 0ε >  

จะไดวา 
2

0
2

M ε
>  

     จาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว  

( )
2

2
M

g x M
ε

− <  

    เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

    ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 
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( )
1 1

g x M
−  =  ( )

( )
M g x
M g x
−
⋅

 

   =  
( )

( )1 1 M g x
M g x

⋅ ⋅ −  

   =  
( )

( )1 1 g x M
M g x

⋅ ⋅ −  

   <  

2
1 2

2
M

M M
ε

⋅ ⋅   

   =  ε  

    นั่นคือ 
( )
1 1lim

n g x M→∞
=  

    จากบทพิสูจนกอนหนา จะไดวา 

( )
( ) ( ) ( )

1lim lim
x a x a

f x
f x

g x g x→ →

   
= ⋅      

   
 

( ) ( )
1lim lim

x a x a
f x

g x→ →
= ⋅  

1L
M

= ⋅  

L
M

=  

( )
( )

lim

lim
x a

x a

f x

g x
→

→

=  

   นั่นคือ ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
g x M g x

→

→
→

 
= =  

 
 

6.  เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

    จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว 

             ( )f x L−  <  1 

       ( )f x L−  ≤  ( )f x L−  <  1 

                     ( )f x  <  1 L+  
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    ให n∈  โดยท่ี 1n ≠  

    พิจารณา  

    ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L− − − − −+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

      ≤ ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L− − − − −+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

      = ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L− − − − −+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

      < ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n nL L L L L L L L
− − − − −+ + + + + + + + +  

    ให ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n n

nk L L L L L L L L
− − − − −= + + + + + + + + +  

    จะเห็นวา 0nk >  

    สมมต ิ 0ε >  

    เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

    จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว ( )
n

f x L
k
ε

− <  

    เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

    ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

          ( )( )n nf x L−   

           = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L f x L− − − − −− ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +
 

           = ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L f x L− − − − −− ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

           ≤ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n nf x L L L L L L L L L
− − − − −− ⋅ + + + + + + + + +

 

           < n
n

k
k
ε
⋅  

           = ε  

  นั่นคือ ( )( ) ( )( )lim lim
nn n

x a x a
f x L f x

→ →
= =  เม่ือ n∈  
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• ทฤษฎีบท 3 

ให p  เปนฟงกชันพหุนาม และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา ( ) ( )lim
x a

p x p a
→

=  

พิสูจน 

ให 1 2
1 2 1 0( ) n n n

n n np x c x c x c x c x c− −
− −= + + + + +  เม่ือ 0 1, ,..., nc c c  เปนคาคงตัว 

ท่ีเปนจํานวนจริง และ n  เปนจาํนวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย 

จะไดวา lim ( )
x a

p x
→

 = ( )1 2
1 2 1 0lim n n n

n n nx a
c x c x c x c x c− −

− −→
+ + + + +

 

  = ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 0lim lim lim lim limn n n

n n nx a x a x a x a x a
c x c x c x c x c− −

− −→ → → → →
+ + + + +

 

  = 1 2
1 2 1 0lim lim lim lim limn n n

n n nx a x a x a x a x a
c x c x c x c x c− −

− −→ → → → →
+ + + + +  

  = 1 2
1 2 1 0

n n n
n n nc a c a c a c a c− −

− −+ + + + +  
  = ( )p a  

• ทฤษฎีบท 4 

ให f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม  

จะไดวา ( ) ( )
( )

lim
x a

p a
f x

q a→
=  สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠  

พิสูจน 

ให ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ ( )p x  และ ( )q x  เปนฟงกชันพหุนาม  

พิจารณา สําหรับ a∈  ซ่ึง ( ) 0q a ≠   

จะไดวา lim ( )
x a

f x
→

=
( )
( )

lim
x a

p x
q x→

=
( )
( )

lim

lim
x a

x a

p x

q x
→

→

=
( )
( )

p a
q a
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• ทฤษฎีบท 5 

ถา f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  แลว 

1.  f g+  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

2.  f g−  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

3.  f g⋅  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

4.  f
g

 เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ ( ) 0g a ≠   

พิสูจน 

ให f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

ดังนั้น ( )lim ( )
x a

f x f a
→

=  และ ( )lim ( )
x a

g x g a
→

=  

1. ( )lim ( )
x a

f g x
→

+  = ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+  

  = lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

+  

  = ( ) ( )f a g a+  

  = ( )( )f g a+  

 นั่นคือ f g+  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

2. ( )lim ( )
x a

f g x
→

−  = ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

−  

  = lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

−  

  = ( ) ( )f a g a−  

  = ( )( )f g a−  

 นั่นคือ f g−  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

3. ( )lim ( )
x a

f g x
→

⋅  = ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

⋅  

  = lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

⋅  

  = ( ) ( )f a g a⋅   

  = ( )( )f g a⋅  

 นั่นคือ f g⋅  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  
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4. พิจารณา สําหรับ a∈  ซ่ึง ( ) 0g a ≠  

จะไดวา lim ( )
x a

f x
g→

 = ( )lim
( )x a

f x
g x→

 

 = 
lim ( )

lim ( )
x a

x a

f x

g x
→

→

 

 = ( )
( )

f a
g a

 

 = ( )f a
g

 
 
 

 

นั่นคือ f
g

 เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ ( ) 0g a ≠  

• ทฤษฎีบท 6 

สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ฟงกชันพหุนาม p  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

พิสูจน 

ให p  เปนฟงกชันพหุนาม 

โดยทฤษฎีบท 3 จะไดวา ( ) ( )lim
x

p x p a
→∞

=  

นั่นคือ ฟงกชันพหุนาม p  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

• ทฤษฎีบท 7 

ถา f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม  

แลว f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  จํานวนจริงใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠  

พิสูจน 

ให ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ ( )p x  และ ( )q x  เปนฟงกชันพหุนาม 

พิจารณา สําหรับ a∈  ซ่ึง ( ) 0q a ≠  

โดยทฤษฎีบท 4 จะไดวา ( ) ( )
( )

lim
x a

p a
f x

q a→
=  

นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  จํานวนจริงใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠  
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• สูตรท่ี 9 

ถา f  หาอนุพันธไดท่ี x  และ g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  แลว  

( ) ( ) ( )( ) ( )g f x g f x f x′ ′ ′= ⋅  

พิสูจน 

สมมติให f  หาอนุพันธไดท่ี x  และ g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  

พิจารณา   ( )( ) ( )( )
0

lim
h

g f x h g f x
h→

+ − 

 

  =
( )( ) ( )( )

0
lim
h

g f x h g f x
h→

+ −
 

  =
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
0

lim
h

g f x h g f x f x h f x
f x h f x h→

+ − + −
⋅

+ −
  เม่ือ ( ) ( ) 0f x h f x+ − ≠  

เนื่องจาก f  หาอนุพันธไดท่ี x   

จะไดวา ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x
f ' x

h→

+ −
=  

พิจารณา 
( )( ) ( )( )
( ) ( )0

lim
h

g f x h g f x
f x h f x→

+ −

+ −
 

ให ( ) ( )k f x h f x= + −   

จะเห็นวา ถา h  เขาใกล 0  แลว k  จะเขาใกล 0  

ดังนั้น 
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
0 0

lim lim
h k

g f x h g f x g f x k g f x
f x h f x k→ →

+ − + −
=

+ −
 

จาก g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  

จะไดวา 
( )( ) ( )( ) ( )( )

0
lim
k

g f x k g f x
g f x

k→

+ −
′=  
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ดังนั้น  ( )( ) ( )( )
0

lim
h

g f x h g f x
h→

+ − 

 = 
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
0

lim
h

g f x h g f x f x h f x
f x h f x h→

+ − + −
⋅

+ −
 

  = 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0
lim lim
k h

g f x k g f x f x h f x
k h→ →

+ − + −
⋅   

  = ( )( ) ( )g f x f x′ ′⋅   

นั่นคือ ( ) ( )g f x′
 = ( )( ) ( )g f x f x′ ′⋅  

• ทฤษฎีบท 8 

ให f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง A  ซ่ึงเปนสับเซตของโดเมนของฟงกชัน f  

1. ถา ( ) 0f x′ >  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง A   

2. ถา ( ) 0f x′ <  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันลดบนชวง A  

พิสูจน 

เนื่องจาก f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง A  

ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง A  

ให ,a b A∈  โดยท่ี a b<  

ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  และ มีอนุพันธบนชวง ( ),a b  

โดยทฤษฎีบทคามัชฌิม จะมี ( ),c a b∈  ท่ี ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

  

1. สมมติให ( ) 0f x′ >  สําหรับทุก x  ในชวง A  

 จะได  ( ) ( ) 0
f b f a

b a
−

>
−

 

 ดังนั้น ( ) ( ) 0f b f a− >  หรือ ( ) ( )f b f a>  

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง A   

2. สมมติให ( ) 0f x′ <  สําหรับทุก x  ในชวง A  

 จะได  ( ) ( ) 0
f b f a

b a
−

<
−

 

 ดังนั้น ( ) ( ) 0f b f a− <  หรือ ( ) ( )f b f a<  

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันลดบนชวง A   
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• ทฤษฎีบท 9 

ให f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈   

ถาฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา  

แลว ( ) 0f c′ =  

พิสูจน 

สมมติให f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา 

จะไดวา ( ) ( )f c f x≥  ทุก x  ในชวง ( ),a b  

เม่ือ x c>   

 จาก 0x c− >  และ ( ) ( )f c f x≥   

 จะได ( ) ( ) 0
f x f c

x c
−

≤
−

   

 ดังนั้น ( ) ( )lim 0
x c

f x f c
x c+→

−
≤

−
 

เม่ือ x c<   

 จาก 0x c− <  และ ( ) ( )f c f x≥   

 จะได 
( ) ( ) 0

f x f c
x c
−

≥
−

  

 ดังนั้น 
( ) ( )lim 0

x c

f x f c
x c−→

−
≥

−
 

เนื่องจาก ( )f c′  มีคา ดังนั้น  ( ) ( ) ( )lim 0
x c

f x f c
f c

x c→

−
′ = =

−
 

หมายเหตุ  

 กรณี ถา f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา แลว ( ) 0f c′ =  สามารถ

พิสูจนไดในทํานองเดียวกัน 
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• ทฤษฎีบท 10 

ให f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ f  

       ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปนจํานวนจริงลบ เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c   

แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

       ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบเปนจํานวนจรงิบวก เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c   

แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

พิสูจน 

สมมติ ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปนจาํนวนจริงลบ เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

นั่นคือ จะมี 0δ >  ท่ี ( ) 0f x′ >  ทุก ( ),x c cδ∈ −  และ ( ) 0f x′ <  ทุก ( ),x c c δ∈ +  

ให ( ),x c cδ∈ −   

จะไดวา f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง [ ],x c  และมีอนุพันธบนชวง ( ),x c  

โดยทฤษฎีบทคามัชฌิม จะมี ( ),d x c∈  ท่ี ( ) ( ) ( )f c f x
f d

c x
−

′ =
−

 และ ( ) 0f d′ >  

จะไดวา  ( ) ( ) 0f c f x− >  เนื่องจาก 0c x− >  

ดังนั้น ( ) ( )f c f x>  ทุก x  ในชวง ( ),c cδ−  

ให ( ),x c c δ∈ +   

จะไดวา f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง [ ],c x  และมีอนุพันธบนชวง ( ),c x  

โดยทฤษฎีบทคามัชฌิม จะมี ( ),e c x∈  ท่ี ( ) ( ) ( )f x f c
f e

x c
−

′ =
−

 และ ( ) 0f e′ <  

จะไดวา  ( ) ( ) 0f x f c− <  เนื่องจาก 0x c− >  

ดังนั้น ( ) ( )f c f x>  ทุก x  ในชวง ( ),c c δ+  

ฉะนั้น ( ) ( )f c f x≥  ทุก x  ในชวง ( ),a b   

นั่นคือ ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

หมายเหตุ 

กรณี ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบเปนจํานวนจริงบวก เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  สามารถพิสูจนไดในทํานองเดียวกัน 
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• ทฤษฎีบท 11 

กําหนดให f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ f  ซ่ึง 

( ) 0f c′ =  และ ( )f c′′  มีคา 

1.  ถา ( ) 0f c′′ >  แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f   

2. ถา ( ) 0f c′′ <  แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

พิสูจน 

สมมติให ( ) 0f c′′ >  

จากบทนิยามของอนุพันธ จะไดวา  

( ) ( ) ( )

( )

lim

lim

x c

x c

f x f c
f " c

x c
f x
x c

→

→

′ ′−
=

−
′

=
−

 

เนื่องจาก ( ) 0f c′′ >  

จะไดวา 
( )lim 0

x c

f x
x c→

′
>

−
 

กรณี x c<   

 จะเห็นวา 0x c− <   

 ดังนั้น ( ) 0f x′ <   

กรณี x c>   

 จะเห็นวา 0x c− >   

 ดังนั้น ( ) 0f x′ >   

โดยทฤษฎีบท 10 จะไดวา ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

หมายเหตุ 

กรณี ถา ( ) 0f c′′ <  แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  สามารถพิสูจนไดใน

ทํานองเดียวกัน 
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• ทฤษฎีบท 12 

ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  แลว f  จะมีท้ังคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ

บนชวง [ ],a b  

พิสูจน 

เนื่องจาก [ ],a b  เปนชวงปด และ f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  

โดยทฤษฎีบท xii จะไดวา fR  เปนเซตปดท่ีมีขอบเขต 

ให sup fz R=  และ inf fw R=  

จะไดวา ( )w f x z≤ ≤  ทุก x  ในชวง [ ],a b  

เนื่องจาก fR  เปนเซตปดท่ีมีขอบเขต 

โดยทฤษฎีบท xv จะไดวา fz R∈  และ fw R∈  

ดังนั้น จะมี [ ], ,c d a b∈  ท่ี ( )z f c=  และ ( )w f d=  

จาก ( ) ( )f c f x≥  และ ( ) ( )f d f x≤  ทุก x  ในชวง [ ],a b  

จะเห็นวา ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมบูรณ และ ( )f d  เปนคาต่ําสุดสัมบูรณ บนชวง [ ],a b  

นั่นคือ f  มีคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณบนชวง [ ],a b  
 
ความสัมพันธระหวางอนุพันธและความตอเนื่องของฟงกชัน  f  ท่ีจุด c 

ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวงเปด ( ),a b  และ ( ),c a b∈   

ถา f  มีอนุพันธท่ี c  แลว  f  จะมีความตอเนื่องท่ี c   

แสดงการพิสูจนไดดังนี ้

พิสูจน 

ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวงเปด ( ),a b  และ ( ),c a b∈  

สมมติวา f  มีอนุพันธท่ี c   

สําหรับ ( ),x a b∈  ซ่ึง x c≠  จะไดวา 
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 ( ) ( )f x f c−  = 
( ) ( ) ( )f x f c

x c
x c
−

⋅ −
−

 

         ( ) ( )( )lim
x c

f x f c
→

−  = 
( ) ( ) ( )( )lim lim

x c x c

f x f c
x c

x c→ →

 − 
⋅ − − 

 

   = ( ) 0f c′ ⋅  
   = 0 
นั่นคือ  ( ) ( )lim

x c
f x f c

→
=  

ดังนั้น f  มีความตอเนื่องท่ี c   

หมายเหต ุ

 ในทางตรงกันขาม ถา f  มีความตอเนื่องท่ี c  แลว อนุพันธของ f  ท่ี c  อาจไมมีคา

ก็ได เชน ในกรณีท่ี ( )f x x=  เขียนกราฟของ f  ไดดังนี้ 

 
 
จากกราฟ จะเหน็วา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  แตจากตัวอยางท่ี 25 จะไดวา ( )0f ′  
 
ปริพันธไมตรงแบบ (Improper Integral) 

ปริพันธจํากัดเขต ( )
b

a

f x dx∫  ท่ีมีคา a หรือ b เปนอนันต หรือฟงกชัน f  ไมตอเนื่อง

อยางนอย 1 จุด ในชวง [ ],a b  เราจะเรียกปริพันธท่ีอยูในรูปดังกลาววา ปริพันธไมตรงแบบ 
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บทนิยามท่ีสําคัญเก่ียวกับปริพันธไมตรงแบบมีดังนี้ 

บทนิยาม 1 (ปริพันธไมตรงแบบเม่ือชวงของการหาปริพันธเปนอนันต) 

1.  ถา ( )f x  ตอเนื่องบน [ ),a ∞  แลว  

( ) lim ( )
t

t
a a

f x dx f x dx
∞

→∞
=∫ ∫  เม่ือ lim ( )

t

t
a

f x dx
→∞ ∫  มีคา 

2.  ถา ( )f x  ตอเนื่องบน ( ],b−∞  แลว  

( ) lim ( )
b b

t
t

f x dx f x dx
→−∞

−∞

=∫ ∫  เม่ือ lim ( )
b

t
t

f x dx
→∞ ∫  มีคา 

จะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูเขาเม่ือลิมิตมีคา และจะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูออก 

เม่ือลิมิตไมมีคา 

3.  ถา ( )f x  ตอเนื่องบน ( ),−∞ ∞  แลว  

( ) ( ) ( )
c

c

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +∫ ∫ ∫   

เม่ือ c เปนจํานวนจริงใดๆ และ ( )
c

f x dx
−∞
∫  และ ( )

c

f x dx
∞

∫  ลูเขา 

บทนิยาม 2 (ปริพันธไมตรงแบบเม่ือฟงกชันไมตอเนื่องบางจุดในชวงของการหาปริพันธ) 

1. ในชวง [ ],a b  ถา ( )f x  ตอเนื่องทุกคา x  ยกเวนท่ี x a=  แลว 

( ) lim ( )
b b

t a
a t

f x dx f x dx
+→

=∫ ∫  เม่ือ lim ( )
b

t a
t

f x dx
+→ ∫  มีคา 

2.  ในชวง [ ],a b  ถา ( )f x  ตอเนื่องทุกคา x  ยกเวนท่ี x b=  แลว  

( ) lim ( )
b t

t b
a a

f x dx f x dx
−→

=∫ ∫   เม่ือ lim ( )
t

t b
a

f x dx
−→ ∫  มีคา 

จะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูเขาเม่ือลิมิตมีคา และจะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูออกเม่ือ

ลิมิตไมมีคา 

3. ในชวง [ ],a b  ถา ( )f x  ตอเนื่องทุกคา x  ยกเวนท่ี x c=  เม่ือ ( ),c a b∈  แลว 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫   เม่ือ ( )
c

f x dx
−∞
∫  และ ( )

c

f x dx
∞

∫  ลูเขา 
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2.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู 

ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จงหา 

 1) ( )
0

lim
x

f x
→

 เม่ือ ( ) 5 5
2
xf x
x

+ −
=  2) ( ) ( )

3

3
lim

3x

f x f
x→

−
−

 เม่ือ ( ) 216f x x=  

2. จงพิจารณาวาฟงกชันตอไปนี้เปนฟงกชันตอเนื่อง ณ จุดท่ีกําหนดหรือไม 

 1) ( )
2 1 , 1

1
2 , 1

x xf x x
x

 −
≠ −= +

− = −

    ท่ีจุด 1x = −   

 2) ( ) 2

, 0
, 0

x x
f x

x x
− ≤

= 
>

   ท่ีจุด 0x =   

3. กําหนดให ,A B  และ C  เปนจํานวนจริงใด ๆ  โดยท่ี ( )
2

2

2lim , 1
2x

x xA f B
x→

− −
= =

−
 และ 

 ( )

21 , 1
0 , 1
3 , 1

x x
f x x

x C x

 − <
= =
 − >

  ถา f  ตอเนื่องท่ี 1x =  แลว 
C

BA +
 เทากับเทาใด 

4. กําหนดให  ( )
3

2

2 5 , 1
1

1 , 1 6
1
2 , 6

13

b x
x

xf x x
x

x a x
x

 + −
≤ +

 −
= < <

−
 − +

≥
−

     เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง 

 ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  และ 6x =  แลว 
3

14
lim
x

a x
x b→

−
−

 เทากับเทาใด  
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5. กําหนดให  ( )( )2 2
3

1 2 1 5 4
3

y x x x x
x

= + + + − −
+

  จงหา dy
dx

  

6. เสนตรง l  สัมผัสเสนโคง ( )y f x=  โดยท่ี 
3 25 2 7 9

3
x x xy

x
+ − +

=  ท่ี 1x =   

จงหาวาเสนตรง l  ทํามุมก่ีองศากับแกน X  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

7. จงหา ( ) ( )2f g ′
   เม่ือกําหนดให ( )

22 1xf x
x
−

=  และ ( ) 3 8g x x= +   

8. กําหนดให ( ) ( ) 41 2f x x= −   จงหา  ( )f x′′   

9. จงหา 

 1) 
3 2

2

5 4x x dx
x

 + −
 
 
∫   2) ( )23 4x dx+∫  

10. กําหนดให ( )=y f x  และอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  คือ 3 12 8− +ax x  

เม่ือ x  และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ถา ( )0 1=f  และ ( )1 0′ =f  แลว ( )2−f a  เทากับ

เทาใด  

11. กําหนดให ( )
6

3
6

= −
xg x x  ถา a  เปนจํานวนจริงท่ีทําให ( ) 1

16−

′′ = −∫
a

a

g x dx  แลว 

( )′g a  เทากับเทาใด 

12. จงหาพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 1x =   

13. ให f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ]1, 2  โดยท่ี ( ) ( )1+ = +f x g x x   

จงหา ( ) ( )( )
2

2

1

−∫ f x g x dx   

14. กําหนดให เสนโคง   มีความชันท่ีจุด ( )1, 3  เทากับ 1−  และ ( ) 2= + +f x ax bx c   

ถา ( )
1

0

0=∫ f x dx  แลว ( )2f  เทากับเทาใด 
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เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. 1) จาก ( ) 5 5
2
xf x
x

+ −
=  

  จะได            ( )
0

lim
x

f x
→

 = 
0

5 5lim
2x

x
x→

+ −  

    = 
0

5 5 5 5lim
2 5 5x

x x
x x→

 + − + +
⋅  + + 

 

    = 
( ) ( )

( )

2 2

0

5 5
lim

2 5 5x

x

x x→

+ −

+ +
 

    = 
( )0

5 5lim
2 5 5x

x
x x→

+ −

+ +
 

    = 
( )0

lim
2 5 5x

x
x x→ + +

 

    = 
( )0

1lim
2 5 5x x→ + +

 

    = 
( )

1
2 5 0 5+ +

 

    = 1
4 5

  

 2) จาก  ( ) 216f x x=  

  จะได  ( ) ( )
3

3
lim

3x

f x f
x→

−
−

 = 
( )2 2

3

16 16 3
lim

3x

x
x→

−

−
  

    = 
( )2 2

3

16 3
lim

3x

x
x→

−

−
  

    = ( )( )
3

16 3 3
lim

3x

x x
x→

− +
−

 

    = ( )( )
3

lim 16 3
x

x
→

+   

    = ( )16 3 3+   
    = 96 
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2. 1) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให   

  จะได   ( )1 2f − = −   

  และ            ( )
1

lim
x

f x
→−

  = 
2

1

1lim
1x

x
x→−

 −
 + 

 

    = 
( )( )

1

1 1
lim

1x

x x
x→−

 − + 
 + 

 

    = ( )
1

lim 1
x

x
→−

−  

    = 1 1− −   
    = 2−   
  จะเห็นวา  ( ) ( )

1
lim 1
x

f x f
→−

= −  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x = −   

 2) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให   

  จะได   ( )0 0f =   

  จาก             ( )
0

lim
x

f x
−→

  = ( )
0

lim
x

x
−→
−  = 0 

  และ             ( )
0

lim
x

f x
+→

 = 2

0
lim
x

x
−→

 = 0 

  จะไดวา         ( )
0

lim
x

f x
−→

 = ( )
0

lim
x

f x
+→

  

  ดังนั้น            ( )
0

lim
x

f x
→

 = 0 

  จะเห็นวา  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

=  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

3. จาก                     A   = 
2

2

2lim
2x

x x
x→

− −
−

 

 จะได                    A   = ( )( )
2

2 1
lim

2x

x x
x→

− +
−

 

  = ( )
2

lim 1
x

x
→

+  

  = 
2 2

lim lim1
x x

x
→ →

+  

  = 2 + 1 
 ดังนั้น                   A   = 3  ----- (1) 
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 จาก                 ( )f x  = 

21 , 1
0 , 1
3 , 1

x x
x

x C x

 − <
 =
 − >

 

 จะได                ( )1f  = 0  

 ดังนั้น 0B =      ----- (2) 

 จาก f  ตอเนื่องท่ี 1x =  จะไดวา ( ) ( )
1

1 lim
x

f f x
→

=  

 ดังนั้น  ( )
1

lim 0
x

f x
→

=  

 นั่นคือ   ( ) ( )
1 1

lim lim 0
x x

f x f x
− +→ →

= =  

 จาก           ( )
1

lim
x

f x
+→

 = ( )
1

lim 3
x

x C
+→

−  

 จะได                    0 = 3 C−   

 ดังนั้น                       C  = 3 ----- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะไดวา 3 0 1
3

A B
C
+ +

= =  

4. จาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

 จะไดวา  ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

=  

 นั่นคือ  ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  ----- (1) 

 จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให  จะได  ( )
1 1

2 5 2 5lim lim
1 2x x

b bf x
x− −→ →

 + − + −
= =  + 

  ----- (2) 

 และ  ( )
( )( )
( )( )

23 2

21 1 1 1

1 11 1 3lim lim lim lim
1 1 1 1 2x x x x

x x xx x xf x
x x x x+ + + +→ → → →

 − + +   − + + = = = =    − − + +    
  ----- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะได  2 5 3
2 2

b+ −
=  

 ดังนั้น 4b =      ----- (4) 

 จาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 6x =  

 จะไดวา  ( ) ( )
6

lim 6
x

f x f
→

=  

 นั่นคือ  ( ) ( )
6 6

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  ----- (5) 
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 จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให  จะได  ( )
3

26 6

1 43lim lim
1 7x x

xf x
x− −→ →

 −
= = − 

  ----- (6) 

 และ  ( )
6 6

2 2lim lim
13 7x x

x a af x
x+ +→ →

 − + +
= =  − 

   ----- (7) 

 จาก (5), (6) และ (7) จะได  43 2
7 7

a+
=  

 ดังนั้น 41a =      ----- (8) 

 จาก (4) และ (8) จะได 
3 3

14 14

41 3lim lim
4 10x x

a x x
x b x→ →

− −
= =

− −
 

5. จาก  ( )( ) ( ) ( )( )12 2 3 2 2
3

1 2 1 5 4 3 2 1 5 4
3

y x x x x x x x x x
x

−
= + + + − − = + + + + − −

+
 

 จะได                 dy
dx

  = ( ) ( )( )( )13 2 23 2 1 5 4d x x x x x
dx

−
+ + + + − −  

  = ( ) ( )( )( )13 2 23 2 1 5 4d dx x x x x
dx dx

−
+ + + + − −  

 พิจารณา ( ) 13 3d x
dx

−
+  

 ให  3 3u x= +   

 จะได       ( ) 13 3d x
dx

−
+  = ( )1d duu

du dx
− ⋅   

   = ( )2 3 3du x
dx

−− ⋅ +   

   = 
( )

2

23

3

3

x

x
−

+
  ----- (1) 

 พิจารณา ( )( )( )2 22 1 5 4d x x x x
dx

+ + − −  

 จาก  ( )( )( )2 22 1 5 4d x x x x
dx

+ + − −  

  =   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 25 4 2 1 2 1 5 4d dx x x x x x x x
dx dx

− − + + + + + − −  

  =   ( )( ) ( )( )2 25 4 2 2 2 1 2 5x x x x x x− − + + + + −  

  =   ( ) ( )3 2 3 22 8 18 8 2 8 5x x x x x x− − − + − − −  

  =   3 24 9 26 13x x x− − −  ----- (2) 
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 จาก (1) และ (2) จะได 

           dy
dx

 = 
( )

( )
2

3 2
23

3 4 9 26 13
3

x x x x
x

− + − − −
+

 

6. จาก  ( )y f x=  โดยท่ี  
3 25 2 7 9

3
x x xy

x
+ − +

=  

 จะได  ( )
3 2

2 15 2 7 9 5 2 7 3
3 3 3 3

x x xf x x x x
x

−+ − +
= = + − +  

 ดังนั้น ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ( )y f x=  นี้ ท่ี x  ใด ๆ คือ  

                 ( )f x′   = 2 15 2 7 3
3 3 3

d x x x
dx

− + − + 
 

  

  = 2

10 2 3
3 3

x
x

+ −   

 จาก เสนตรง l  สัมผัสเสนโคง  ( )y f x=  ท่ี 1x =   

 จะไดวา ความชันของเสนตรง l  คือ ( ) ( )
( )2

10 2 3 10 21 1 3 1
3 3 3 31

f ′ = + − = + − =  

 ดังนั้น เสนตรง l  ทํามุม 45 องศากับแกน X  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

7. จาก  ( )
2

12 1 2xf x x x
x

−−
= = −  

 จะได  2

1( ) 2f x
x

′ = +     

 จาก  ( ) 3 8g x x= +  

 จะได  ( ) 32 2 8 4g = + =  

 ให  3 8u x= +   

 จะได  ( )
1
2g x u u= =   

 ดังนั้น          ( )g x′   = dy du
du dx

⋅  

    = ( )
1

221 3
2

u x
− 

  
 

  

    = 
2

3

3

2 8

x

x +
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 จาก     ( ) ( )f g x′
  = ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅   

 ดังนั้น   ( ) ( )2f g ′
  = ( )( ) ( )2 2f g g′ ′⋅  

    = ( ) ( )4 2f g′ ′⋅  

    = 
( )2

2 3

3 212
4 2 2 8

   +    + 
 

    = 33 3
16 2
  
  
  

 

    = 99
32

  

8. ให  1 2u x= −   

 จะได  ( )4 41 2y x u= − =   

 ดังนั้น     dy
dx

  = dy du
du dx

⋅  

   = ( ) ( )4 1 2d du x
du dx

⋅ −  

   = ( )( )34 2u −   

   = ( )38 1 2x− −   

 ให  1 2u x= −  

 จะได  ( )3 38 1 2 8dy x u
dx

= − − = −  

 ดังนั้น   
2

2
d y
dx

  = d dy
dx dx

 
 
 

 

   = d dy du
du dx dx

  ⋅ 
 

  

   = ( ) ( )38 1 2d du x
du dx

− ⋅ −   

   = ( )( )224 2u− −   

   = ( )248 1 2x−   
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9. 1) 
3 2

2

5 4x x dx
x

 + −
 
 
∫  = 

3 2

2 2 2

5 4x x dx
x x x

 
+ − 

 
∫   

   = ( )25 4x x dx−+ −∫   

   = 
2

15 4
2
x x x C−+ + +   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

 2) ( )23 4x dx+∫  = ( )29 24 16x x dx+ +∫   

   = 3 23 12 16x x x C+ + +   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

10. จาก ( )=y f x  และอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  คือ 3 12 8− +ax x   

จะได  ( ) 3 12 8′ = − +f x ax x  

จาก  ( )1 0′ =f    

จะได            0 =  ( ) ( )31 12 1 8− +a  

นั่นคือ            a   = 4 

ดังนั้น  ( ) 34 12 8′ = − +f x x x  

จะได       ( )f x  = ( )34 12 8− +∫ x x dx  

 = 4 26 8− + +x x x C   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

จาก  ( )0 1=f    

จะได             1 =  ( ) ( )4 20 6 0 8 0− + +C  

นั่นคือ            C   = 1 

ดังนั้น  ( ) 4 26 8 1= − + +f x x x x   

พิจารณา  ( )2−f a  = ( )4 2−f    

 = ( )2f   

 = ( ) ( )4 22 6 2 8 2 1− + +  
 = 9 
ดังนั้น ( )2 9f a − =  
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11. จาก  ( ) ( )′′ ′= +∫ g x dx g x C    

 จะได       ( ) ( ) ( )
−

′′ ′ ′= − −∫
a

a

g x dx g a g a     ----- (1) 

 จาก  ( )
6

3
6

= −
xg x x  

 จะได  ( ) 5 3′ = −g x x             

 จาก ( ) 1
16−

′′ = −∫
a

a

g x dx  และ (1) จะได  

                1
16

−  = ( ) ( )′ ′− −g a g a  

                  1
16

−  = ( ) ( )( )55 3 3− − − −a a  

                  1
16

−  = 5 53 3− + +a a  

                  1
16

−  = 52a  

                      5a   = 1
32

−   

                      a  = 1
2

−   

 ดังนั้น  ( )
51 1 973

2 2 32
g a g    ′ ′= − = − − = −   

   
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12. พิจารณากราฟของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 

1x =  ดังนี้ 

 
  
 จะไดวาพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 1x =  

เทากับ ( ) ( ) ( )4 0 12 2 2

5 4 0
4 4 4x x dx x x dx x x dx

−

− −
+ − + + +∫ ∫ ∫  ตารางหนวย 

 จาก  ( )
3

2 24 2
3
xx x dx x C+ = + +∫   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

 จะได           ( )4 2

5
4x x dx

−

−
+∫  = 

43
2

5

2
3
x x

−

−

 
+ 

 
  

   = ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2 24 5
2 4 2 5

3 3

   − −
   + − − + −
   
   

  

    = 61 18
3
−   

                   ( )0 2

4
4x x dx

−
+∫  = 

03
2

4

2
3
x x

−

 
+ 

 
 

   = ( ) ( ) ( )
33

22 40 2 0 2 4
3 3

 − 
 + − + −      

  

   = 64 32
3
−   
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 และ            ( )1 2

0
4x x dx+∫  = 

13
2

0

2
3
x x

 
+ 

 
 

   = ( ) ( )
3 3

2 21 02 1 2 0
3 3

   
+ − +   

   
 

   = 1 2
3
+  

 ดังนัน้ พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 1x =  

เทากับ 61 64 1 4618 32 2
3 3 3 3

     − − − + + =     
     

 ตารางหนวย 

13. จาก ( ) ( )1+ = +f x g x x  

 จะได  ( ) ( ) 1− = −f x g x x   

 และ ( ) ( )( ) ( )2 2 21 2 1− = − = − +f x g x x x x   

 ดังนั้น    ( ) ( )( )
2

2

1

−∫ f x g x dx  = ( )
2

2

1

2 1− +∫ x x dx  

  = 
23

2

1
3
x x x

 
− + 

 
  

  = 
3 3

2 22 12 2 1 1
3 3

   
− + − − +   

   
 

  = 1
3

  

14. จาก   ( ) 2= + +f x ax bx c  

 จะได  ( ) 2′ = +f x ax b  

 และ   ( )
3 2

3 2
= + + +∫

ax bxf x dx cx D    เม่ือ D  เปนคาคงตัวใด ๆ  

 เนื่องจาก เสนโคงของฟงกชัน f  มีความชันท่ีจุด ( )1, 3  เทากับ 1−   

 จะไดวา  ( )1 3=f  และ ( )1 1′ = −f   

 นั่นคือ 3+ + =a b c    ----- (1) 

 และ  2 1+ = −a b     ----- (2) 

 จาก  ( )
1

0

0=∫ f x dx  
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 จะไดวา  0
3 2
+ + =

a b c   นั่นคือ 2 3 6 0a b c+ + =   ----- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะได 21, 20
2

a b= − =  และ 13
2

c = −    

 นั่นคือ  ( ) 221 1320
2 2

f x x x= − + −   

 ดังนั้น  ( ) ( ) ( )221 13 172 2 20 2
2 2 2

f = − + − = −  
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เฉลยแบบฝกหัดและวิธีทําโดยละเอียด 

บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม 

 

แบบฝกหัด 1.1.1  

1.   1)   แทน n ใน 2 5na n= +  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี ้

       1a  =  ( )2 1 5+  = 7 
       2a  =  ( )2 2 5+  = 9 
       3a  =  ( )2 3 5+  = 11 
       4a  =  ( )2 4 5+  = 13 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 7, 9, 11  และ 13 

 2)   แทน n ใน 1
2

n

na  =  
 

 ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =      
11

2
 
 
 

 =  1
2

 

       2a  =      
21

2
 
 
 

 =  1
4

 

       3a  =      
31

2
 
 
 

 =  1
8

 

       4a  =      
41

2
 
 
 

 =  1
16

 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 1 1 1, , 
2 4 8

 และ 1
16

 

 3)   แทน n ใน ( )2 n
na = −  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =      ( )12−  =  2−  

       2a  =      ( )22−  =  4  

       3a  =      ( )32−  =  8−  

       4a  =      ( )42−  =  16  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 2, 4, 8− −  และ 16 
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 4)   แทน n ใน 1
n

na
n
+

=  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =      1 1
1
+  =  2  

       2a  =      2 1
2
+  =  3

2
 

       3a  =      3 1
3
+  =  4

3
 

       4a  =      4 1
4
+  =  5

4
 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 3 42, , 
2 3

 และ 5
4

 

 5)   แทน n ใน ( )1 1 n

na
n

+ −
=  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  = ( )11 1
1

+ −
 =     1 1

1
−  =  0 

       2a  = ( )21 1
2

+ −
 =     1 1

2
+  =  1 

       3a  = ( )31 1
3

+ −
 =     1 1

3
−  =  0 

       4a  = ( )41 1
4

+ −
 =     1 1

4
+  = 1

2
 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 1, 0  และ 1
2

 

 6)   แทน n ใน 2
3

n

n na =  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =        
1

1
2
3

 =     2
3

 

       2a  = 
2

2
2
3

 =     4
9

 

       3a  =  
3

3
2
3

 =     8
27

  

       4a  =       
4

4
2
3

 =     16
81

 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 2 4 8, , 
3 9 27

 และ 16
81
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 7)   แทน n ใน ( )( )1 1na n n= − +  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =    ( )( )1 1 1 1− +  =    ( )0 2  =   0 
       2a  =    ( )( )2 1 2 1− +  =    ( )1 3  =   3 
       3a  =    ( )( )3 1 3 1− +  =    ( )2 4  =   8 
       4a  =    ( )( )4 1 4 1− +  =    ( )3 5  =  15 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 3, 8  และ 15 

 8)   แทน n ใน ( )( )1 2na n n n= − −  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =  ( )( )1 1 1 1 2− −  = ( )( )1 0 1−  =   0 
       2a  = ( )( )2 2 1 2 2− −  = ( )( )2 1 0  =   0 
       3a  = ( )( )3 3 1 3 2− −  = ( )( )3 2 1  =   6 
       4a  = ( )( )4 4 1 4 2− −  = ( )( )4 3 2  =  24 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 0, 6  และ 24 

2.   1)   แทน n ใน 1 1n na a n−= + −  ดวย 2, 3, 4  และ 5 จะได  

       2a  =      1 2 1a + −   =  0 2 1+ −  =  1 

       3a  =      2 3 1a + −   =  1 3 1+ −  =  3 

       4a  =      3 4 1a + −   =  3 4 1+ −  =  6 

       5a  =      4 5 1a + −   =  6 5 1+ −  =  10 

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 1, 3, 6  และ 10 

 2)   แทน n ใน ( ) 11 0.05n na a −= +  ดวย 2, 3, 4  และ 5 จะได  

       2a  =    ( ) 11 0.05 a+  =     ( )( )1 0.05 1,000+  =   51 
       3a  =    ( ) 21 0.05 a+  =     ( )( )1 0.05 51+  =  3.55  
       4a  =    ( ) 31 0.05 a+  =       ( )( )1 0.05 3.55+  =  1.1775  
       5a  =    ( ) 41 0.05 a+  =      ( )( )1 0.05 1.1775+  =  1.058875  

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 1000, 51, 3.55, 1.1775  และ 1.058875  
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 3)   แทน n ใน 16n na a −=  ดวย 2, 3, 4  และ 5 จะได  

       2a  =    16a  =       ( )6 2    =  12 
       3a  =    26a  =       ( )6 12  =  72 
       4a  =    36a  =      ( )6 72  =  432  
       5a  =    46a  =      ( )6 432  =  2,592 

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 2, 12, 72, 432  และ 2,592 

 4)   แทน n ใน 1 22n n na a a− −= +  ดวย 3, 4  และ 5 จะได  

       3a  =  2 12a a+  =  ( )2 2 1+  =  4 
       4a  =  3 22a a+  =  ( )4 2 2+  =  8 
       5a  =  4 32a a+  =  ( )8 2 4+  =  16 

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 1, 2, 4, 8  และ 16 

 5)   แทน n ใน 1 2n n na a a− −= +  ดวย 3, 4 และ 5 จะได  

       3a  =  2 1a a+  =  0 2+  =  2 
       4a  =  3 2a a+  =  2 0+  =  2 
       5a  =  4 3a a+  =  2 2+  =  4 

       ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 2, 0, 2, 2 และ 4 

3.   เนื่องจากจํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว คือ จํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 14 ลงตัว  

 จะไดวา จํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว เขียนอยูในรูป 14n  เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก 

 นั่นคือ ลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว มีพจนท่ัวไป คือ 14na n=   

 เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก  

 แทน n ใน 14na n=  ดวย 1, 2, 3, 4, 5, 6 และ 7  

     จะได เจ็ดพจนแรกของลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว คือ  

 14, 28, 42, 56, 70, 84  และ 98 
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แบบฝกหัด 1.1.2  

1. 1)   จาก 1 2a =  และ 4d =   จะได 
          2a  =   1a d+  =    2 4+   =  6 
      3a  =   2a d+  =    6 4+   =  10 
      4a  =   3a d+  =   10 4+   =  14 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 2, 6, 10  และ 14 

 2)   จาก 1 3a =  และ 5d =   จะได 
          2a  =   1a d+  =    3 5+   =  8 
      3a  =   2a d+  =    8 5+   =  13 
      4a  =   3a d+  =   13 5+   =  18 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 3, 8, 13  และ 18 

 3)   จาก 1 3a = −  และ 3d =  จะได 
          2a  =   1a d+  =  3 3− +  =  0 
      3a  =   2a d+  =   0 3+  =  3 
      4a  =   3a d+  =   3 3+  =  6 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 3, 0, 3−  และ 6 

 4)   จาก 1 4a = −  และ 2d =  จะได 
          2a  =   1a d+  =  4 2− +   = 2−  
      3a  =   2a d+  =  2 2− +  =  0 
      4a  =   3a d+  =   0 2+   =  2 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 4, 2, 0− −  และ 2 

 5)   จาก 1 5a =  และ 2d = −  จะได 

          2a  =   1a d+  =  ( )5 2+ −  =  3  
      3a  =   2a d+  =  ( )3 2+ −  =  1 
      4a  =   3a d+  =   ( )1 2+ −  =  1−  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 5, 3, 1 และ 1−  

 6)   จาก 1 3a = −  และ 4d = −   จะได 

          2a  =   1a d+  =   ( ) ( )3 4− + −  =  7−   
      3a  =   2a d+  =   ( ) ( )7 4− + −  =  11−   
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      4a  =   3a d+  =  ( ) ( )11 4− + −  =  15−  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 3, 7, 11− − −   และ 15−  

 7)    จาก 1
1
2

a =  และ 1
2

d =  จะได 

          2a  =   1a d+  =   1 1
2 2
+  =  1 

      3a  =   2a d+  =   11
2

+  =  3
2

 

      4a  =   3a d+  =   3 1
2 2
+  =  2 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 1 3, 1,
2 2

 และ 2  

 8)   จาก 1
5
2

a =  และ 3
2

d = −  จะได 

          2a  =   1a d+  =      5 3
2 2

 + − 
 

 =  1 

      3a  =   2a d+  =      31
2

 + − 
 

 =  1
2

−  

      4a  =   3a d+  =  1 3
2 2

   − + −   
   

 =  2−  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 5 1, 1, 
2 2

−  และ 2−  

2.   1)   เนื่องจาก  1 4,a =  3d =  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

       3a  =  ( )( )4 3 1 3+ −  
    =  ( )( )4 2 3+  
    =  10 
       ดังนั้น  3 10a =  

 2)   เนื่องจาก  1 7,a =  3d = −  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

     12a  =  ( )( )7 12 1 3+ − −  
    =  ( )( )7 11 3+ −  
    =  26−  
       ดังนั้น  12 26a = −  
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 3)   เนื่องจาก  1
4 ,
5

a =  1d = −  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

     20a  =  ( )( )4 20 1 1
5
+ − −  

    =  ( )( )4 19 1
5
+ −  

    =  91
5

−  

       ดังนั้น  20
91
5

a = −  

 4)   เนื่องจาก  1 4,a =  1
2

d =  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

     11a  =  ( ) 14 11 1
2

 + −  
 

 

    =  ( ) 14 10
2

 +  
 

 

    =  9  
       ดังนั้น  11 9a =  

3.   1)   จากลําดับเลขคณิต 2, 4, 10, −   

       จะได  1 2a = −   และ  ( )4 2 6d = − − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( )( )2 1 6n− + −  
    =   2 6 6n− + −  
    =   6 8n −  
     ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 6 8n −  

 2)   จากลําดับเลขคณิต 1 1 1, , , 
6 6 2

−   

       จะได  1
1
6

a = −   และ  1 1 2 1
6 6 6 3

d  = − − = = 
 

 

      เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  
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       จะได        na  =   ( )1 11
6 3

n  − + −  
 

 

    =   1 1 1
6 3 3

n− + −  

    =   1 1
3 2

n −  

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 1 1
3 2

n −  

 3)   จากลําดับเลขคณิต 2711, , 16, 
2

  

       จะได  1 11a =   และ 27 511
2 2

d = − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( ) 511 1
2

n  + −  
 

 

    =   5 511
2 2

n+ −  

    =   5 17
2 2

n +  

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 5 17
2 2

n +  

 4)   จากลําดับเลขคณิต 19.74, 22.54, 25.34,   

       จะได  1 19.74a =   และ  22.54 19.74 2.80d = − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( )( )19.74 1 2.80n+ −  
    =   19.74 2.80 2.80n+ −  
    =   2.80 16.94n +  
       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 2.80 16.94n +   

 5)   จากลําดับเลขคณิต , 2, 4, x x x+ +    

       จะได  1a x=   และ  ( )2 2d x x= + − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  
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       จะได        na  =   ( )( )1 2x n+ −  
    =   2 2x n+ −  
    =   2 2n x+ −   
      ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 2 2n x+ −  เม่ือ x เปนจํานวนจริง 

 6)   จากลําดับเลขคณิต 3 2 , 2 4 , 6 , a b a b a b+ + +   

       จะได  1 3 2a a b= +   และ  ( ) ( )2 4 3 2 2d a b a b a b= + − + = − +  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( ) ( )( )3 2 1 2a b n a b+ + − − +  

    =   ( )3 2 2 2a b a b n a b+ + − + + −  
    =   ( )4 2a a b n+ − +   

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ ( )4 2a a b n+ − +  เม่ือ a และ b เปน 

      จํานวนจริง  

4. 1)   จาก 1 13a =  และ 2 25a =  

        จะได  25 13 12d = − =  

       นั่นคือ     3a  =   2a d+  =  25 12+  =  37  
   4a  =   3a d+  =  37 12+  =  49  
   5a  =   4a d+  =  49 12+  =  61  

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 37, 49 และ 61 ตามลําดับ 

 2)   จาก 1 18,a = 3 11a =  และ ( )1 1na a n d= + −  

        จะได        11 =  ( )18 3 1 d+ −  

                 d =  7
2

−  

       นั่นคือ      2a  =   1a d+  =      718
2

 + − 
 

 =  29
2

 

   4a  =   3a d+  =      711
2

 + − 
 

 =  15
2

 

   5a  =   4a d+  =      15 7
2 2

 + − 
 

 =  4  

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ   29 15,
2 2

 และ 4 ตามลําดับ 
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 3)   จาก 1 13,a = 5 33a =  และ ( )1 1na a n d= + −  

        จะได     33 =  ( )13 5 1 d+ −  
         d =  5  
       นั่นคือ     2a  =   1a d+  =   13 5+  =  18  
   3a  =   2a d+  =   18 5+  =  23 
    4a  =   3a d+  =   23 5+  =  28  
    6a  =   5a d+  =   33 5+  =  38  

        ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 18, 23, 28 และ 38 ตามลําดบั 

 4)    จาก 3 100,a = 6 142a =  และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

                      100 =  ( )1 3 1a d+ −     ----- (1) 
                 142 =  ( )1 6 1a d+ −     ----- (2) 

        จาก (1) และ (2) จะได  14d =  และ 1 72a =  

        นั่นคือ     2a  =   1a d+  = 72 14+  =  86  
    4a  =   3a d+  = 100 14+  =  114  
    5a  =   4a d+  = 114 14+  =  128  
    7a  =   6a d+  = 142 14+  =  156  

        ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 72, 86, 114, 128 และ 156 ตามลําดับ 

5.   จากลําดับเลขคณิต 3, 8, 13, 18, 23, … 

      จะได   1 3a =  และ 8 3 5d = − =  

      จาก ( )1 1na a n d= + −  

     จะได      15a  =  ( )( )3 15 1 5+ −  

   =  ( )( )3 14 5+  
   =  73 
      ดังนั้น พจนท่ี 15 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 73 

6.   จากพจนท่ี n  ของลําดับท่ีกําหนดให ซ่ึงคือ 3na n= − −  

      จะได        20a  =  20 3− −  =  23−   

      และ        50a  =  50 3− −  =  53−   

      ดังนั้น พจนท่ี 20  ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 23−  และพจนท่ี 50 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 53−   
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7.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

          12 =  ( )1 6 1a d+ −    ----- (1) 
       16 =  ( )1 10 1a d+ −    ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะได  1d =  และ 1 7a =  

       ดังนั้น พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 7 

8.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

         20 =  ( )1 3 1a d+ −    ----- (1) 
      32 =  ( )1 7 1a d+ −    ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  3d =  และ 1 14a =  

     นั่นคือ    25a  =  ( )( )14 25 1 3+ −  

   =  ( )( )14 24 3+  
   =  86 
      ดังนั้น พจนท่ี 25 ของลําดับเลขคณิตนี ้คือ 86  

9.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

         16 =  ( )1 2 1a d+ −    ----- (1) 
    116 =  ( )1 12 1a d+ −    ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  10d =  และ 1 6a =  

     นั่นคือ     na  =  ( )( )6 1 10n+ −  
   =  6 10 10n+ −   
   =  10 4n −   
      ดังนั้น 10 4na n= −  และ 10d =  

10.   ลําดับเลขคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 1a = −  และ ( )6 1 5d = − − − = −  

        จาก        na  =  ( )1 1a n d+ −  

        จะได  176−   =  ( )( )1 1 5n− + − −  
           n =  36 
        ดังนั้น 176−  เปนพจนท่ี 36 ของลําดับเลขคณิตนี้ 

11.   ให a  เปนพจนของลําดับเลขคณิตท่ีอยูระหวาง 39 และ 51  

 จะได 39, , 51a  เปนสามพจนเรียงกันของลําดับเลขคณิต 

 จาก  1n nd a a+= −   
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 จะได  2 1 39d a a a= − = −   และ  3 2 51d a a a= − = −  

      ดังนั้น         39a −  =   51 a−  
       2a =   90 
         a =   45 
        นั่นคือ  45 เปนพจนของลําดับเลขคณิตท่ีอยูระหวาง 39 และ 51 

12.   จํานวนนบัท่ีนอยท่ีสุดท่ีมากกวา 100 ซ่ึงหารดวย 13 ลงตัว คือ 104 

        เนื่องจาก 1,000 หารดวย 13 ไดผลหาร 76 เหลือเศษ 12 

        ดังนั้น จํานวนนับท่ีมากท่ีสุดท่ีนอยกวา 1,000 ซ่ึงหารดวย 13 ลงตัว คือ 1,000 12 988− =  

        จะไดวา ลําดับของจํานวนนับท่ีอยูระหวาง 100 ถึง 1,000 ซ่ึงหารดวย 13  ลงตัว เปนลําดบั 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 104  ผลตางรวมเปน 13 และพจนท่ี n เปน 988 

        จาก ( )1 1na a n d= + −  

        จะได      988 =   ( )( )104 1 13n+ −  
     988 =   91 13n+   
     13n =   897   
         n =   69 
        ดังนั้น จํานวนนับท่ีอยูระหวาง 100 ถึง 1,000 ท่ีหารดวย 13 ลงตัว มีท้ังหมด 69 จํานวน 

13.  เนื่องจาก , 6 2, 8 1a a a+ +  เปนสามพจนแรกของลําดับเลขคณิต  

 จาก  1n nd a a+= −   

 จะได  ( )2 1 6 2 5 2d a a a a a= − = + − = +   และ  ( ) ( )3 2 8 1 6 2 2 1d a a a a a= − = + − + = −  

 ดังนั้น        5 2a +   =   2 1a −   
      3a   =   3−   
       a  =   1−  
       นั่นคือ สามพจนแรกของลําดับเลขคณิต คือ 1, 4, 7− − −   

 จะได 1 1a = −  และ ( )4 1 3d = − − − = −  

       จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

            na  =  ( )( )1 1 3n− + − −  
    =   1 3 3n− − +   
    =  2 3n−   
      ดังนั้น  a  ในลําดับเลขคณิตท่ีกําหนดให คือ 1−  และพจนท่ัวไปของลําดับ คือ 2 3n−   
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14.  ให 1 2 3, , a a a   เปนสามพจนแรกของลําดับเลขคณิต  

 โดยท่ี 1 2 3 12a a a+ + =  และ 3 3 3
1 2 3 408a a a+ + =  

 จาก  ( )1 1na a n d= + −   

     จะได            1 2 3a a a+ +  =  12 

                  ( ) ( )1 1 1 2a a d a d+ + + +  =  12 
                               13 3a d+  =  12 
                              1a d+  =   4        ----- (1) 

      และ                                                                   3 3 3
1 2 3a a a+ +  =   408 

                     ( ) ( )3 33
1 1 1 2a a d a d+ + + +  =   408 

      จาก  (1)  จะได     ( ) ( )3 334 4 4d d− + + +  =   408 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 3 3 2 2 364 3 4 3 4 4 64 3 4 3 4d d d d d d− + − + + + + +  =   408 

           2 264 12 64 64 12d d+ + + +  =   408 
                   224d  =   216 
             2d  =    9 
      นั่นคือ  3d =  หรือ 3d = −  

      กรณี 3d =  จาก (1) จะได 1 1a =    

     นั่นคือ ( )( )1 1 3 3 2na n n= + − = −  

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ 3 2n −  

      กรณี 3d = −  จาก (1) จะได  1 7a =  

      นั่นคือ ( )( )7 1 3 3 10na n n= + − − = − +  

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ 3 10n− +  

 หมายเหตุ   

 อาจหาพจนท่ัวไปของลําดับท่ีกําหนด โดยให 2a a=  จะไดวา 1a a d= −  และ 

3a a d= +  เม่ือ d  เปนผลตางรวม จากนั้นดําเนินการตามวิธีขางตน 
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15.   สมศักดิ์ไดรับเงินเดือนเดือนละ 25,000 บาท และไดรับเงินเดือนเพ่ิมข้ึนปละ 1,000 บาท 

 นั่นคือ เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 1 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ 25,000 1,000 26,000+ =  บาท 

 เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 2 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ ( )26,000 1 1,000 27,000+ =  บาท 

 เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 3 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ ( )26,000 2 1,000 28,000+ =  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวาเม่ือสมศักดิ์ทํางานได n ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ  

 ( )( )26,000 1 1,000n+ −  บาท 

 จะไดวา ลําดับของเงินเดือนท่ีสมศักดิ์ไดรับเม่ือทํางานได 1, 2, 3, …, n, … ป คือ 

  ( )( )26000, 27000, 28000, ,26000 1 1000 ,n+ −   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 26,000 และผลตางรวมเปน 1,000 

 เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 6 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเทากับพจนท่ี 6 ของลําดับนี้ 

 ดังนั้น เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 6 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ ( )( )26,000 6 1 1,000 31,000+ − =  บาท 

16.   บริษัทแหงหนึ่งรับซ้ือรถยนตท่ีใชแลว 1 ปในราคาท่ีต่ํากวาราคาท่ีบริษัทขาย 100,000 บาท 

 สําหรับรถยนตท่ีใชแลวเกิน 1 ป ราคาซ้ือคืนจะลดลงอีกปละ 70,000 บาท 

 วิธีท่ี 1 พิจารณาราคาท่ีบริษัทรับซ้ือรถคืน 

   เนื่องจาก ซ้ือรถยนตจากบริษัทนี้มาในราคา 1,000,000 บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 1 ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

    1,000,000 100,000 900,000− =  บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 2 ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

    ( )( )900,000 2 1 70,000 830,000− − =  บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 3 ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

    ( )( )900,000 3 1 70,000 760,000− − =  บาท 

  ในทํานองเดียวกัน จะไดวาสําหรับรถยนตท่ีใชแลว n ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

   ( )( )900,000 1 70,000n− −  บาท 

  จะได ลําดับของราคาท่ีบริษัทจะรับซ้ือคืน สําหรับรถยนตท่ีใชไปแลว 1, 2, 3, …, n, … ป คือ  

   ( )( )900000, 830000, 760000, , 900,000 1 70,000 ,n− −    

   ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 900,000 และผลตางรวมเปน 70,000 
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   เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป ราคาท่ีบริษัทจะรับซ้ือคืนเทากับพจนท่ี 5 ของลําดับนี้  

   ดังนั้น เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป ราคาท่ีบริษัทจะรับซ้ือคืนเทากับ  

    ( )( )900,000 5 1 70,000 620,000− − =  บาท 

   นั่นคือ เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป บริษัทจะรับซ้ือรถยนตคืนในราคาท่ีต่ํากวาราคา 

   ท่ีซ้ือจากบริษัท 1,000,000 620,000 380,000− =  บาท 

 วิธีท่ี 2 พิจารณาสวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืน 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 1 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ 100,000 บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 2 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ  

    ( )100,000 2 1 70,000 170,000+ − =  บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 3 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ  

    ( )100,000 3 1 70,000 240,000+ − =  บาท 

  ในทํานองเดียวกัน จะไดวาสําหรับรถยนตท่ีใชแลว n ป สวนตางของราคาขายและ 

  ราคาซ้ือคืนเทากับ ( )( )100,000 1 70,000n+ −  บาท 

   จะได ลําดับของสวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืน สําหรับรถยนตท่ีใชไปแลว  

   1, 2, 3, …, n, … ป คือ ( )( )100000, 170000, 240000, , 100000 1 70000 ,n+ −   

   ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 100,000 และผลตางรวมเปน 70,000 

   เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับพจนท่ี 5 ของ 

   ลําดับนี้  

   ดังนั้น เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ  

   ( )( )100,000 5 1 70,000 380,000+ − =  บาท 

   นั่นคือ เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป บริษัทจะรับซ้ือรถยนตคืนในราคาท่ีต่ํากวาราคา 

   ท่ีซ้ือจากบริษัท 380,000  บาท 
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แบบฝกหัด 1.1.3    

1.   1) จาก  7, 9, 11, 13, , 2 5n +   

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1 9 7 2a a− = − =  

   3 2 11 9 2a a− = − =  
   4 3 13 11 2a a− = − =  
   ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 5 2 1 5 2 5 2 3 2n na a n n n n−− = + − − + = + − + =   

  ดังนั้น ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 2 

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

9
7

a
a

=  

   3

2

11
9

a
a

=  

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีผลตางรวมเทากับ 2 แตไมเปนลําดับเรขาคณิต 

 2) จาก  ( ) 16, 6, 6, 6, , 6 1 n−− − −  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  ( )2 1 6 6 12a a− = − − = −  

   ( )3 2 6 6 12a a− = − − =  

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

6 1
6

a
a

−
= = −  

   3

2

6 1
6

a
a

= = −
−

 

   4

3

6 1
6

a
a

−
= = −  

   
( )
( ) 1

1

6 1
1

6 1

n
n

n
n

a
a −

−

−
= = −

−
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  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 1−    

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิต แตเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีอัตราสวนรวมเทากับ 1−   

 3) จาก  4, 2, 0, 2, , 6 2n− −  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1 2 4 2a a− = − = −  

   3 2 0 2 2a a− = − = −  
   ( )4 3 2 0 2a a− = − − = −  

   ( ) ( )( ) ( ) ( )1 6 2 6 2 1 6 2 8 2 2n na a n n n n−− = − − − − = − − − = −   

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 2−   

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

2 1
4 2

a
a

= =  

   3

2

0 0
2

a
a

= =  

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีผลตางรวมเทากับ 2−  แตไมเปนลําดับเรขาคณิต 

 4) จาก  1 1 13, 1, , , , 9
3 9 3

n
 
 
 

  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1 1 3 2a a− = − = −  

   3 2
1 21
3 3

a a− = − = −  

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

1
3

a
a

=  

   3

2

1
13

1 3
a
a

= =  
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   4

3

1
19

1 3
3

a
a

= =  

   1
1

19
13
319

3

n

n
n

n

a
a −

−

 
 
 = =
 
 
 

 

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 1−    

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิต แตเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีอัตราสวนรวมเทากับ 1−   

 5) จาก  1 2 1 4, , , , ,
4 5 2 7 3

n
n

− − − − −
+

  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1
2 1 3
5 4 20

a a    − = − − − = −   
   

 

   3 2
1 2 1
2 5 10

a a    − = − − − = −   
   

 

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

2
85

1 5
4

a
a

 − 
 = =
 − 
 

 

   3

2

1
52

2 4
5

a
a

 − 
 = =
 − 
 

 

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิตและไมเปนลําดับเรขาคณิต 
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2.  1)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 7, 49, 343,   

        จะได  1 1a =  และ 7 7
1

r = =  

       พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิต คือ 1
1

n
na a r −=  

       จะได        5a  =    5 1
1a r −    =   ( )41 7   =  47  =  2,401 

      6a  =    6 1
1a r −    =   ( )51 7   =  57  =  16,807 

      7a  =    7 1
1a r −    =   ( )61 7   =  67  =  117,649 

       ดังนั้น สามพจนถัดไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2401, 16807 และ 117,649 

 2)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 2, 4, 8, − −   

        จะได  1 1a = −  และ 2 2
1

r = = −
−

 

       พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิต คือ 1
1

n
na a r −=  

       จะได        5a  =    5 1
1a r −    =   ( )( )41 2− −   =  16−  

      6a  =    6 1
1a r −    =   ( )( )51 2− −   =  32  

      7a  =    7 1
1a r −    =   ( )( )61 2− −   =  64−  

       ดังนั้น สามพจนถัดไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 16, 32−  และ 64−  

 3)   จากลําดับเรขาคณิต 1 13, 1, , , 
3 9

 

        จะได  1 3a =  และ 1
3

r =  

       พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิต คือ 1
1

n
na a r −=  

       จะได        5a  =    5 1
1a r −    =   

413
3

 
 
 

 =  3
1
3

 =  1
27

 

      6a  =    6 1
1a r −    =   

513
3

 
 
 

 =  4
1
3

 =  1
81

 

      7a  =    7 1
1a r −    =   

613
3

 
 
 

 =  5
1
3

 =  1
243

 

       ดังนั้น สามพจนถัดไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 1 1, 
27 81

 และ 1
243
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3.   จากลําดับเรขาคณิต 2, 4, 8, 16,   

      จะได  1 2a =  และ 4 2
2

r = =  

      จาก ( ) 11
1 2 2 2nn n

na a r −−= = =  

      จะได  9
9 2 512a = =   

      ดังนั้น  พจนท่ี 9 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 512  

4.   จากลําดับเรขาคณิต 2, 10, 50, 250, − −   

      จะได  1 2a =  และ 10 5
2

r −
= = −  

      จาก ( ) 11
1 2 5 nn

na a r −−= = −  

      จะได  ( ) ( ) ( )11 2 10 10
11 2 5 2 5 2 5a −= − = − =   

      ดังนั้น  พจนท่ี 11 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( )102 5  

5.   จากลําดับเรขาคณิต 1 1 1 1, , , , 
2 6 18 54


 

      จะได  1
1
2

a =  และ 

1
16

1 3
2

r = =  

      จาก 
1

1
1

1 1
2 3

n
n

na a r
−

−  = =  
 

 

      จะได  
8 1 7

8 7
1 1 1 1 1
2 3 2 3 2 3

a
−

   = = =    ×   
  

      ดังนั้น  พจนท่ี 8 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 7
1

2 3×
 

6. 1)   จากลําดับเรขาคณิต 3, 6, 12, − − −   

       จะได  1 3a = −  และ 2r =  

       จาก  1
1

n
na a r −=  

  จะได  ( ) 13 2 n
na −= −  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( ) 13 2 n−−  
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 2)   จากลําดับเรขาคณิต 510, 5, , 
2

−   

       จะได  1 10a =  และ 1
2

r = −  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  
1110

2

n

na
−

 = − 
 

 

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 
1110

2

n−
 − 
 

 

 3)   จากลําดับเรขาคณิต 1 5 25, , , 
4 4 4

  

       จะได  1
1
4

a =  และ 5r =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( )11 5
4

n
na −=  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( )11 5
4

n−  

 4)   จากลําดับเรขาคณิต 5 5 10, , , 
6 3 3

  

       จะได  1
5
6

a =  และ 2r =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( )15 2
6

n
na −=  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( )15 2
6

n−  
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 5)   จากลําดับเรขาคณิต 2 1 1, , , 
9 12 32

− −   

       จะได  1
2
9

a = −  และ 3
8

r = −  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  
12 3

9 8

n

na
−

 = − − 
 

 

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 
12 3

9 8

n−
 − − 
 

 

 6)   จากลําดับเรขาคณิต 2, 2 3, 6,   

       จะได  1 2a =  และ 3r =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( ) 1
2 3

n

na
−

=  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( ) 1
2 3

n−
 

 7)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 0.3, 0.09, ...− −  

       จะได  1 1a = −  และ 0.3 0.3
1

r = = −
−

 

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 0.3 0.3 1 0.3n n n n
na − − −= − − = − − = −  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( ) ( ) 11 0.3n n−−  

 8)   จากลําดับเรขาคณิต 3 2 2 3, , , ab a b a b   เม่ือ a และ b เปนจํานวนจริงท่ีไมเปนศูนย 

       จะได  3
1a ab=  และ 

2 2

3
a b ar

bab
= =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( )
1

3 4
n

n n
n

aa ab a b
b

−
− = = 

 
 

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 4n na b −  เม่ือ a และ b เปนจํานวนจริง 

      ท่ีไมเปนศูนย  
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7.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มีพจนท่ีหา คือ 16 และอัตราสวนรวม คือ 2 

 นั่นคือ 5 16a =  และ 2r =  

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  5 1 4
5 1 1a a r a r−= =   

 ดังนั้น     16 =  ( )4
1 2a  

 จะได    1a  =   1 

       ดังนั้น พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ  1 

8.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 3 12a =  และ 6 96a =  

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  3 1 2
3 1 1a a r a r−= =   

 และ  6 1 5
6 1 1a a r a r−= =   

 ดังนั้น     12 =  2
1a r   ----- (1) 

 และ     96 =  5
1a r   ----- (2) 

      จาก (1) และ (2)  จะได 3 8r =   นั่นคือ 2r =  

      ดังนั้น อัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2 

9. เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 1 22, 6a a= = −  และ 3 18a =   

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  2 16 2r −− =   นั่นคือ  6 2r− =    ----- (1) 

 และ  3 118 2r −=  นั่นคือ   218 2r=    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2)  จะได  3r = −   

 นั่นคือ  ( ) 12 3 n
na −= −  

 เม่ือ  162na =   

 จะได   162 =     ( ) 12 3 n−−  

     81 =     ( ) 13 n−−   

             ( )43−   =     ( ) 13 n−−  
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 นั่นคือ        1n −  =     4 

 จะได   n  =     5   

      ดังนั้น 162 เปนพจนท่ี 5 ของลําดับเรขาคณิตนี้  

10.   1)   พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 3 4,a a  และ 5a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 1 4a =  และ 1
4

r =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

  จะได  
1 2

1
1

1 14
4 4

n n
n

na a r
− −

−    = = =   
   

 

       นั่นคือ       3a  =      
3 21

4

−
 
 
 

=   1
4

 

       4a  =      
4 21

4

−
 
 
 

=   1
16

 

       5a  =      
5 21

4

−
 
 
 

=  1
64

 

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 1 1,
4 16

 และ 1
64

 ตามลําดับ 

 2) พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2 4,a a  และ 5a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 1 2a =  และ 3
2
9

a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได         2
9

 =  ( )3 12 r −  

       2
9

 =  22r  

      2r  =   1
9

 

        นั่นคือ 1
3

r =  หรือ 1
3

r = −  
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       กรณี 1
3

r =   จะได  
112

3

n

na
−

 =  
 

  

       นั่นคือ       2a  =   
2 112

3

−
 
 
 

 =   2
3

 

       4a  =   
4 112

3

−
 
 
 

 =   2
27

  

       5a  =   
5 112

3

−
 
 
 

 =   2
81

  

       กรณี 1
3

r = −  จะได  
112

3

n

na
−

 = − 
 

  

       นั่นคือ       2a  =   
2 112

3

−
 − 
 

=   2
3

−  

       4a  =   
4 112

3

−
 − 
 

=   2
27

−   

       5a  =   
5 112

3

−
 − 
 

=   2
81

  

  ดังนั้น กรณี 1
3

r =  พจนท่ีขาดหายไป คือ 2 2,
3 27

 และ 2
81

  ตามลําดับ  

  และกรณี 1
3

r = −  พจนท่ีขาดหายไป คือ 2 2,
3 27

− −  และ 2
81

 ตามลําดับ  

 3) พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2 3 4, ,a a a  และ 6a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 1
3
7

a =  และ 5
3

343
a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได     3
343

 =  ( )5 13
7

r −  

   3
343

 =  43
7

r  

      4r  =   1
49

 

        นั่นคือ   1
7

r =   หรือ 1
7

r = −  
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       กรณี 1
7

r =  จะได  
13 1

7 7

n

na
−

 
=  

 
  

       นั่นคือ       2a  =   
2 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
7 7

 

       3a  =   
3 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
49

  

       4a  =   
4 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
49 7

 

       6a  =   
6 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
343 7

 

       กรณี 1
7

r = −  จะได  
13 1

7 7

n

na
−

 
= − 

 
  

       นั่นคือ       2a  =   
2 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
7 7

−  

       3a  =   
3 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
49

  

       4a  =   
4 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
49 7

−  

       6a  =   
6 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
343 7

−  

  ดังนั้น กรณี 1
7

r =  พจนท่ีขาดหายไป คือ 3 3 3, ,
497 7 49 7

 และ 3
343 7

  ตามลําดับ  

  และกรณี 1
7

r = −  พจนท่ีขาดหายไป คือ 3 3 3, ,
497 7 49 7

− −  และ 3
343 7

−  ตามลําดับ 

 4) พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 1 2 4 5, , ,a a a a  และ 7a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 3 1a =  และ 6
8
27

a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได        1 =   ( )2
1a r      ----- (1) 

    8
27

  =   ( )51a r      ----- (2) 
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   จาก (1) และ (2) จะได 2
3

r =  และ 1
9
4

a =  

  นั่นคือ  
1 39 2 2

4 3 3

n n

na
− −

   = =   
   

 

       จะได         2a  =  
2 32

3

−
 
 
 

 =  3
2

 

        4a  =  
4 32

3

−
 
 
 

  =  2
3

 

        5a  = 
5 32

3

−
 
 
 

  =  4
9

 

        7a  = 
7 32

3

−
 
 
 

  =  16
81

 

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 9 3 2 4, , ,
4 2 3 9

 และ 16
81

 ตามลําดับ 

11.   1)   ให a เปนพจนท่ีอยูระหวาง 5 และ 20  

  จะได 5, , 20a  เปนสามพจนท่ีเรียงติดกันในลําดับเรขาคณิต 

  จาก  1n

n

ar
a
+=   

      จะได          
5
a  =   20

a
 

        2a  =   100 
       นั่นคือ 10a =   หรือ  10a = −  

       ดังนั้น พจนท่ีอยูระหวาง 5 และ 20 ในลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 10 หรือ 10−  

 2)   ให a  เปนพจนท่ีอยูระหวาง 8 และ 12  

  จะได 8, , 12a  เปนสามพจนท่ีเรียงติดกันในลําดับเรขาคณิต 

  จาก  1n

n

ar
a
+=   

      จะได         
8
a  =   12

a
 

        2a  =   96 
       นั่นคือ  4 6a =  หรือ 4 6a = −  

       ดังนั้น พจนท่ีอยูระหวาง 8 และ 12 ในลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 4 6  หรือ 4 6−  
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12.  จาก  1n

n

ar
a
+=   

 จะได       20
3

a
a
+
+

 =  105
20

a
a
+
+

 

        ( )( )20 20a a+ +  =   ( )( )3 105a a+ +  

        2 40 400a a+ +  =   2 108 315a a+ +  
    68a  =    85 

        a =   5
4

 

 จะได 5 173 3
4 4

a + = + =     

   5 8520 20
4 4

a + = + =       

 และ  5 425105 105
4 4

a + = + =  

 ดังนั้น สามพจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 17 85, 
4 4

 และ 425
4

 

        นั่นคือ  1
17
4

a =  และ 5r =  

        จะได  พจนท่ัวไป คือ   na  =  1
1

na r −  =  ( ) 117 5
4

n−  

        ดังนั้น  5
4

a =  และ พจนท่ัวไป คือ ( )117 5
4

n−  

13.   ในการคํานวณจํานวนประชากรในแตละป จะพิจารณาเม่ือสิน้ปนั้น ๆ 

 จาก พ.ศ. 2550 ประชากรในอําเภอหนึ่งมี 60,000 คน และประชากรในอําเภอนี้เพ่ิมข้ึนปละ 2%  

 จะไดวา  

 ใน พ.ศ. 2551 (ครบ 1 ป) จะมีประชากร ( ) ( )60,000 60,000 0.02 60,000 1.02+ =  คน 

       ใน พ.ศ. 2552 (ครบ 2 ป) จะมีประชากร ( ) ( )( ) ( )260,000 1.02 60,000 1.02 0.02 60,000 1.02+ = คน 

       ใน พ.ศ. 2553 (ครบ 3 ป) จะมีประชากร ( ) ( ) ( ) ( )2 2 360,000 1.02 60,000 1.02 0.02 60,000 1.02+ = คน 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือครบ n  ป จะมีประชากร ( )60,000 1.02 n  คน  

 จะได จํานวนประชากรเม่ือครบ 1,  2,  3, , ,n   ป คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 360000 1.02 , 60000 1.02 , 60000 1.02 , , 60000 1.02 ,n
  

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี ( )1 60,000 1.02a =  และ  1.02r =  
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 จาก  1
1

n
na a r −=   

 จะได  ( )( )( ) ( )160,000 1.02 1.02 60,000 1.02n n
na −= =   

 ดังนั้น สูตรการคํานวณจํานวนประชากรในแตละป คือ ( )60,000 1.02 n  เม่ือ n  เปนจํานวน 

 เต็มบวกท่ีใชแทนจํานวนปท่ีคํานวณจํานวนประชากรหลังจาก พ.ศ. 2550 

 เนื่องจาก พ.ศ. 2565 คือปท่ี 15 หลังจาก พ.ศ 2550 

 จะได จํานวนประชากรในพ.ศ. 2565 เทากับ ( )1560,000 1.02 80,752≈  คน 

        ดังนั้น สูตรการคํานวณจํานวนประชากรในแตละป คือ ( )60,000 1.02 n  เม่ือ n  เปนจํานวน 

 เต็มบวกท่ีใชแทนจํานวนปท่ีคํานวณจํานวนประชากรหลังจาก พ.ศ. 2550 และจํานวน 

 ประชากรใน พ.ศ. 2565 ประมาณ 80,752 คน  

 หมายเหตุ   

 การหาคําตอบในขอนี้ อาจพิจารณาลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเทากับ 60,000 และ

อัตราสวนรวมเทากับ 1.02  ซ่ึงจํานวนประชากรใน พ.ศ. 2565 จะเปนพจนท่ี 16 ของลําดับนี้ 

14.   ในท่ีนี้ ความสูงของลูกบอล คือ ระยะท่ีลูกบอลอยูสูงท่ีสุดเม่ือวัดจากระดับพ้ืนดิน  

 จาก ความสูงของลูกบอลเม่ือเริ่มปลอยลูกบอลเทากับ 2 เมตร และเม่ือลูกบอลกระทบพ้ืน  

 ความสูงของลูกบอลท่ีกระดอนข้ึนจะลดลง 8% ของความสูงของลูกบอลกอนหนา จะไดวา  

 ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 1 เทากับ ( ) ( )2 2 0.08 2 0.92− =  เมตร 

 ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 2 เทากับ ( ) ( )( )( ) ( )22 0.92 2 0.92 0.08 2 0.92− =  เมตร 

 ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 3 เทากับ ( ) ( )( )( ) ( )2 2 32 0.92 2 0.92 0.08 2 0.92− =  เมตร 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือลูกบอลกระทบพ้ืนครั้งท่ี n  ความสูงของลูกบอลจะเทากับ ( )2 0.92 n เมตร 

 จะได ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 1,  2,  3, , ,n   คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 32 0.92 , 2 0.92 , 2 0.92 , , 2 0.92 ,n
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี ( )1 2 0.92 , 0.92a r= =  และพจนท่ัวไป คือ ( )2 0.92 n  

 ให f  เปนฟงกชันแสดงความสูงของลูกบอลเม่ือลูกบอลกระทบพ้ืนครั้งท่ี n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 จะได ( ) ( )2 0.92 nf n =   

 ดังนั้น ฟงกชันแสดงความสูงของลูกบอลเม่ือลูกบอลกระทบพ้ืนครั้งท่ี n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวก  

 คือ ( ) ( )2 0.92 nf n =  
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แบบฝกหัด 1.1.4  

1.   กําหนด  1
n

n
b

a
=  จะไดวา nb  เปนลําดับเลขคณิต 

     จาก  3
3

1 1
3

b
a

= =  และ 6
6

1 1
6

b
a

= =  

      จะได       1
3

 =   1 2b d+      ----- (1)  

      และ       1
6

 =   1 5b d+      ----- (2) 

      จาก  ( )1  และ ( )2  จะได  1
18

d = −  และ 1
4
9

b =  

      จาก  ( )4 1
4 1 54 1 3
9 18 18

b b d  = + − = + − = 
 

 จะได  4
4

1 18
5

a
b

= =  

      และจาก ( )5 1
4 1 25 1 4
9 18 9

b b d  = + − = + − = 
 

 จะได  5
5

1 9
2

a
b

= =  

      ดังนั้น 4 5
18 9 81
5 2 10

a a+ = + =  

2.   ให  2log 3nna =   

 จะสามารถเขียน na  ไดเปน  log3 log3
log 2log 2n na

n
= =  

      กําหนด  1
n

n
b

a
=  จะได  log 2

log 3n
nb =  

      สังเกตวา  ( )
1

1 log 2 log 2 log 2
log 3 log 3 log 3n n

n nb b+

+
− = − =  

      ดังนั้น ลําดับ  nb  เปนลําดับเลขคณิต นั่นคือ ลําดับ na  เปนลําดับฮารมอนิก 

     ดังนั้น 2 4 8 2log 3, log 3, log 3, , log 3,n   เปนลําดับฮารมอนิก 

3.   ให 1
n

n
b

a
=  จะไดวา ลําดับ nb  เปนลําดับเลขคณิต โดยท่ี 0na ≠  เม่ือ n  เปนจาํนวนเต็มบวก 

 เนื่องจาก 1 1a =  และ 2 3 1a a+ =   

     จะได   1
1

1 1 1
1

b
a

= = =  

           2
2

1b
a

=   โดยท่ี 2 0a ≠   



     
     
     

    
 

204 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 และ  3
3 2

1 1
1

b
a a

= =
−

  โดยท่ี 21 0a− ≠  หรือ 2 1a ≠   

      เนื่องจาก ลําดับ nb  เปนลําดับเลขคณิต จะไดวา  

            2 1b b−  =   3 2b b−  

      นั่นคือ       
2

1 1
a

−  =   
2 2

1 1
1 a a

−
−

         

            2

2

1 a
a
−  =   

( )
( )

2 2

2 2

1
1

a a
a a
− −

−
 

               ( )2
21 a−  =  22 1a −  

       2
2 21 2a a− +  =   22 1a −  

           2
2 24 2a a− +  =   0 

        จะได   
( ) ( ) ( )( )

( )

2

2

4 4 4 1 2
2 2

2 1
a

− − ± − −
= = ±  

        ดังนั้น คาท่ีเปนไปไดของ 2a  คือ 2 2+  และ 2 2−  
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แบบฝกหัด 1.2  

1.   1)   จาก sin
2n

na π
=   

       เขียนลําดับไดเปน 1, 0, 1, 0, 1,0, 1, 0, 1, 0, 1, , sin ,
2

nπ
− − −    

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้   

 
     จากกราฟ จะเห็นวา  เม่ือ n  เปน 1, 5, 9, …   พจนท่ี n  เปน 1  

     เม่ือ n  เปน 2, 4, 6, …   พจนท่ี n  เปน 0 

     เม่ือ n  เปน 3, 7, 11, …   พจนท่ี n  เปน 1−   

  นั่นคือ เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  ไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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 2)   จาก 1 sin
2n

na
n

π
=  

       เขียนลําดับไดเปน 1 1 1 11, 0, , 0, , 0, , 0 , sin ,
3 5 7 2

n
n

π
− −     

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 3)   จาก 5
1na

n
=

+
 

       เขียนลําดับไดเปน 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5, , , , , , , , , , , , ,
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1n +

          

  เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้   

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 4)   จาก 2n

na
n

=  

       เขียนลําดับไดเปน 8 32 22, 2, , 4, , , ,
3 5

n

n
   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
     จากกราฟ จะเห็นวา  เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  มีคาเพ่ิมข้ึนและไมเขาใกล 

  จํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

 5)   จาก ( )( )1 1 n
na n= + −  

       เขียนลําดับไดเปน ( )( )0, 4, 0, 8, 0, 12, , 1 1 ,nn + −   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

     จากกราฟ จะเห็นวา  เม่ือ n  เปน 1, 3, 5, …   พจนท่ี n  เปน 0  

     เม่ือ n  เปน 2, 4, 6, …   พจนท่ี n  เปน 2n   

  นั่นคือ เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  ไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

 6)   จาก 14
2n na = −  

       เขียนลําดับไดเปน 7 15 31 63 1, , , , , 4 ,
2 4 8 16 2n−   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้  

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 4  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 4 แตไมเทากับ 4 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 4 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 7)   จาก ( ) 14 0.5 n
na −=  

       เขียนลําดับไดเปน ( ) 11 14, 2, 1, , , , 4 0.5 ,
2 4

n−
   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
    
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 8)   จาก 
1

2
3

n
na  =  

 
 

       เขียนลําดับไดเปน 
1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2, , , , , , , ,

3 3 3 3 3 3 3
n           

           
           

   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้  

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 1  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 1 แตไมเทากับ 1 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 1  
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 9)   จาก 4
3

n

na  = − 
 

 

       เขียนลําดับไดเปน 
2 3 44 4 4 4 4, , , , , ,

3 3 3 3 3

n
       − − −       
       

   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
  จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟมีลักษณะข้ึนและลงสลับกัน โดยไมเขาใกลคาใดคาหนึ่ง 

      ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 10)   จาก 
2 2n n

na =
+

 

         เขียนลําดับไดเปน 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , , , , ,
4 6 10 18 34 66 130 258 2 2n

n
+

          

  เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0  

2. 1)   เนื่องจาก     8lim
3n n→∞

 =   8 1lim
3 n n→∞

 
 
 

  =   ( )8 0
3

  =    0 

       ดังนั้น  8lim 0
3n n→∞

=  

       นั่นคือ  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 2)   เนื่องจาก  7 1
8

<   

  พิจารณา  1 7 7lim lim lim 0
8 8

nn

nn n n
na→∞ →∞ →∞

 = = = 
 

  

  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 3)   เนื่องจาก 
1 2 2

8 2 8 2 6
4 2 1
2 2 2

n n

n n na
− −

− −= = =  

       จะได      
1

8 2
4lim
2

n

nn

−

−→∞
 =  6

1lim
2n→∞

 
 
 

 

     =  6
1
2

 

       ดังนั้น  
1

8 2 6
4 1lim
2 2

n

nn

−

−→∞
=  

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 6
1
2

 

 4)   เนื่องจาก  1 1
2

<   จะได  1lim 0
2

n

n→∞

  = 
 

 

  ดังนั้น  1 1lim 3 3 lim 3 0 0
2 2

n n

n n→∞ →∞

   = = × =   
   

  

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 5)   เนื่องจาก     1lim 4
n n→∞

 + 
 

 =  
1lim 4 lim

n n n→∞ →∞
+  

      =   4 0+  
      =    4 

       ดังนั้น  1lim 4 4
n n→∞

 + = 
 

 

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 4 

 6)   เนื่องจาก       6 4lim
6n

n
n→∞

−
 =  

46
lim

6n

n
n

n→∞

 − 
    

      =  

46
lim

6n
n

→∞

−
 

      =  

4lim 6

lim 6
n

n

n→∞

→∞

 − 
   

      =  

4lim 6 lim

lim 6
n n

n

n→∞ →∞

→∞

−
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

      =  

1lim 6 4 lim

lim 6
n n

n

n→∞ →∞

→∞

−
 

      =   
( )6 4 0

6
−

 

      =    1 

        ดังนั้น 6 4lim 1
6n

n
n→∞

−
=  

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 1 

 7)   พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  
6lim

3 5n n→∞ +
 

     =  

6

lim
53

n

n
n

n
n

→∞

 
 
 

 + 
 

 

     =  

6

lim 53n
n

n
→∞

+
 

     =  

6lim

5lim 3

n

n

n

n

→∞

→∞

 + 
 

 

     =  

6lim

5lim 3 lim

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞
+

 

     =  

16 lim

1lim 3 5 lim

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞
+

 

 

     =   
( )
( )

6 0
3 5 0+

 

     =    0 
       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 8)   เนื่องจาก  lim
1n

n
n→∞ +

 =  lim
11

n

n

n
n

→∞  + 
 

 

     =  1lim 11n

n
→∞

+
 

     =  
lim1

1lim 1

n

n n

→∞

→∞

 + 
 

 

     =  
lim 1

1lim 1 lim

n

n n n

→∞

→∞ →∞
+

 

     =   
1

1 0+
 

     =    1 

       ดังนั้น  lim 1
1n

n
n→∞

=
+

 

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 1 

 9)   เนื่องจาก       2
4 5lim

n

n
n→∞

+  =   2
4 5lim

n nn→∞

 + 
 

 

      =   2
4 5lim lim

n n nn→∞ →∞
+   

      =   0 0+  
      =    0 

       ดังนั้น  2
4 5lim 0

n

n
n→∞

+
=   

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 
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 10)   เนื่องจาก       2 1lim
3 1n

n
n→∞

−
+

 =  

12
lim

13
n

n
n

n
n

→∞

 − 
 
 + 
 

 

      =  

12
lim 13n

n

n
→∞

−

+
  

      =  

1lim 2

1lim 3

n

n

n

n

→∞

→∞

 − 
 
 + 
 

  

      =  

1lim 2 lim

1lim 3 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

+
 

      =   
2 0
3 0
−
+

 

      =   
2
3

 

        ดังนั้น 2 1 2lim
3 1 3n

n
n→∞

−
=

+
 

        นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 2
3

 

 11)   พิจารณา    1lim
n na→∞

 =  2
7 1lim

3 5n

n
n n→∞

−
−

 

     =  

2
2

2

7 1

lim
53

n

n
n n

n
n

→∞

 − 
 
 − 
 

 

     =  
2

7 1

lim 53n

n n

n
→∞

−

−
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     =  
2

7 1lim

5lim 3

n

n

n n

n

→∞

→∞

 − 
 
 − 
 

   

     =  
2

7 1lim lim

5lim 3 lim

n n

n n

n n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

−
 

     =   
0 0
3 0
−
−

 

     =    0 
         จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก 

 12)  เนื่องจาก    
2

2
7lim

5 3n

n
n→∞ −

 =   
2

2
2

7lim
35

n

n

n
n

→∞  − 
 

 

      =  
2

7lim 35n

n
→∞

−
  

      =  

2

lim 7

3lim 5

n

n n

→∞

→∞

 − 
 

  

      =  
2

lim 7

3lim 5 lim

n

n n n

→∞

→∞ →∞
−

 

      =  
7

5 0−
 

      =  
7
5

 

        ดังนั้น  
2

2
7 7lim

55 3n

n
n→∞

=
−

 

        นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 7
5
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 13)   เนื่องจาก       
2

2
4 2 3lim

n

n n
n→∞

− +  =   2
2 3lim 4

n n n→∞

 − + 
 

 

       =  2
2 3lim 4 lim lim

n n nn n→∞ →∞ →∞
− +  

       =  4 0 0− +  
       =   4 

         ดังนั้น  
2

2
4 2 3lim 4

n

n n
n→∞

− +
=  

         นั่นคือ  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 4 

 14)   เนื่องจาก           
2

2
3 1lim

10 5n

n
n n→∞

−
−

 =   

2
2

2

13
lim

10 5
n

n
n

n
n

→∞

 − 
 
 − 
 

 

       =  
2

13
lim 10 5n

n

n
→∞

−

−
  

       =  
2

1lim 3

10lim 5

n

n

n

n

→∞

→∞

 − 
 
 − 
 

  

       =  
2

1lim 3 lim

10lim lim 5

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

−
 

       =   
3 0
0 5
−
−

 

       =   
3
5

−  

         ดังนั้น  
2

2
3 1 3lim

510 5n

n
n n→∞

−
= −

−
 

         นั่นคือ  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 3
5

−  
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 15)  พิจารณา 1 1
1n n

−
+

 =  
( )

1
1

n n
n n
+ −
+

  =  2
1

n n+
 =  

2
2

2

1

11

n
n

n
n

 
 
 
 + 
 

  =   
2

1

11

n

n
+

 

         ดังนั้น       
1 1lim

1n n n→∞

 − + 
 =   

2
1

lim 11n
n

n
→∞

+
 

      =   
2

1lim

1lim 1 lim

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞
+

 

      =   
0

1 0+
 

      =     0 
         นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 16)   เนื่องจาก 
1

2
3lim
5

n

nn

+

+→∞
 =  2

3 3lim
5 5

n

nn→∞

⋅
⋅

   

     =  3 3lim
25 5

n

n→∞

 
 
 

 

         และ  3 1
5
<  จะได  3lim 0

5

n

n→∞

  = 
 

 

         ดังนั้น  3 3 3lim 0 0
25 5 25

n

n→∞

  = × = 
 

 

  นั่นคือ  
1

2
3lim 0
5

n

nn

+

+→∞
=   

         ดังนั้น  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 
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 17)   เนื่องจาก  
1

2
2 3

3

n

n

−

+

+  =  
1

2 2
2 3
3 3

n

n n

−

+ ++   =  1 2 1 1
18 3 3 3

n n
   +   
   

   

         จะได  
1

2
2 3lim

3

n

nn

−

+→∞

+  =  1 2 1 1lim
18 3 3 3

n n

n→∞

    +         
 

     =  1 2 1 1lim lim
18 3 3 3

n n

n n→∞ →∞

   +   
   

 

     =  1 2 1 1lim lim
18 3 3 3

n n

n n→∞ →∞

   +   
   

 

    เนื่องจาก  2 1
3

<   จะได  2lim 0
3

n

n→∞

  = 
 

 

  ดังนั้น  1 2 1lim 0 0
18 3 18

n

n→∞

  = × = 
 

 

    เนื่องจาก  1 1
3
<   จะได  1lim 0

3

n

n→∞

  = 
 

 

  ดังนั้น  1 1 1lim 0 0
3 3 3

n

n→∞

  = × = 
 

 

  นั่นคือ  
1

2
2 3lim 0 0 0

3

n

nn

−

+→∞

+
= + =   

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 18)   เนื่องจาก     1lim
1n

n
n→∞

−
+

 =  

11
lim

11
n

n
n

n
n

→∞

 − 
 
 + 
 

 

      =  

11
lim 11n

n

n
→∞

−

+
 

      =  

1lim 1 lim

1lim 1 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

+
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      =  
1
2

1
2

1lim 1 lim

1lim 1 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

+
   

      =  
1 0
1 0
−
+

 

      =    1 

         ดังนั้น  1lim 1
1n

n
n→∞

−
=

+
 

         นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 1 

 19)   เนื่องจาก    
2 1lim

4n

n
n→∞

−  =  

2
2

11
lim

4n

n
n

n→∞

 − 
   

      =  
2

11
lim

4n

n
n

n→∞

−
 

      =  
2

11
lim

4n

n
→∞

−
  

      =  
2

1lim 1 lim

lim 4
n n

n

n→∞ →∞

→∞

−
 

      =   1 0
4
−  

      =    
1
4

 

         ดังนั้น  
2 1 1lim

4 4n

n
n→∞

−
=  

        นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 1
4
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 20)  เนื่องจาก     
2

3 3

4 1lim
2 2n

n

n n→∞

−

+ +
 =  

2
2

33
3

14
lim

22 1
n

n
n

n n
n

→∞

 − 
 

 + + 
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       =  
2

3
3

14
lim

22 1
n

n
n

n n
n

→∞

−

+ +
 

       =  
2

3
3

14
lim

22 1
n

n
n

n
n

→∞

−

 
+ + 

 

 

       =  
2

3
3

14
lim

22 1
n

n

n
→∞

−

+ +
 

       =  
2

3
3

1lim 4 lim

2lim 2 lim 1 lim

n n

n n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

−

+ +
 

       =  
3

4 0
2 1 0

−
+ +

 

       =   
2
3

 

        ดังนั้น  
2

3 3

4 1 2lim
32 2n

n

n n→∞

−
=

+ +
 

        นั่นคือ  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 2
3
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 21)   เนื่องจาก       
3 2

2 1
2lim
3

n

nn

+

−→∞
 =  

( )
( )

4 8
lim 1 9

3

n

n n→∞
  

      =  812 lim
9

n

n→∞

 
 
 

 

  และ  8 1
9

<  จะได  8lim 0
9

n

n→∞

  = 
 

 

  ดังนั้น  812 lim 12 0 0
9

n

n→∞

  = × = 
 

 

  นั่นคือ  
3 2

2 1
2lim 0
3

n

nn

+

−→∞
=  

        ดังนั้น  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 22)   เนื่องจาก  1lim
n na→∞

 =  2
3 2lim

8 5 2n

n
n n→∞

+
+ +

 

     =  

2
2

2
2

3 2

lim
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n
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→∞
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     =  
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n n
→∞
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+ +
 

     =  
2
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3 2lim lim

5 2lim 8 lim lim

n n

n n n

nn

n n

→∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+

+ +
 

     =   
0 0

8 0 0
+

+ +
 

     =   0 
       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 23)  จาก  0r >   จะได 0
12
r
>  และ 1 1

12
r

+ >   

  จาก 1 1
1

12
r <

+
   จะได 1lim 0

1
12

n

n r→∞

 
 

= 
 +
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  พิจารณา   1 1 1lim lim lim 0
11 1212

n

nn n n
n

ra r→∞ →∞ →∞

       = = =     ++      

  

       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

       24)  พิจารณา  

          
2 3

2
5 1lim
2 3n

n n
n n n→∞

 − −
+ + + 

   =  
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2 2 3
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5 3 1 2
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n n n→∞

− + + − +

+ +
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3 5 15 2 2
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n n n n n n n

n n n→∞

+ − − + + − −

+ +
 

                          =  
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5 14 2lim
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n n n
n n n→∞

− − +
+ +

 

                     =  

3
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3
2

5 14 21
lim
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n

n
n n n

n
n n

→∞

 − − + 
 
 + + 
 

 

     =  
2 3

2

5 14 2lim 1 lim lim lim

5 6lim 1 lim lim

n n n n

n n n

n n n

n n

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

− − +

+ +
 

     =  1 0 0 0
1 0 0
− − +
+ +

 

     =   1       
               ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 1 

3.   1)   เปนเท็จ 

      ให na n=  และ nb n= −   

  จะไดวา lim limnn n
a n

→∞ →∞
=  ซ่ึงไมมีคา และ ( )lim limnn n

b n
→∞ →∞

= −  ซ่ึงไมมีคา 

  ดังนั้น ลําดับ na  และ ลําดับ nb  เปนลําดับลูออก 

      พิจารณา  ( ) 0n na b n n+ = + − =   

       จะไดวา     ( )lim n nn
a b

→∞
+  =  lim 0

n→∞
 =   0 

       ดังนั้น ลําดับ n na b+  เปนลําดับลูเขา 



     
     
     

    
 

226 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 2)   เปนเท็จ   

      ให  0na =  และ nb n=    

  จะไดวา lim lim 0 0nn n
a

→∞ →∞
= =  และ lim limnn n

b n
→∞ →∞

=  ซ่ึงไมมีคา 

       ดังนั้น na  เปนลําดับลูเขา และ nb  เปนลําดับลูออก 

  พิจารณา  0n na b n n+ = + =  

        จะไดวา  1 1lim lim 0
n nn na b n→∞ →∞

= =
+

 

        ดังนั้น n na b+  เปนลําดับลูออก 

4.   1) บริษัทแหงนี้มีงบรายจายปแรก 2.5 พันลานบาท และวางแผนจะปรับลดงบรายจายลง  

  20% ของปกอนหนา จะไดวา 

  งบรายจายในปท่ี 1 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )2.5 0.8  พันลานบาท 

  งบรายจายในปท่ี 2 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )( )( ) ( )22.5 0.8 0.8 2.5 0.8=  พันลานบาท 

  งบรายจายในปท่ี 3 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )( )( ) ( )2 32.5 0.8 0.8 2.5 0.8=  พันลานบาท 

  งบรายจายในปท่ี 4 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )( )( ) ( )3 42.5 0.8 0.8 2.5 0.8=  พันลานบาท 

  ดังนั้น งบรายจายในปท่ีสี่หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )42.5 0.8 1.024=  พันลานบาท 

 2) จากขอ 1) จะไดวา n  ปหลังจากปรับลดงบ งบรายจายเทากับ ( )2.5 0.8 n  พันลานบาท 

  ดังนั้น งบรายจายในปท่ี n  หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )2.5 0.8 n  พันลานบาท 

 3) จากขอ 1) และ 2) จะได งบรายจายในปท่ี 1, 2, 3, , ,n   หลังจากปรับลดงบ คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 32.5 0.8 , 2.5 0.8 , 2.5 0.8 , , 2.5 0.8 ,n
   ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 

  พจนแรกเปน ( )2.5 0.8  และอัตราสวนรวมเปน 0.8 

  พิจารณา ( )( ) ( )lim 2.5 0.8 2.5 lim 0.8n n

n n→∞ →∞
=   

  เนื่องจาก  0.8 1<   จะได ( )lim 0.8 0n

n→∞
=  

  ดังนั้น ( )2.5 lim 0.8 2.5 0 0n

n→∞
= × =  

  นั่นคือ ( )( )lim 2.5 0.8 0n

n→∞
=  

 ดังนั้น ลําดับของงบของรายจายนี้เปนลําดับลูเขา 
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แบบฝกหัด 1.3.1  

1. 1)   จาก nS  = ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได       4S  =  ( ) ( )( )( )4 2 3 4 1 2
2

+ −   =   24 

       ดังนั้น ผลบวก 4 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 24 

 2)   จาก nS  = ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได       11S  =  ( ) ( )( )( )11 2 7 11 1 3
2

− + −  =   88 

       ดังนั้น ผลบวก 11 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 88 

 3)   จาก nS  = ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได       14S  =  ( ) ( )( )( )14 2 5 14 1 2
2

− + − −  =  252−  

       ดังนั้น ผลบวก 14 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 252−  

 4)   จาก nS  = ( )12 n
n a a+  

       จะได       7S  =  ( )7 5 29
2

+  =   119 

       ดังนั้น ผลบวก 7 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 119 

 5)   จาก nS  = ( )12 n
n a a+  

       จะได       9S  =  ( )9 3 37
2
− +   =   153 

       ดังนั้น ผลบวก 9 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 153 

2.   1)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 5a =  และ 2d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       50S  =  ( ) ( )( )( )50 2 5 50 1 2
2

+ −  =  2,700 

       ดังนั้น ผลบวก 50 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 2,700 
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 2)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 0a =  และ 2d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       30S  =  ( ) ( )( )( )30 2 0 30 1 2
2

+ −  =   870 

       ดังนั้น ผลบวก 30 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 870 

 3)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 2a = −  และ 5d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       60S  =  ( ) ( )( )( )60 2 2 60 1 5
2

− + −  =   8,730 

       ดังนั้น ผลบวก 60 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 8,730 

 4)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 5a =  และ 3d = −  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       75S  =  ( ) ( )( )( )75 2 5 75 1 3
2

+ − −  =  7,950−  

       ดังนั้น ผลบวก 75 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 7,950−  

 5)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1
1
2

a =  และ 1
2

d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       50S  =  ( )50 1 12 50 1
2 2 2
    + −    

    
 =  

1,275
2

 

       ดังนั้น ผลบวก 50 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 1,275
2

 

3.   1)   จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

       อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 6,a =  3d =  และ 99na =  

       จะได     99 =  ( )( )6 1 3n+ −  
       99 =  6 3 3n+ −  
         n =  32 

       จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  
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       จะได    32S  =  ( )32 6 99
2

+  =  1,680 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 1,680 

 2)   จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

       อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 7,a = −  3d = −  และ 109na = −  

       จะได    109−  =  ( )( )7 1 3n− + − −  
             109−  =  7 3 3n− − +  
         n =  35 

       จาก        nS  =  ( )12 n
n a a+  

       จะได    35S  =  ( )( )35 7 109
2

− + −   =  2,030−  

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 2,030−  

 3)   จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

       อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 7,a = −  3d =  และ 131na =  

       จะได       131 =  ( )( )7 1 3n− + −  
                131 =  7 3 3n− + −  
        n =  47 

       จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

       จะได    47S  =  ( )47 7 131
2

− +  =  2,914  

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 2,914  

4.   ให  10 20a =  และ 5 10a =  

      จะได       20 =  ( )1 10 1a d+ −      

 นั่นคือ     20 =  1 9a d+      ----- (1) 

 และ       10 =  ( )1 5 1a d+ −      

 นั่นคือ   10 =  1 4a d+      ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  2d =  และ 1 2a =  
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 พิจารณาผลบวกของพจนท่ี 8 ถึงพจนท่ี 15 คือ  

  8 9 10 15a a a a+ + + +  =  ( ) ( )1 2 3 15 1 2 3 7 15 7a a a a a a a a S S+ + + + − + + + + = −    

      จาก     nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −   

     จะได     7S  =  ( ) ( )( )( )7 2 2 7 1 2
2

+ −   =   56 

       และ      15S  =  ( ) ( )( )( )15 2 2 15 1 2
2

+ −   =   240 

       นั่นคือ  15 7 240 56 184S S− = − =   

       ดังนั้น ผลบวกของพจนท่ี 8 ถึงพจนท่ี 15 ของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 184 

5.   จากท่ีกําหนดให จะไดวา 

 ทับทิมออมเงินวันแรก 1 บาท  

  ออมเงินในวันท่ีสอง 1 + 1 = 2 บาท 

  ออมเงินในวันท่ีสาม 2 + 1 = 3 บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ทับทิมออมเงินในวันท่ี n  เทากับ n   บาท 

 จะได เงินท่ีทับทิมออมในวันท่ี 1, 2, 3, , n  คือ 1, 2, 3, , n  บาท ซ่ึงเปนลําดับ 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 1 และผลตางรวมเปน 1 

      ให  nS   แทนจํานวนเงินออมท้ังหมดของทับทิม เม่ือออมครบ n วัน  

 ดังนั้น จํานวนเงินออมท้ังหมดของทับทิม เม่ือออมครบ 30 วัน คือ 30S  

     จาก      nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

     จะได   30S  =  ( ) ( )( )( )30 2 1 30 1 1
2

+ −   =  465  

       ดังนั้น ถาทับทิมออมเงินจนครบ 30 วัน ทับทิมจะมีเงินออมท้ังหมด 465 บาท  

6.   ให  1 6,a =  4d =  และ 26na =  

      จาก                 na  =  ( )1 1a n d+ −  

      จะได   26 =  ( )( )6 1 4n+ −  
     26 =  6 4 4n+ −  
        n =  6 

      จาก    nS  =  ( )12 n
n a a+   
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     จะได      6S  =  ( )6 6 26
2

+   =   96 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 96 

7.  ลําดับของจํานวนค่ีบวก คือ 1, 3, 5, 7, , 2 1,n − 
 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 1  

 และผลตางรวมเปน 2  

      ให  nS   แทนผลบวกของจํานวนค่ีบวก n จํานวนแรก  

 พิจารณาผลบวกของจํานวนค่ีบวก 100 จํานวนแรก ซ่ึงคือ 100S  

     จาก          nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได     100S  =  ( ) ( )( )( )100 2 1 100 1 2
2

+ −   =   10,000  

      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนค่ีบวก 100 จํานวนแรก คือ 10,000 

8.   ลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีเปนพหุคูณของ 3 คือ 3, 6, 9, 12, , 2 1,n +    

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 3 และผลตางรวมเปน 3 

      ให  nS   แทนผลบวกของจํานวนเต็มบวก n  จํานวนแรกท่ีเปนพหุคูณของ 3  

 พิจารณาผลบวกของจํานวนเต็มบวกยี่สิบจํานวนแรกท่ีเปนพหุคูณของ 3 ซ่ึงคือ 20S  

     จาก          nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได     20S  =  ( ) ( )( )( )20 2 3 20 1 3
2

+ −   =   630 

      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มบวกยี่สิบจํานวนแรกท่ีเปนพหุคูณของ 3 คือ 630 

9.   ลําดับของจํานวนค่ีตั้งแต 17 ถึง 379 คือ 17, 19, 21, …, 379 เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก 

 เปน 17 พจนสุดทายเปน 379 และผลตางรวมเปน 2 

      จาก    na  =  ( )1 1a n d+ −  

      จะได  379 =  ( )( )17 1 2n+ −  
   379 =  17 2 2n+ −  
        n =  182 
      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนค่ีตั้งแต 17 ถึง 379 คือ ผลบวกของ 182 พจนแรกของอนุกรม 

 เลขคณิตท่ีไดจากลําดับเลขคณิตนี้ ซ่ึงคือ 182S  
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 จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

     จะได    182S  =  ( )182 17 379
2

+   =   36,036 

      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนค่ีตั้งแต 17 ถึง 379 คือ 36,036 

10.   การจัดแผนไมตามเง่ือนไขท่ีกําหนดเปนดังรูป 

 
 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 2 โดยใหแนวก่ึงกลางของแผนไมแตละแผนอยูตรงกับรอยตอ 

 ของแผนไมแตละคูในชั้นท่ี 1 จะไดวา ชั้นท่ี 2 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 30 1 29− =  แผน  

 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 3 โดยใหแนวก่ึงกลางของแผนไมแตละแผนอยูตรงกับรอยตอ 

 ของแผนไมแตละคูในชั้นท่ี 2 จะไดวา ชั้นท่ี 3 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 29 1 28− =  แผน 

 ให n  เปนชั้นท่ีมีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 5 แผน 

 จะไดวา จํานวนแผนไมท่ีวางในชั้นท่ี 1, 2, 3, , n  คือ 30, 29, 28, , 5  ซ่ึงเปนลําดับ 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 30 พจนท่ี n  เปน 5 และผลตางรวมเปน 1−  

        จาก    na  =  ( )1 1a n d+ −  

        จะได     5 =  ( )( )30 1 1n+ − −  
      5 =  30 1n− +  
        n =  26 
      ดังนั้น จํานวนแผนไมตั้งแตชั้นท่ี 1 จนถึงชั้นท่ีมีแผนไม 5 แผน คือ ผลบวกของ 26 พจนแรก 

 ของอนุกรมเลขคณิตท่ีไดจากลําดับเลขคณิตนี้ ซ่ึงคือ 26S  

      จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

     จะได     26S  =  ( )26 30 5
2

+   =   455 

       ดังนั้น แผนไมกองไมนี้มี 26 ชั้น และมีแผนไมท้ังหมด 455 แผน  

ชั้นท่ี 1 แผนไม 30 แผน 
ชั้นท่ี 2 แผนไม 29 แผน 
ชั้นท่ี 3 แผนไม 28 แผน 
ชั้นท่ี 4 แผนไม 27 แผน 

  

ชั้นท่ี n  แผนไม 5 แผน 
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แบบฝกหัด 1.3.2  

1. 1)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     4S  =  
( )43 1 2

1 2

−

−
  =   45 

       ดังนั้น ผลบวก 4 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 45 

 2)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     7S  =   
( )75 1 4

1 4

−

−
  =    27,305  

       ดังนั้น ผลบวก 7 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 27,305  

 3)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     9S  =   
( )( )93 1 5

1 5

− −

−
  =    ( )93 1 5

4
−  

       ดังนั้น ผลบวก 9 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ ( )93 1 5
4

−  

 4)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     11S  =  
( )( )117 1 3

1 3

− −

−
 =    ( )117 1 3

2
−  

       ดังนั้น ผลบวก 11 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ ( )117 1 3
2

−  

 5)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     14S  =   
( ) ( )( )

( )

145 1 2

1 2

− − −

− −
  =    ( )145 2 1

3
−  

       ดังนั้น ผลบวก 14 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ ( )145 2 1
3

−  
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2. 1)   อนุกรมเรขาคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 2a =  และ 6 3
2

r = =  

       แทน n ดวย 9 ใน  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได      9S  =  
( )92 1 3

1 3

−

−
  =   93 1−   =  19,682 

       ดังนั้น ผลบวก 9 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 19,682 

 2)   อนุกรมเรขาคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 9a =  และ 12 4
9 3

r = =  

       แทน n ดวย 8 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได      8S  =   

849 1
3
41
3

  −     

−
   =  

849 1
3

1
3

  −     

−
  =   

8427 1
3

  − −     
 

       ดังนั้น ผลบวก 8 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
8427 1

3
  − −     

 

 3)   อนุกรมเรขาคณิตท่ีกําหนดใหมี 1
2
3

a =  และ 

4
29

2 3
3

r = =  

       แทน n ดวย 10 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได    10S  =  

102 21
3 3

21
3

  −     

−
   =  

1022 1
3

  −     
 

       ดังนั้น ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
1022 1

3
  −     
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3.   1)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 9,a =  
27 3
9

r = =  และ 729na =  

       จาก  na  =  1
1

na r −  

       จะได  729 =   ( )19 3n−  

      81 =   13n−  
      43  =   13n−  
       นั่นคือ   1n −  =   4 
        n =   5 

       แทน n ดวย 5 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได     5S  =   
( )59 3 1

3 1

−

−
  =   ( )9 243 1

2
−   =    1,089 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 1,089 

 2)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 4,a =  
2 1
4 2

r = =  และ 1
512na =  

       จาก      na  =  1
1

na r −  

       จะได 1
512

 =   
114

2

n−
 
 
 

 

                 11
1

2
 =   

11
2

n−
 
 
 

 

                   
111

2
 
 
 

 =   
11

2

n−
 
 
 

 

       นั่นคือ   1n −  =   11 
        n =   12 

       แทน n ดวย 12 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

      จะได     12S  =   

1214 1
2
11
2

  −     

−
  =   

1218 1
2

  −     
 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
1218 1

2
  −     
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 3)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 1,a =  
2 2

1
r −
= = −  และ 256na =  

       จาก  na  =  1
1

na r −  

       จะได  256 =   ( ) 11 2 n−−  

              ( )82−    =   ( ) 12 n−−  

       นั่นคือ   1n −  =   8 
        n =   9 

       แทน n ดวย 9 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

      จะได     9S  =   
( )( )
( )

91 1 2

1 2

− −

− −
  =   ( )1 1 512

3
+   =    171 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 171 

4.   จากท่ีกําหนดให จะไดวา 

 มังกรออมเงินวันแรก 1 บาท  

  ออมเงินในวันท่ีสอง ( ) 12 1 2 2= =  บาท 

  ออมเงินในวันท่ีสาม ( ) 22 2 4 2= =  บาท 

  ออมเงินในวันท่ีสี่ ( ) 32 4 8 2= =  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา มังกรออมเงินในวันท่ี n  เทากับ 12n−   บาท 

 จะได เงินท่ีมังกรออมในวันท่ี 1, 2, 3, , ,n   คือ 1 2 11, 2 , 2 , , 2 ,n−
   บาท ซ่ึงเปน 

 ลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 1 และอัตราสวนรวมเปน 2 

      ให  nS   แทนจํานวนเงินออมท้ังหมดของมังกร เม่ือออมครบ n วัน  

 ดังนั้น จํานวนเงินออมท้ังหมดของมังกร เม่ือออมครบ 15 วัน คือ 15S  

 จาก        nS    =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

     จะได        15S   =  
( )151 2 1

2 1

−

−
  =   152 1−   =   32,767   

     ดังนั้น เม่ือครบ 15 วัน มังกรจะมีเงินออมท้ังหมด 32,767 บาท 
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5.   จาก ยอดขายของบริษัทแหงนี้ในไตรมาสแรกของปท่ี 1 คือ 300,000 บาท 

 และผูจัดการฝายขายของบริษัทตองการเพ่ิมยอดขายข้ึนไตรมาสละ 3% ของยอดขายใน 

 ไตรมาสกอนหนา จะไดวา  

 ไตรมาสแรกของปท่ี 1 ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได 300,000 บาท 

 เม่ือผานไป 1 ไตรมาส (ไตรมาสสองของปท่ี 1) ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได ( )300,000 1.03  บาท 

 เม่ือผานไป 2 ไตรมาส (ไตรมาสสามของปท่ี 1) ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได  

  ( )( )( ) ( )2300,000 1.03 1.03 300,000 1.03=  บาท 

 เม่ือผานไป 3 ไตรมาส (ไตรมาสสี่ของปท่ี 1)  ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได  

  ( )( )( ) ( )2 3300,000 1.03 1.03 300,000 1.03=  บาท 

 เม่ือผานไป 4 ไตรมาส (ไตรมาสหนึ่งของปท่ี 2)  ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได  

  ( )( )( ) ( )3 4300,000 1.03 1.03 300,000 1.03=  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือผานไป n  ไตรมาส ผูจัดการฝายขายควรทํายอดขายได ( )300,000 1.03 n  บาท 

 จะไดวา เม่ือผานไป 1, 2, 3, , ,n   ไตรมาส จากไตรมาสแรกของปท่ี 1 ผูจัดการฝายขายควรทํา 

 ยอดขายได ( ) ( ) ( ) ( )2 3300000 1.03 , 300000 1.03 , 300000 1.03 , , 300000 1.03 ,n
   บาท 

  ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )300000 1.03  และอัตราสวนรวมเปน 1.03 

1) เนื่องจาก ไตรมาสแรกของปท่ี 3 คือ ไตรมาสท่ี 8 นับจากไตรมาสแรกของปท่ี 1 

จะได ยอดขาย ณ ไตรมาสแรกของปท่ี 3 คือ ยอดขายท่ีผูจัดการฝายขายควรทํายอดได 

เม่ือผานไป 8 ไตรมาส ซ่ึงเทากับ ( )8300,000 1.03 380,031.02≈   บาท 

ดังนั้น ผูจัดการฝายขายควรทํายอดขายไตรมาสแรกของปท่ี 3 ใหไดประมาณ 

380,031.02 บาท 

      2) ให  nS    แทนยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําได เม่ือผานไป n ไตรมาส นับจาก 

   ไตรมาสแรกของปท่ี 1  

พิจารณา ยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําไดตั้งแตไตรมาสสองของปท่ี 1 ถึงไตรมาสสี่

ของปท่ี 2 ซ่ึงคือ ยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําไดเม่ือผานไป 7 ไตรมาส นับจาก

ไตรมาสแรก หรือ 7S  
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  จาก   nS   =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

      จะได        7S   =  
( ) ( )( )7300,000 1.03 1.03 1

2,367,700.81
1.03 1

−
≈

−
     

  นั่นคือ เม่ือครบสองป ผูจัดการฝายขายควรทํายอดขายรวมไดเทากับยอดขายท่ีไดใน 

  ไตรมาสแรกของปท่ี 1 รวมกับยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําไดตั้งแตไตรมาสสอง 

  ของปท่ี 1 ถึงไตรมาสสี่ของปท่ี 2 ซ่ึงเทากับ 7300,000 S+ บาท    

  ดังนั้น เม่ือครบสองป ผูจัดการควรทํายอดขายท้ังหมดใหไดประมาณ  

  300,000 + 2,367,700.81 = 2,667,700.81 บาท  

6.   ถังใบหนึ่งมีน้ําอยู 5,832 ลิตร แตละวันจะใชน้ํา 1
3

 ของปริมาณน้ําท่ีอยูในถัง  

 วันท่ี 1 จะใชน้ําไป ( )1 5,832
3

 ลิตร และเหลือน้ําอยูในถัง ( ) ( )1 25,832 5,832 5,832
3 3

− =  ลิตร 

 วันท่ี 2 จะใชน้ําไป ( )1 2 5,832
3 3
 
 
 

 ลิตร และเหลือน้ําอยูในถัง  

  ( ) ( ) ( )
22 1 2 25,832 5,832 5,832

3 3 3 3
   − =   
   

 ลิตร 

 วันท่ี 3 จะใชน้ําไป ( )
22 5,832

3
 
 
 

 ลิตร และเหลือน้ําอยูในถัง  

  ( ) ( ) ( )
2 2 32 1 2 25,832 5,832 5,832

3 3 3 3
      − =             

 ลิตร 

 ในทํานองเดียวกัน วันท่ี n  จะใชน้ําไป ( )
12 5,832

3

n−
 
 
 

 ลิตร 

 จะได ปริมาณน้ําท่ีใชไปในวันท่ี 1,  2,  3, , ,n   คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 2 1 2 1 2 15832 , 5832 , 5832 , , 5832 ,

3 3 3 3 3 3 3

n−
          
          
          

   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )1 5,832
3

 และอัตราสวนรวมเปน 2
3

  

 ให  nS   แทนปริมาณน้ําท่ีใชไปท้ังหมด เม่ือครบ n วัน  

 ดังนั้น ปริมาณน้ําท่ีใชไปท้ังหมด เม่ือครบ 6 วัน คือ 6S  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 239 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 จาก        nS    =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

      จะได       6S   =  
( )

61 25,832 1
3 3

21
3

  −     

−
  =  5,320 

      นั่นคือ เม่ือครบ 6 วัน ใชน้ําไปท้ังหมด 5,320 ลิตร 

     ดังนั้น  เม่ือครบ 6 วัน จะมีน้ําเหลืออยูในถัง 5,832 5,320 512− =  ลิตร 

7.   จาก รถยนตมีมูลคาลดลง 20%  หมายความวาราคารถยนตคันนี้จะลดลง 20% ของราคา 

 รถยนตคันนี้ในปกอนหนา 

 บริษัทซ้ือรถยนตคันนี้มาราคา 1,000,000 บาท  

 เม่ือครบ 1 ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( )0.2 1,000,000  บาท ทําใหมูลคาของรถ 

  เทากับ ( ) ( )1,000,000 0.2 1,000,000 0.8 1,000,000− =  บาท 

 เม่ือครบ 2 ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( )( )0.2 0.8 1,000,000  บาท ทําใหมูลคาของรถ 

  เทากับ ( ) ( )( ) ( ) ( )20.8 1,000,000 0.2 0.8 1,000,000 0.8 1,000,000− =  บาท 

 เม่ือครบ 3 ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( ) ( )( )20.2 0.8 1,000,000  บาท ทําใหมูลคาของรถ 

  เทากับ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 30.8 1,000,000 0.2 0.8 1,000,000 0.8 1,000,000− =  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือครบ n  ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( ) ( )( )10.2 0.8 1,000,000n−  บาท  

 จะไดวา เม่ือครบ 1,  2,  3, , ,n   ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง เทากับ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 10.2 1000000 , 0.2 0.8 1000000 , 0.2 0.8 1000000 , , 0.2 0.8 1000000 ,n−
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )0.2 1000000  และอัตราสวนรวมเปน 0.8  

 ให  nS   แทนผลรวมของราคาท่ีลดลงของรถยนตคันนี้ เม่ือครบ n ป  

 ดังนั้น ผลรวมของราคาท่ีลดลงของรถยนตคันนี้ เม่ือครบ 5 ป คือ 5S  

       จาก    
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได     5S   =   
( ) ( )( )50.2 1,000,000 1 0.8

1 0.8

−

−
  =   672,320 
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      นั่นคือ ผลรวมของราคาท่ีลดลงของรถยนตคันนี้ เม่ือครบ 5 ป คือ 672,320 บาท 

       ดังนั้น เม่ือครบหาป รถยนตคันนี้จะมีมูลคา 1,000,000 672,320 327,680− =   บาท 

8.   ให 1
3160,
2

a r= =  และ 2,110nS =   

 จาก             nS    =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

      จะได        2,110 =  

3160 1
2

3 1
2

n   −     

−
 

                   2,110 =   

3160 1
2
1
2

n   −       

                   2,110 =   
3320 1
2

n   −     
 

                     3 1
2

n
  − 
 

 =   
211
32

 

              3
2

n
 
 
 

 =   
243
32

 

       3
2

n
 
 
 

 =  
53

2
 
 
 

 

       ดังนั้น   n = 5 

9.   ให 1 2 3, , ,a a a   เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 1 2 3a a+ = −  และ 5 6
3

16
a a+ = −   

 จาก  1
1

n
na a r −=   

 จะได         1 2a a+  =  3−   

      1 1a a r+  =  3−    
    ( )1 1a r+  =  3−      ------ (1) 

      และ        5 6a a+  =  3
16

−  
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  4 5
1 1a r a r+  =   

3
16

−  

            ( )4
1 1a r r+  =   

3
16

−     ------ (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  4r   =  1
16

 

      นั่นคือ  1
2

r =  หรือ 1
2

r = −  

     กรณี 1
2

r =   จาก (1) จะได  1 2a = −   

 จาก       nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
  

      จะได           8S    =   

812 1
2

11
2

  − −     

−
     =  255

64
−  

      กรณี  1
2

r = −   จาก (2) จะได  1 6a = −  

 จาก       nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
  

      นั่นคือ           8S  =  
( )

816 1
2

11
2

  − − −     
 − − 
 

  = 255
64

−   

      ดังนั้น  ผลบวกของ 8 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 255
64

−  

10.   ณ เวลาปจจุบัน มีแบคทีเรีย 1,000 เซลล และแบคทีเรียจะแบงเซลลโดยมีจํานวนเพ่ิมข้ึน  

 20% ในแตละชั่วโมง จะไดวา 

 เม่ือเวลาผานไป 1 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากเริ่มตนจํานวน ( )1,000 0.2 เซลล  

       ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 1 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียรวม ( ) ( )1,000 1,000 0.2 1,000 1.2+ = เซลล    

       เม่ือเวลาผานไป 2 ชั่วโมง มีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากชั่วโมงท่ี 1 จํานวน ( )( )1,000 1.2 0.2 เซลล 

       ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 2 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียรวม ( ) ( )( ) ( )21,000 1.2 1,000 1.2 0.2 1,000 1.2+ =  เซลล    

       เม่ือเวลาผานไป 3 ชั่วโมง มีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากชั่วโมงท่ี 2 จํานวน ( ) ( )21,000 1.2 0.2 เซลล 
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       ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 3 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียรวม ( ) ( ) ( ) ( )2 2 31,000 1.2 1,000 1.2 0.2 1,000 1.2+ = เซลล    

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากชั่วโมงท่ี 1t −  จํานวน 

  ( ) ( )11,000 1.2 0.2t−  เซลล 

 จะไดวา เม่ือเวลาผานไป 1,  2,  3, , ,t   ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึน เทากับ  

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11000 0.2 , 1000 1.2 0.2 , 1000 1.2 0.2 , , 1,000 1.2 0.2 ,t−
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )1,000 0.2  และอัตราสวนรวมเปน 1.2  

 ให  tS   แทนผลรวมของจํานวนแบคทีเรียท่ีเพ่ิมข้ึน เม่ือครบ t  ชั่วโมง 

 ดังนั้น ผลรวมของจํานวนแบคทีเรียท่ีเพ่ิมข้ึน เม่ือครบ t  ชั่วโมง คือ tS  

       จาก    
( )1 1

1

t

t

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได     tS   =   
( )( ) ( )( )

( )( )
1,000 0.2 1 1.2

1,000 1.2 1
1 1.2

t
t

−
= −

−
   

      ดังนั้น จํานวนแบคทีเรียท้ังหมดเม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง คือ  

  ( )( ) ( )1,000 1,000 1,000 1.2 1 1,000 1.2t t
tS+ = + − =   เซลล 

 พิจารณาเม่ือเวลาผานไป 10 ชั่วโมง  

 จะไดวา จํานวนแบคทีเรียท้ังหมดเทากับ ( )101,000 1.2 6,191≈  เซลล 

 ดังนั้น สูตรท่ีใชในการหาจํานวนแบคทีเรียเม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง  

 และเม่ือเวลาผานไป 10 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียท้ังหมดประมาณ 6,191 เซลล 
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แบบฝกหัด 1.3.3  

1.   1)   จากอนุกรม 
14 23 2 3

3 3

n−
 + + + + + 
 

   จะได 

      1S  =   3  
  2S  =  3 2+   =   5  

  3S  =  
43 2
3

+ +   =  
19
3

  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 3a =  และ 2
3

r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา             nS  =  

23 1
3
21
3

n  −     

−
  =   29 1

3

n  −     
 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 19 23, 5, , , 9 1 ,
3 3

n  −     
   

 2)   จากอนุกรม ( ) 11 5 25 1 5
2 2 2 2

n−+ + + + +   จะได  

        1S  =  
1
2

 

        2S  =  
1 5
2 2
+  =   3 

        3S  =   
1 5 25
2 2 2
+ +  =  

31
2

 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1
2

a =  และ 5r =   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
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       จะไดวา            nS  =  
( )1 5 1

2
5 1

n −

−
  =   ( )1 5 1

8
n −  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )1 31 1, 3, , , 5 1 ,
2 2 8

n −   

 3)   จากอนุกรม ( ) 111 1 1
2 4 8 2

n

n

−− + − + + + + 
 

   จะได  

             1S  =  
1
2

 

         2S  =  1 1
2 4

 + − 
 

  =  
1
4

 

         3S  =  1 1 1
2 4 8

 + − + 
 

  =  
3
8

 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1
2

a =  และ 1
2

r = −   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา             nS  =   

1 11
2 2

11
2

n  − −     
 − − 
 

  =   

1 11
2 2

3
2

n  − −        =  1 11
3 2

n  − −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 1 1 3 1 1, , , , 1 ,
2 4 8 3 2

n  − −     
   

 4)   จากอนุกรม ( ) ( ) ( )2 1 4 5 3n+ − + − + + − +   จะได  

         1S  =    2 
         2S  =   ( )2 1+ −  =  1 
         3S  =   ( ) ( )2 1 4+ − + −  =  3−  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 2a =  และ 3d = −   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −   
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       จะไดวา            nS  =   ( ) ( )( )( )2 2 1 3
2
n n+ − −   =   

27 3
2

n n−
  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 
27 32, 1, 3, , ,

2
n n−

−    

 5)   จากอนุกรม 3 9 27 3
4 16 64 4

n
 + + + + + 
 

   จะได  

             1S  =  
3
4

 

         2S  =  
3 9
4 16
+   =  

21
16

 

         3S  =  
3 9 27
4 16 64
+ +   =  

111
64

 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
3
4

a =  และ 3
4

r =   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา            nS  =   

3 31
4 4

31
4

n  −     

−
  =   

3 31
4 4

1
4

n  −        =   33 1
4

n  −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 3 21 111 3, , , , 3 1 ,
4 16 64 4

n  −     
   

 6)   จากอนุกรม 1 1 1 1
10 100 1,000 10

n− − + − + + + 
 

   จะได  

             1S  =  
1

10
−  

         2S  =  
1 1

10 100
− +  =  

9
100

−  

         3S  =  1 1 1
10 100 1,000

− + −  =  91
1,000

−  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1

10
a = −  และ 1

10
r = −   
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       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา     nS  =   

1 11
10 10

11
10

n  − − −     
 − − 
 

 =   

1 11
10 10

11
10

n  − − −       =   1 11
11 10

n  − − −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 1 9 91 1 1, , , , 1 ,
10 100 1,000 11 10

n  − − − − − −     
   

 7)   จากอนุกรม 3100 10 1 0.1 10 n−+ + + + + +  จะได  

         1S  =  100  
         2S  =  100 10+  = 110 
         3S  =  100 10 1+ +  = 111 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 100a =  และ 1
10

r =   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา      nS  =   

1100 1
10
11

10

n  −     

−
 =   

1100 1
10

9
10

n  −       =   1,000 11
9 10

n  −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 1,000 1100, 110, 111, , 1 ,
9 10

n  −     
   

 8)   สําหรับจํานวนนับ k ใด ๆ จะไดวา 

    
1

1 1k k+ + −
   =   1 1 1

1 1 1 1
k k

k k k k
+ − −

⋅
+ + − + − −

 

       = 1 1
( 1) ( 1)

k k
k k
+ − −
+ − −

 

       =   
1 1

2 2
k k+ −

−   ----- (1) 
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  จาก (1) เขียนผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมไดใหมดังนี้ 

   nS   = 2 0 3 1 4 2 5 3 1 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

n n         − −
− + − + − + − + + −                  

         
    

                 2 1 1
2 2 2 2
n n n n   − + −

+ − + −      
   

     

          =  ( )1 1 1
2

n n− + + +  

          = ( )1 1 1
2

n n+ + −  

  จะได 

   ( )1
1 21 1 1 1
2 2

S = + + − =  

   ( ) ( )2
1 12 2 1 1 2 3 1
2 2

S = + + − = + −  

   ( ) ( )3
1 13 3 1 1 3 4 1
2 2

S = + + − = + −  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ  

    ( ) ( ) ( )2 1 1 1, 2 3 1 , 3 4 1 , , 1 1 ,
2 2 2 2

n n+ − + − + + −   

2.   1)   
14 23 2 3

3 3

n−
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3a =  และ 2
3

r =  

       เนื่องจาก  2 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 3

21
3

−
 =  9  

 2)   ( ) 11 5 25 1 5
2 2 2 2

n−+ + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1
2

a =  และ 5r =  

       เนื่องจาก  5 1r = >  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 
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 3)   
( ) 111 1 1

2 4 8 2

n

n

−− + − + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1
2

a =  และ 1
2

r = −  

       เนื่องจาก  1 1
2

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
2

11
2

 − − 
 

 =  1
3

 

 4)   ( ) ( ) ( )2 1 4 5 3n+ − + − + + − +   เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมีผลบวกยอย n พจนแรก  

  คือ nS  =  
27 3

2
n n−  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S    

  พิจารณา  

2
2 2

2
2

2 2
1 2 0lim lim lim lim 0777 3 0 333

n n n n
n

n
n n

S n n n
nn

→∞ →∞ →∞ →∞

    
        = = = = =  − −     −−      

  

  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 5)   3 9 27 3
4 16 64 4

n
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
3
4

a =  และ 3
4

r =  

       เนื่องจาก  3 1
4

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

3
4

31
4

−
 =  3  

 6)   1 1 1 1
10 100 1000 10

n
 − + − + + − + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1

10
a = −  และ 1

10
r = −  

       เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
10

11
10

−

 − − 
 

 =  1
11

−  
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 7)   3100 10 1 0.1 10 n−+ + + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 100a =  และ 1
10

r =   

  เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 100

11
10

−
 =  1000

9
 

 8)    1 1 1 1
2 0 3 1 4 2 1 1n n

+ + + + +
+ + + + + −

    

          เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ ( )1 1 1
2nS n n= + + −  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   

  พิจารณา     1lim
n

nS→∞
 = 2lim

1 1n n n→∞

 
 + + − 

 

     = 

2

lim
1 1n

n
n

n nn
n n n

→∞

      
  + + −    

 

     = 

2

lim
1 11

n

n
n

n n

→∞

 
 
 
 +
+ − 

 

 

     = 

2

lim
1 11 1

n

n

n n

→∞

 
 
 
 
+ + − 

 

 

     = 

2lim

1 1lim 1 1

n

n

n

n n

→∞

→∞

 
 
 

 
+ + − 

 

 

     = 

12 lim

1 1lim1 lim 1 lim

n

n n n

n

n n

→∞

→∞ →∞ →∞

 
 
 

+ + −
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     = 
( )2 0

1 1 0 0+ + −
 

     = 0
2

  

     = 0 
  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

3.   1)   อนุกรม  1
3 3 3 33
2 4 8 2n−+ + + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3a =  และ 1

2
r =  

       เนื่องจาก 1 1
2

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 3

11
2

−
 =  6  

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 6 

 2)   เนื่องจาก  
1

1
4 1 8 1 16 1 2 1

9 27 81 3

n

n

+

+

+ + + +
+ + + + +    

                        =  
1

1 1
4 8 16 2 1 1 1 1
9 27 81 9 27 813 3

n

n n

+

+ +

   + + + + + + + + + + +   
  

     

       พิจารณา อนุกรม 
1

1
4 8 16 2
9 27 81 3

n

n

+

++ + + + + 
 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

4
9

a =   

  และ 2
3

r =  

  เนื่องจาก 2 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

4
4 49 32 9 31

3

= × =
−

  ----- (1) 

       พิจารณา อนุกรม 1
1 1 1 1
9 27 81 3n++ + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

1
9

a =   

  และ 1
3

r =  

  เนื่องจาก 1 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  
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      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
1 3 19

1 9 2 61
3

= × =
−

  ----- (2) 

  จาก (1) และ (2) จะไดวา 
1

1
4 1 8 1 16 1 2 1 4 1 3

9 27 81 3 6 23

n

n

+

+

+ + + +
+ + + + + = + = 

 

  ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 3
2

 

 3)   เม่ือ x เปนจํานวนจริง จะได 

      
( ) ( ) ( )2 2 32 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

nx x x x
+ + + + +

+ + + +
   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

  1 2
1

2
a

x
=

+
 และ 2

1
2

r
x

=
+

 

      เนื่องจาก 2 0x ≥  จะได 22 2x+ ≥  และ 2
1 10 1

22 x
< ≤ <

+
  

  ดังนั้น 2
1 1

2
r

x
= <

+
  

  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

2

2

1
2

11
2

x

x

+

−
+

 =  2
1

1 x+
 

     ดังนั้น 
( ) ( ) ( )2 2 32 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

nx x x x
+ + + + +

+ + + +
   = 2

1
1 x+

  

  สําหรับทุก x  ท่ีเปนจํานวนจริง 

4.   จาก      0.9  =   0.9999  
   =   0.9 0.09 0.009 0.0009+ + + +  

   =   9 9 9 9
10 100 1000 10000

+ + + +  

   =   2 3 4
9 9 9 9

10 10 10 10
+ + + +  

      จะไดวา 2 3 4
9 9 9 9

10 10 10 10
+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

9
10

a =  และ 1
10

r =  
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      เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ   

     1

1
a

r−
 = 

9
10

11
10

−
 =  

9
10
9

10

  =  1 

       ดังนั้น  2 3 4
9 9 9 90.9 1

10 10 10 10
= + + + + =

  

5. 1)   จาก      0.21   =  0.212121    
    =  0.21 0.0021 0.000021+ + +  

    =  21 21 21
100 10000 1000000

+ + +   

    =  2 3
21 21 21

100 100 100
+ + +  

       จะไดวา 2 3
21 21 21

100 100 100
+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

21
100

a =  และ 1
100

r =  

       เนื่องจาก 1 1
100

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

21
100

11
100

−
 =  

21
100
99

100

  =  7
33

  

        จะไดวา  2 3
21 21 21 70.21

100 33100 100
= + + + = 

  

 2)   จาก   0.6104   =  0.6104104104    
    =  0.6 0.0104 0.0000104 0.0000000104+ + + +  

    =   6 104 104 104
10 10,000 10,000,000 10,000,000,000

+ + + +   

    =   4 7 10
6 104 104 104

10 10 10 10
+ + + +   

       จะไดวา 4 7 10
104 104 104
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 4
104
10

a =  และ 3
1

10
r =  
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      เนื่องจาก 3
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

4

3

104
10

11
10

−
 =  

104
10,000

999
1,000

  =  104
9,990

  

        จะไดวา  4 7 10
6 104 104 104 6 104 3,0490.6104

10 10 9,990 4,99510 10 10
= + + + + = + = 

  

 3)   จาก    7.256  =  7.2565656    
    =  7.2 0.056 0.00056 0.0000056+ + + +  

    =  72 56 56 56
10 1,000 100,000 10,000,000

+ + + +   

    =  73 5
72 56 56 56
10 10 10 10

+ + + +   

       จะไดวา 73 5
56 56 56
10 10 10

+ + + เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3
56

10
a =  และ 2

1
10

r =  

       เนื่องจาก 2
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

3

2

56
10

11
10

−
 =  

56
1000

99
100

  =  28
495

  

        จะไดวา  73 5
72 56 56 56 72 28 3,5927.256
10 10 495 49510 10 10

= + + + + = + =

  

 4)   จาก    4.387   =  4.3878787    
    =  4.3 0.087 0.00087 0.0000087+ + + +  

    =  43 87 87 87
10 1,000 100,000 10,000,000

+ + + +   

    =  3 5 7
43 87 87 87
10 10 10 10

+ + + +   

       จะไดวา 3 5 7
87 87 87
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3
87
10

a =  และ 2
1

10
r =  
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       เนื่องจาก 2
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

3

2

87
10

11
10

−
 =  

87
1000

99
100

  =  29
330

  

        จะไดวา  3 5 7
43 87 87 87 43 29 7244.387
10 10 330 16510 10 10

= + + + + = + = 

  

 5)   จาก   0.0737373  =  0.073 0.00073 0.0000073+ + +    

     =  73 73 73
1,000 100,000 10,000,000

+ + +   

     =  3 5 7
73 73 73

10 10 10
+ + +   

       จะไดวา 3 5 7
73 73 73

10 10 10
+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3

73
10

a =  และ 2
1

10
r =  

       เนื่องจาก 2
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

3

2

73
10

11
10

−
 =  

73
1000

99
100

  =  73
990

  

        จะไดวา  3 5 7
73 73 73 730.0737373

99010 10 10
= + + + =   

 6)   จาก  2.999  =  2 0.9 0.09 0.009+ + + +  

    =  9 9 92
10 100 1,000

+ + + +   

       จะไดวา 9 9 9
10 100 1,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9

10
a =  และ 1

10
r =  

       เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

9
10

11
10

−
 =  

9
10
9

10

  =  1  

        จะไดวา  9 9 92.999 2 2 1 3
10 100 1,000

= + + + + = + =   หรือ 3
1
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6.   ให  x  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 พิจารณา  2 3 11 nx x x x −+ + + + + +   ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 1a =  และ r x=  

      จาก 2 3 1 21
3

nx x x x −+ + + + + + =   จะไดวาอนุกรมนี้ลูเขา และมีผลบวกเทากับ 2
3

 

 ดังนั้น 1r <  และผลบวกของอนุกรมคือ 1 2
1 3

a
r
=

−
  

 นั่นคือ 1x <  และ  1 1 2
1 1 3

a
r x
= =

− −
  

     จะได  1
2

x = −  ซ่ึง 1 1
2

x = − <    

     ดังนั้น คําตอบของสมการนี้ คือ 1
2

−  

7. 1)   เนื่องจากรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหญมีเสนรอบรูปยาว 20 หนวย 

      จะได รูปสี่เหลี่ยมรูปใหญมีดานยาวดานละ 5 หนวย  

  นั่นคือ ครึ่งหนึ่งของดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาว 2.5 หนวย ดังรูป 

 

      จะได ดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปเล็กยาว 
2 25 5 25 5 2

2 2 2 2
   + = =   
   

 หนวย 

      ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปเล็กมีเสนรอบรูปยาว 5 24 10 2
2

× =  หนวย 

 2)   ในทํานองเดียวกันกับขอ 1) เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึน 

  อีก 1 ครั้ง จะไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปท่ีสาม ซ่ึงมีดานแตละดานยาว  

  
2 2

5 2 5 2
4 4

   
+      

   
 = 5

2
 หนวย และมีเสนรอบรปูยาว 54 10

2
× =  หนวย 

5 

2.5 
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  ในทํานองเดียวกัน เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึน 

  อีก 1 ครั้ง จะไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปท่ีสี่ ซ่ึงมีดานแตละดานยาว  

  
2 25 5

4 4
   +   
   

 = 5 2
4

 หนวย และมีเสนรอบรปูยาว 5 24 5 2
4

× =  หนวย 

  ดังนั้น เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึนอยางตอเนื่องไมสิ้นสุด  

      จะได ผลบวกของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท้ังหมดเปน  

  20 10 2 10 5 2+ + + +  หนวย 

      พิจารณาอนุกรม 20 10 2 10 5 2+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 20a =   

  และ 2
2

r =   

       เนื่องจาก 2 1
2

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

       และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1

1
a

r−
 = 20

21
2

−
  =  40 20 2+   

       ดังนั้น เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึนอยางตอเนื่องไมสิ้นสุด  

  จะได ผลบวกของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท้ังหมดเปน  

     40 20 2+  หนวย  

8.    ในการแกวงครั้งแรก หัวเรือไวก้ิงจะแกวงจากตําแหนงซายสุดไปถึงขวาสุด วัดระยะทางได 75 เมตร  

     เนื่องจาก การแกวงแตละครั้ง หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทางสั้นลงเปน 3
5

 เทาของระยะทาง 

 ในการแกวงครั้งกอนหนา 

      จะไดวา  ในการแกวงครั้งท่ีสอง หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทาง ( )3 75
5

 เมตร 

    ในการแกวงครั้งท่ีสาม หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทาง ( )3 3 75
5 5
 
 
 

 = ( )
23 75

5
 
 
 

 เมตร 

         ในการแกวงครั้งท่ีสี่ หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทาง  ( )
23 3 75

5 5
       

 = ( )
33 75

5
 
 
 

 เมตร 

      นั่นคือ ระยะทางท้ังหมดท่ีหัวเรือไวก้ิงแกวง คือ ( ) ( ) ( )
2 33 3 375 75 75 75

5 5 5
   + + + +   
   

  เมตร 
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        พิจารณาอนุกรม ( ) ( ) ( )
2 33 3 375 75 75 75

5 5 5
   + + + +   
   

  ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

 1 75a =  และ 3
5

r =   

       เนื่องจาก 3 1
5

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

       และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1

1
a

r−
 = 75

31
5

−
  =  375

2
  

       ดังนั้น หากไมมีการหยุดกะทันหัน หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไปมาตั้งแตเริ่มตนเปนระยะทาง 

 ท้ังหมด 375
2

 เมตร 

  9.  1)   ไมถูกตอง 

      เพราะ 1 2 4 8 16 32+ + + + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 2r =   

  เนื่องจาก 2 1r = >  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก  

  นั่นคือ ไมมีจํานวนจริงใดท่ีมีคาเทากับผลบวกของอนุกรมนี้ 

            ดังนั้น การให  x  ท่ีเปนจํานวนจริง แทนผลบวกของอนุกรมจึงไมสามารถทําได 

 2)   ไมถูกตอง 

      เพราะ 1 2 4 8 16 32 64− + − + − + −  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 2r = −   

  เนื่องจาก 2 1r = >  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก  

  นั่นคือ ไมมีจํานวนจริงใดท่ีมีคาเทากับผลบวกของอนุกรมนี้ 

            ดังนั้น การให  S  ท่ีเปนจํานวนจริง แทนผลบวกของอนุกรมจึงไมสามารถทําได 
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แบบฝกหัด 1.4  

1. 1)    
4

1

2
i

i
=
∑   =  ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3 2 4+ + +  

 2)     ( )
6

4

3 2
i

i
=

−∑  =  ( ) ( ) ( )3 4 2 3 5 2 3 6 2⋅ − + ⋅ − + ⋅ −  

 3)    ( )
7

2

2
i

i
=

−∑  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7− + − + − + − + − + −  

 4)     ( )
52

1

2
i

i
=

+∑  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 2 51 2 52 2+ + + + + + + + + +  

 5)    ( )
4

1

10 2
k

k
=

−∑  =  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )10 2 1 10 2 2 10 2 3 10 2 4− + − + − + −  

 6)     ( )
20

2

1

4
i

i
=

+∑  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 4 2 4 3 4 19 4 20 4+ + + + + + + + + +
 

2.  1)  
5

1

3
j

j
=
∑  =  

5

1

3
j

j
=
∑    =  ( )5 5 1

3
2

 + 
 
 

  =   45   

 2)    
50

1

8
k=
∑  =   50 8×   =   400 

 3)   ( )
4

2

1

3
i

i i
=

−∑  =   ( )
4

3 2

1

3
i

i i
=

−∑  

    =  
4 4

3 2

1 1

3
i i

i i
= =

−∑ ∑  

    =  ( ) ( )( )24 4 1 4 4 1 8 1
3

2 6
 +   + + 

−   
   

 

    =   100 90−  
    =   10 

 4)   
6

2

4
1k

k
k=

+
−∑  =  2 4 3 4 4 4 5 4 6 4

2 1 3 1 4 1 5 1 6 1
+ + + + +

+ + + +
− − − − −

 

    =   7 8 9 106
2 3 4 5

+ + + +  

    =   197
12
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 5)   ( )
5

2

1

3
k

k
=

+∑   =  
5 5

2

1 1

3
k k

k
= =

+∑ ∑  

    =  ( )( ) ( )5 5 1 10 1
5 3

6
+ +

+ ×  

    =  55 15+  
    =   70 

 6)    ( )
15

1

5
i

i
=

+∑  =   
15 15

1 1

5
i i

i
= =

+∑ ∑  

    =   ( ) ( )15 15 1
15 5

2
+

+ ×  

    =    120 75+  
    =    195 

 7)   ( )
20

10

2 1
i

i
=

+∑  =   ( ) ( )
20 9

1 1

2 1 2 1
i i

i i
= =

+ − +∑ ∑  

    =  
20 20 9 9

1 1 1 1

2 1 2 1
i i i i

i i
= = = =

   
+ − +   

   
∑ ∑ ∑ ∑  

    =  ( ) ( ) ( ) ( )20 20 1 9 9 1
2 20 1 2 9 1

2 2
    +   + 

+ × − + ×               
 

    =  ( ) ( )420 20 90 9+ − +  
    =  341 

 8)   ( )( )
15

1

5 5
k

k k
=

+ −∑  =  ( )
15

2

1

25
k

k
=

−∑  

     =  
15 15

2

1 1

25
k k

k
= =

−∑ ∑  

     =  ( )( ) ( )15 15 1 30 1
15 25

6
+ +

− ×  

     =  1,240 375−  
     =  865  
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 9)    ( )
20

2

1

2 3
j

j j
=

−∑  =   ( )
20

3 2

1

2 3
j

j j
=

−∑  

    =   
20 20

3 2

1 1

2 3
j j

j j
= =

−∑ ∑  

    =   ( ) ( )( )220 20 1 20 20 1 40 1
2 3

2 6
 +   + + 

−   
   

 

    =   88,200 8,610−  
    =   79,590  

 10)       ( )
10

3

1

2
i

i
=

−∑  =   ( )
10

3 2

1

6 12 8
i

i i i
=

− + −∑  

        =   
10 10 10 10

3 2

1 1 1 1

6 12 8
i i i i

i i i
= = = =

− + −∑ ∑ ∑ ∑  

        =  ( ) ( )( ) ( ) ( )
210 10 1 10 10 1 20 1 10 10 1

6 12 10 8
2 6 2

 +   + +   + 
− + − ×     

     
 

        =  3,025 2,310 660 80− + −  
        =  1,295 

3.  1)    ( )1 3 2 4 3 5 2n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + + +   =  ( )
1

2
i

i i
∞

=

+∑  

 2)    1 1 1 1
4 5 6 n
+ + + +     =  

4

1n

i i=
∑  

 3)    2 4 6 2n+ + + +     =  
1

2
n

i

i
=
∑  

 4) 
( )( )1

1 1 1 1
3 6 12 3 2n−
+ + + + +    =  

( )( )1
1

1
3 2i

i

∞

−
=
∑  

 5)   1 1 1 1
2 1 3 2 4 3 1n n

+ + + + +
+ + + + −

   = 
2

1
1i i i

∞

= + −∑  
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4.   1) 
1

6
n

i

i
=
∑   =  

1

6
n

i

i
=
∑  

    =  ( )1
6

2
n n + 

 
 

 

    =   ( )3 1n n +  

 2)    ( )
1

2 1
k

i

i
=

+∑  =  
1 1

2 1
k k

i i

i
= =

+∑ ∑  

    =  ( ) ( )1
2 1

2
k k

k
 + 

+ 
 

 

    =   ( )2k k k+ +  

    =   2 2k k+  

 3)    
1

3 4
m

i

i=

⋅∑   =   
1

3 4
m

i

i=
∑  

    =   ( )2 33 4 4 4 4m+ + + +
 

  เนื่องจาก  2 34 4 4 4m+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 4, 4a r= =   

  และมีผลบวก เทากับ 
( ) ( ) ( )1 1 4 1 4 4 1 4
1 1 4 3

m m
m

a r

r

− −
= = − −

− −
  

  ดังนั้น  ( ) ( )2 3 1

1

43 4 3 4 4 4 4 3 1 4 4 4
3

m
i m m m

i

+

=

 ⋅ = + + + + = − − = − 
 

∑   

 4) ( )2

1

n

i

i i
=

−∑  =  2

1 1

n n

i i

i i
= =

−∑ ∑  

    =  ( )( ) ( )1 2 1 1
6 2

n n n n n+ + +
−  

    =  
3 2 22 3 3 3

6
n n n n n+ + − −  

    =  
32 2
6

n n−  

    =   
3

3
n n−  
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5. 1) ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ    

         1 2 2 3 3 4 10 11⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  =   ( )
10

1

1
i

i i
=

+∑  

       =   ( )
10

2

1i

i i
=

+∑  

       =   
10 10

2

1 1i i

i i
= =

+∑ ∑  

       =    ( )( ) ( )10 10 1 20 1 10 10 1
6 2

+ + +
+  

       =   385 55+  
       =   440 
 2)   ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
  1 4 7 2 5 8 3 6 9 4 7 10 10 13 16⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅  

        =  ( )( )
10

1

3 6
i

i i i
=

+ +∑  

  =  ( )
10

3 2

1

9 18
i

i i i
=

+ +∑  

  =  
10 10 10

3 2

1 1 1

9 18
i i i

i i i
= = =

+ +∑ ∑ ∑  

  =  ( ) ( )( ) ( )210 10 1 10 10 1 20 1 10 10 1
9 18

2 6 2
 +   + +   + 

+ +     
     

 

  =  3,025 3,465 990+ +  
  =  7,480 
 3)   ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 4 3 9 6 3 100 20 3+ + + + + + + +   

  =  ( )
10

2

1

2 3
i

i i
=

+∑  

  =  ( )
10

3 2

1

2 3
i

i i
=

+∑  

  =  
10 10

3 2

1 1

2 3
i i

i i
= =

+∑ ∑  
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  =  ( ) ( )( )210 10 1 10 10 1 20 1
2 3

2 6
 +   + + 

+   
   

 

  =  6,050 1,155+  
  =   7,205 
        4)   ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ  

  2 2 2 2 21 3 5 7 19+ + + + +  =  ( )
10

2

1

2 1
i

i
=

−∑  

      =  ( )
10

2

1

4 4 1
i

i i
=

− +∑  

      =  
10 10 10

2

1 1 1

4 4 1
i i i

i i
= = =

− +∑ ∑ ∑  

      =  ( )( ) ( ) ( )10 10 1 20 1 10 10 1
4 4 10 1

6 2
 + +   + 

− +   
   

 

      =  1,540 220 10− +  
      =   1,330 
 5)    ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

  1 1 1 11 1 2 1 3 1 10 1
1 2 3 10

       + + + + + + + +       
       

  =   
10

1

11
i

i
i=

 + 
 

∑  

          =   ( )
10

1

1
i

i
=

+∑  

          =   
10 10

1 1

1
i i

i
= =

+∑ ∑  

          =   ( ) ( )10 10 1
10 1

2
+

+  

          =   55 10+  
          =    65 
6.   1)   1 2 3 2 3 4 3 4 5 10 11 12⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅    

  =  ( )( )
10

1

1 2
i

i i i
=

+ +∑  

  =  ( )
10

3 2

1

3 2
i

i i i
=

+ +∑  

  =  
10 10 10

3 2

1 1 1

3 2
i i i

i i i
= = =

+ +∑ ∑ ∑  
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  =  ( ) ( )( ) ( )210 10 1 10 10 1 20 1 10 10 1
3 2

2 6 2
 +   + +   + 

+ +     
     

 

  =  3,025 1,155 110+ +  
  =  4,290 

 2)   1 2 2 3 3 4 4 5 99 100⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  =   ( )
99

1

1
n

n n
=

+∑  

        =   ( )
99

2

1n

n n
=

+∑  

        =   
99 99

2

1 1n n

n n
= =

+∑ ∑  

        =   ( )( ) ( )99 99 1 198 1 99 99 1
6 2

+ + +
+  

        =   328,350 4,950+  
        =   333,300 
7.   จํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีนอยท่ีสุดท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ ( )3 4 0 3= +   

 และจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีมากท่ีสุดท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ ( )99 4 24 3= +  

        จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีหารดวย 4  แลวเหลือเศษ 3 คือ 3, 7, 11, , 99   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 3  ผลตางรวมเปน 4 และพจนท่ี n  เปน 99 

 จาก  ( )1 1na a n d= + −   

 จะไดวา  ( )( )99 3 1 4n= + −   

 นั่นคือ  25n =   

 จากผลบวกของจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ 3 7 11 99+ + + +   

 พิจารณา 3 7 11 99+ + + +  = ( )( )( )3 7 11 3 25 1 4+ + + + + −  

       = ( )( )( )
25

1

3 1 4
i

i
=

+ −∑   

       = ( )
25

1

4 1
i

i
=

−∑   

       = ( )
25 25

1 1

4 1
i i

i
= =

−∑ ∑  

       = 
25 25

1 1

4 1
i i

i
= =

−∑ ∑  
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       = ( ) ( )25 25 1
4 25 1

2
 + 

− × 
 

 

       = 1,300 – 25 
       = 1,275 
      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ 1,275 

8. 1)   ให    nS  =  
( )1

1
1

n

i i i= +∑  

  เนื่องจาก  
( )

( )
( )

11 1 1
1 1 1

i i
i i i i i i

+ −
= = −

+ + +
 

      ดังนั้น  nS  =  
1

1 1
1

n

i i i=

 − + 
∑  

    =  1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 3 4 1 1n n n n

         − + − + − + + − + −         − +         
  

    =  11
1n

−
+

 

    =   
1

n
n +

 

     จะได  20S   =  20
20 1+

 =   20
21

 

       ดังนั้น ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
1

n
n +

 และผลบวก 20 พจนแรกของ 

  อนุกรมนี้ คือ 20
21

 

 2)   ให    nS  =  
( )( )1

1
2 1 2 1

n

i i i= − +∑  

  เนื่องจาก  
( )( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
2 1 2 11 1 1 1 1

2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1
i i

i i i i i i
   + − −

= = −      − + − + − +   
 

      ดังนั้น  nS  =  
1

1 1 1
2 2 1 2 1

n

i i i=

 − − + 
∑  

    =  
1

1 1 1
2 2 1 2 1

n

i i i=

 − − + 
∑  

    =  1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 3 5 5 7 2 3 2 1 2 1 2 1n n n n
          − + − + − + + − + −          − − − +          

  
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    =  1 11
2 2 1n
 − + 

 

    =   
2 1

n
n +

 

       จะได  20S  =  
( )

20
2 20 1+

  =   20
41

 

       ดังนั้น ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
2 1

n
n +

 และผลบวก 20 พจนแรกของ 

  อนุกรมนี้ คือ 20
41

 

 3)   ให   nS  =  
( )( )1

1
1 2

n

i i i i= + +∑   

  เนื่องจาก  
( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1
1 2 2 1 1 2i i i i i i i

 
= −  + + + + + 

 

      ดังนั้น   nS  =  
( ) ( )( )1

1 1 1
2 1 1 2

n

i i i i i=

  
−    + + +  

∑  

    =   
( ) ( )( )1

1 1 1
2 1 1 2

n

i i i i i=

 
−  + + + 

∑  

                =  
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 6 6 12 12 20 1 1n n n n
       − + − + − + + −          − +       

   

         
( ) ( )( )

1 1
1 1 2n n n n

 
+ −   + + + 

  

          =   
( )( )

1 1 1
2 2 1 2n n
 

−  + + 
 

        จะได  20S  =  1 1 1
2 2 21 22
 − ⋅ 

  =  115
462

 

       ดังนั้น ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )

1 1 1
2 2 1 2n n
 

−  + + 
  

  และผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 115
462
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 4)   ให    nS  =  
( )1

1
2

n

i i i= +∑  

       เนื่องจาก  
( )

( )
( )

21 1 1 1 1
2 2 2 2 2

i i
i i i i i i

 + −  = = −    + + +  
    

      ดังนั้น  nS  =  
1

1 1 1
2 2

n

i i i=

 − + 
∑  

   =  
1

1 1 1
2 2

n

i i i=

 − + 
∑  

   =  1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 2 4 3 5 2n n
       − + − + − + + −       −       

   

       1 1 1 1
1 1 2n n n n

   + − + −    − + +   
 

   =   1 1 1 11
2 2 1 2n n
 + − − + + 

 

   =  
( )( )

1 3 2 3
2 2 1 2

n
n n

 +
−  + + 

 

       จะได  20S  =  1 3 43
2 2 21 22
 − ⋅ 

  =   325
462

 

       ดังนั้น ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )

1 3 2 3
2 2 1 2

n
n n

 +
−  + + 

  

  และผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 325
462

 

9.    1) ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ  

  20 3 8 ( 1)n+ + + + −  =  ( )2

1

1
n

i

i
=

−∑  

      =   2

1 1

1
n n

i i

i
= =

−∑ ∑  

      =   ( )( )1 2 1
6

n n n
n

+ +
−  

      =  
3 22 3 5

6
n n n+ −  
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 2)   ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

   ( )3 21 0 9 2n n− + + + + −
 =  ( )3 2

1

2
n

i

i i
=

−∑  

       =   3 2

1 1

2
n n

i i

i i
= =

−∑ ∑  

       =   ( ) ( )( )21 1 2 1
2

2 6
n n n n n +   + + 

−   
   

 

       =   ( ) ( )1 2 11
4 3

n n nn n
 + +

+ − 
 

 

       =   
( )( )21 3 5 4

12

n n n n+ − −
 

10.   1)   เนื่องจาก  ( )1

1

n

n

e
∞

− −

=
∑  =  1

1

1
n

n e

∞

−
=
∑  

       จะได        ( )1

1

n

n

e
∞

− −

=
∑  =  2 1

1 1 11 ne e e −+ + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

       1 1a =  และ 1r
e

=    

       เนื่องจาก  1 1r
e

= <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1 1
11 11

a e
r e

e

= =
− −−

 

       ดังนั้น  ( )1

1

n

n

e
∞

− −

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรมคือ 

1
e

e −
 

 2)   เนื่องจาก 1 1 2 3 4 5

1

( 1) 2 1 2 2 2 2 2n n

n

∞
− −

=

− = − + − + − +∑     

  จะเห็นวา 1 1

1

( 1) 2n n

n

∞
− −

=

−∑  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 1a =   และ 2r = −  

  เนื่องจาก  2 2 1r = − = >  

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 
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 3)   เนื่องจาก 
1

9
100n

n

∞

=
∑  =  2

1

9
10 n

n

∞

=
∑  = 2 4 6

9 9 9
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี   

  1 2
9

10
a =  และ 2

1
10

r =    

       เนื่องจาก  2
1 1

10
r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 
2

1

2

9
110

11 111
10

a
r
= =

− −
 

       ดังนั้น  
1

9
100n

n

∞

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรมคือ 1

11
 

 4)   สําหรับจํานวนนับ k ใด ๆ จะไดวา  
( )

5
1k k +

 =  1 15
1k k

 − + 
 

       เขียนผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมไดใหม ดังนี้ 

    nS    =  1 1 1 1 1 1 15 1
2 2 3 3 4 1n n

        − + − + − + + −        +        
  

   =  15 1
1n

 − + 
 

   =  5
1

n
n +

 

       เนื่องจาก     lim nn
S

→∞
 =  5lim

1n

n
n→∞ +

 

     =  5lim
11

n

n

n
n

→∞  + 
 

 

     =  5lim 11n

n
→∞

+
 

     =  
lim 5

1lim1 lim

n

n n n

→∞

→∞ →∞
+

 

     =  5
1 0+

 

     =   5 
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       ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 5 

 5)   เขียนผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมไดดังนี้ 

     nS  =  1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 3 4 1n n

      − + − + − + + −       +       
  

   =  11
1n

−
+

 

       เนื่องจาก      lim nn
S

→∞
 =  1lim 1

1n n→∞

 
− + 

  =   1 

       ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1 

 6)   เนื่องจาก  
1

1

4
5

n

n
n

∞ +

=
∑  =  

216 16 4 16 4
5 5 5 5 5

   + + +   
   

   

       เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
16
5

a =  และ 4
5

r =    

      เนื่องจาก  4 1
5

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1

16
5 1641 1

5

a
r
= =

− −
 

       ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 16  

11.   จาก พจนท่ี n  ของอนุกรมนี้ คือ 2 5n −   

 นั่นคือ 2 5na n= −  

      พิจารณาผลบวก 15 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

          
15

1
n

n

a
=
∑  =   ( )

15

1

2 5
n

n
=

−∑  

    =   
15 15

1 1

2 5
n n

n
= =

−∑ ∑  

    =   ( ) ( )15 15 1
2 15 5

2
 + 

− × 
 

 

    =   240 75−  
    =   165 
  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 271 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

12. 1)   จํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีนอยท่ีสุดท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ ( )16 8 2=   

  และจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีมากท่ีสุดท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ ( )192 8 24=  

         จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ 16, 24, 32, , 192   

  ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 16  ผลตางรวมเปน 8 และพจนท่ี n  เปน 192 

  จาก  ( )1 1na a n d= + −   

  จะไดวา  ( )( )192 16 1 8n= + −   

  นั่นคือ  23n =   

  จากผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ 16 24 32 192+ + + +   

  พิจารณา    16 24 32 192+ + + +  =   ( )( )( )16 24 32 16 23 1 8+ + + + + −  

        =   ( )( )( )
23

1

16 1 8
i

i
=

+ −∑   

        =   ( )
23

1

16 8 8
i

i
=

+ −∑   

        =   ( )
23

1

8 8
i

i
=

+∑   

        =   
23 23

1 1

8 8
i i

i
= =

+∑ ∑  

        =   ( )
23

1

23 8 8
i

i
=

+ ∑  

        =   ( )23 23 1
184 8

2
 + 

+  
 

  

        =   184 2,208+   
        =   2,392 
       ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว เทากับ 2,392  

 2)   กําหนดให เอกภพสัมพัทธ U  คือ เซตของจํานวนเต็มท้ังหมดท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 

   A  แทนเซตของจํานวนเต็มท้ังหมดท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว 

  จะไดวา เซตของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ไมลงตัว คือ A′   

  และ  A U A′ = −   

  ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ไมลงตัว หาไดจาก 
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  ผลบวกของจํานวนเต็มท้ังหมดท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ลบดวยผลบวกของจํานวนเต็ม 

  ท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว  

  จากจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 คือ 10, 11, 12, , 198  ซ่ึงมี 189 จํานวน 

         จะได       10 11 12 198+ + + +  =  
198

10n

n
=
∑  

       =  
198 9

1 1n n

n n
= =

−∑ ∑  

       =  ( ) ( )198 198 1 9 9 1
2 2

+ +
−  

       =  19,701 45−  
       =  19,656 
      จากขอ 1) จะไดวา ผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ไมลงตัว  

  เทากับ 19,656 2,392 17,264− =  
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แบบฝกหัด 1.5  

1.   1)   ในท่ีนี้ไมมีการฝากและถอนในระหวาง 10 ปนี้ 

  ให  100000, 10P n= =  และ 4i =   จะไดวา 0.04
100

ir = =   

            จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา จํานวนเงินเม่ือฝากเงินครบ 10 ป คือ ( )10100,000 1 0.04+   

  หรือประมาณ 148,024.43 บาท 

 2)   จากเงินตน 100,000 บาท 

  จะไดวา จํานวนเงินรวมเพ่ิมข้ึนเปน 3 เทาของเงินตน คือ จํานวนเงินรวม 300,000 บาท 

  ให  n  แทนจํานวนปท่ีจะทําใหมีเงินเพ่ิมข้ึนเปน 3 เทาของเงินตน 

  จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา 

       300,000 =  ( )100,000 1 0.04 n+  

        ( )1.04 n  =   3 

           ( )log 1.04 n   =   log3   

       จะไดวา         n  =   log 3
log 1.04

  ≈  28.01  

      ดังนั้น ตองฝากเงินครบ 29 ป จะทําใหมีเงินเพ่ิมข้ึนเปนอยางนอยสามเทาของเงินตน 

2.   1)   ดอกเบี้ยท่ีไดจากการฝากเงินตน P   บาท โดยธนาคารคิดดอกเบี้ยในอัตรา %i  ตอป  

  และคิดดอกเบี้ยใหครั้งสุดทายครั้งเดียวเม่ือฝากเงินครบ n  ป เทากับ 
100

iP n 
 
 

 บาท 

  จาก  100,000P =  และ 3i =    

            ดังนั้น ดอกเบี้ยท่ีไดจากการฝากเงินนี้เปนเวลา n  ป เทากับ 3100,000 3,000
100

n n  = 
 

 บาท 

  จะไดวา จํานวนเงินในบัญชีเม่ือครบปท่ี n  เม่ือธนาคารคิดดอกเบี้ยใหครั้งสุดทายครั้งเดียว  

  เทากับ 100,000 3,000n+  บาท 

 2) ให  100000P =  และ 3i =   จะไดวา 0.03
100

ir = =   

            จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา จํานวนเงินเม่ือฝากเงินครบ n   ป คือ ( )100,000 1 0.03 n+  บาท 
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3.   ให  100000, 4, 10P k n= = =  และ 4i =   จะไดวา 0.04
100

ir = =   

      จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา จํานวนเงินรวมเม่ือฝากเงินครบ 10 ป คือ 
( )4 100.04100,000 1

4
 + 
 

  

 หรือประมาณ 148,886.37 บาท 

4.   ให 100000, 10P n= =  และมีเงินรวม 141,060 บาท  

 จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา 

      ( )10100,000 1 r+  =   141,060 

         ( )101 r+  =   1.4106 

          1 r+  =   10 1.4106  
       r =   10 1.4106 1−  
       r ≈   0.035 
        ดังนั้น ธนาคารแหงนี้ใหอัตราดอกเบี้ยประมาณ 3.5% ตอป 

5.    เม่ือตนปปญญาฝากเงิน 100,000 บาท กับธนาคารแหงหนึ่ง และฝากเงินเพ่ิมอีก 100,000 บาท  

 ทุกตนป โดยธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ย 3% และคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกป 

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือฝากเงินครบ 15 ป ไดดังนี้ 

 
     จากแผนภาพจะไดวา เม่ือฝากเงินครบ 15 ป 

     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 1 จะมีมูลคา ( )15100,000 1.03  บาท 

     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 2 จะมีมูลคา ( )14100,000 1.03  บาท 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 275 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 3 จะมีมูลคา ( )13100,000 1.03  บาท 

       
 
     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 15 จะมีมูลคา ( )100,000 1.03  บาท 

     ดังนั้น เม่ือฝากเงินครบ 15 ป จะไดรับเงินรวม 

      ( ) ( ) ( ) ( )15 14 13100,000 1.03 100,000 1.03 100,000 1.03 100,000 1.03+ + + +  บาท หรือ 

     ( ) ( ) ( )2 15100,000 1.03 100,000 1.03 100,000 1.03+ + +  บาท 

     ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 15 พจน พจนแรก คือ ( )100,000 1.03  และอัตราสวนรวม คือ 1.03 

      จะได ผลบวก 15 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( ) ( )15100,000 1.03 1.03 1

1.03 1

 − 
−

  

 หรือประมาณ 1,915,688.13 บาท 

     ดังนั้น เม่ือฝากเงินครบ 15 ป จะมีเงินรวมประมาณ 1,915,688.13 บาท 

6.   1)   ให 1000000, 4, 20S i n= = =  จะไดวา 4 0.04
100

r = =   

       จะได มูลคาปจจุบันของเงินรวม 1,000,000 บาท คือ 

            P =  ( ) 201,000,000 1 0.04 −+  ≈    456,386.95 บาท 

      ดังนั้น ราตรีตองฝากเงินตนไวอยางนอย 456,386.95 บาท 

 2)   จาก ฝากเงินตน P บาท เม่ือตนปท่ี 1 และฝากเพ่ิมอีกปละ 2,000 บาท  

  เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือฝากเงินครบ 20 ป ไดดังนี้ 
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      จากแผนภาพจะไดวา อีก 20 ปขางหนา 

   เงินฝากตนปท่ี 1 จํานวน P บาท จะมีมูลคา ( )201.04P  บาท 

  เงินฝากตนปท่ี 2 จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )192,000 1.04  บาท 

  เงินฝากตนปท่ี 3 จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )182,000 1.04  บาท 

       
  เงินฝากตนปท่ี 20 จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.04  บาท 

             นั่นคือ อีก 20 ปขางหนา ราตรีจะมีเงินรวม  

               ( ) ( ) ( ) ( )20 19 181.04 2,000 1.04 2,000 1.04 2,000 1.04P + + + +  บาท 

     จะได           1,000,000  =  ( )
( ) ( )( )19

20
2,000 1.04 1.04 1

1.04
1.04 1

P
−

+
−

 

             P  ≈    430,119.07 บาท 

 ดังนั้น ราตรีตองฝากเงินตนไวอยางนอย 430,119.07 บาท 

7. อนันตกูเงินจากวิเชียรจํานวน 2 ยอด โดยยอดแรกตองชําระ 12,682.42 บาท ในอีก 3 ป 

 ขางหนา ยอดท่ี 2 ตองชําระ 26,115.36 บาท ในอีก 7 ปขางหนา และวิเชียรกําหนดอัตรา 

 ดอกเบี้ย 8% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 3 เดือน 

 พิจารณาการชําระเงินยอดแรกในอีก 3 ปขางหนา 

 ให  12682.42, 8, 4S i k= = =  และ 3n =  จะไดวา 8 0.08
100

r = =  

 จะได มูลคาปจจุบันของเงิน 12,682.42 บาท คือ 
( )4 30.0812,682.42 1

4

−
 + 
 

  

 หรือประมาณ 10,000 บาท  

 พิจารณาการชําระเงินยอดท่ี 2 ในอีก 7 ปขางหนา 

 ให  26115.36, 8, 4S i k= = =  และ 7n =  จะไดวา 8 0.08
100

r = =  

 จะได มูลคาปจจุบันของเงิน 26,115.36 บาท คือ 
( )4 70.0826,115.36 1

4

−
 + 
 

  

 หรือประมาณ 15,000 บาท 

     ดังนั้น อนันตกูเงินจากวิเชียรประมาณ 10,000 15,000 25,000+ =  บาท 
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8.    สุดาฝากเงิน 2,000 บาท เขาบัญชีธนาคารทุกตนเดือน ไดรับอัตราดอกเบี้ย 3% ตอป  

 (หรืออัตราดอกเบี้ยตอเดือน คือ 3 %
12

)  จะไดวา 

3
12 0.0025
100

r = =    

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นปท่ี 5 (สิ้นเดือนท่ี 60) ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นปท่ี 5 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 1  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )602,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 2  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )592,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 3  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )582,000 1.0025  บาท 
      
 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 60  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.0025 บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นปท่ี 5 สุดาจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( ) ( )60 59 582,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 602,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 60 พจน พจนแรก คือ ( )2,000 1.0025  และอัตราสวนรวม คือ 1.0025 

 จะได ผลบวก 60 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
( ) ( )( )602,000 1.0025 1.0025 1

1.0025 1

−

−
  

 หรือประมาณ 129,616.66 บาท 

      ดังนั้น เม่ือสิ้นปท่ี 5 สุดาจะไดเงินรวมประมาณ 129,616.66 บาท 
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9.   ทอแสงฝากเงิน 3,000 บาท เขาบัญชีธนาคารทุกสิ้นไตรมาส (1 ไตรมาส เทากับ 3 เดือน)  

 ไดรับอัตราดอกเบี้ย 6% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตอไตรมาส คือ 6 %
4

)   

 จะไดวา 

6
4 0.015

100
r = =    

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นปท่ี 4 (รวมท้ังหมด 16 งวด) ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นปท่ี 4 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 1  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )153,000 1.015  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 2  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )143,000 1.015  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 3  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )123,000 1.015  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 15  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )3,000 1.015  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 16  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา 3,000 บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นปท่ี 4 หรือสิ้นงวดท่ี 16 ทอแสงจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( ) ( )15 14 133,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000+ + + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 153,000 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015+ + + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 16 พจน พจนแรก คือ 3,000 และอัตราสวนรวม คือ 1.015 
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 จะได ผลบวก 16 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )163,000 1.015 1

1.015 1

−

−
  

 หรือประมาณ 53,797.11 บาท 

      ดังนั้น เม่ือสิ้นปท่ี 4 ทอแสงจะไดเงินรวมประมาณ 53,797.11 บาท 

10.   ใบเตยซ้ือรถยนตราคา 700,000 บาท โดยจายเงินดาวน 200,000 บาท และผอนชําระสวนท่ี 

 เหลือเทากันทุกเดือน เดือนละ R บาท เปนเวลา 5 ป โดยผอนชําระทุกสิ้นเดือน  

 อัตราดอกเบี้ย 3% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตองวด คือ 3 %
12

)  

 จะไดวา 

3
12 0.0025
100

r = =    

 เขียนแผนภาพแสดงการจายเงินซ้ือรถยนตของใบเตยเปนเวลา 5 ป (60 งวด) ไดดังนี้ 

 
 
 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1 คือ ( ) 11.0025R −  บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 2 คือ ( ) 21.0025R −  บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 3 คือ ( ) 31.0025R −  บาท 

      
 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 60 คือ ( ) 601.0025R −  บาท 
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 นั่นคือ เม่ือครบ 5 ป ยอดเงินรวมท่ีใบเตยจายเพ่ือผอนรถยนตเทากับ 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 601.0025 1.0025 1.0025 1.0025R R R R− − − −+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 60 พจน พจนแรก คือ ( ) 11.0025R −  และอัตราสวนรวม คือ ( ) 11.0025 −  

 จะไดผลบวก 60 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( ) ( )( )

( )

1 60

1

1.0025 1 1.0025

1 1.0025

R − −

−

−

−
 บาท 

 เนื่องจาก ใบเตยตองจายเงินเพ่ือผอนรถยนต 700,000 – 200,000 = 500,000 บาท 

      จะได          500,000 =   
( ) ( )( )

( )

1 60

1

1.0025 1 1.0025

1 1.0025

R − −

−

−

−
 

 นั่นคือ                 R =   
( )( )

( ) ( )( )
1

1 60

500,000 1 1.0025

1.0025 1 1.0025

−

− −

−

−
  ≈   8,984.35 

        ดังนั้น ใบเตยจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 8,984.35 บาท  

11.  วัชระฝากเงิน 10,000 บาท เขาบัญชีธนาคารทุกตนเดือน  

 ไดรับอัตราดอกเบี้ย 3.6% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตอเดือน คือ 3.6 %
12

)    

 จะไดวา 

3.6
12 0.003

100
r = =  

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นปท่ี 4 (48 เดือน) ไดดังนี้ 
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 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นปท่ี 4  

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 1 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )4810,000 1.003  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 2 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )4710,000 1.003  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 3 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )4610,000 1.003  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 48 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )10,000 1.003  บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นปท่ี 4 วัชระจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( ) ( )48 47 4610,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4810,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 48 พจน พจนแรก คือ ( )10,000 1.003  และอัตราสวนรวม คือ 1.003 

 จะไดผลบวก 48 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( ) ( )( )4810,000 1.003 1.003 1

1.003 1

−

−
  

 หรือประมาณ 516,996.95 บาท 

       ดังนั้น เม่ือสิ้นปท่ี 4 วัชระจะไดเงินรวม 516,996.95 บาท 
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แบบฝกหัดทายบท  

1.   1) เนื่องจาก 1 4, 5a d= − = −   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   8a   =   ( )( )4 8 1 5− + − −  
    =   4 35− −  
    =   39−   
  ดังนั้น 8 39a = −  

 2) เนื่องจาก 1 5, 2a d= − =   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   9a   =   ( )( )5 9 1 2− + −  
    =   5 16− +  
    =   11  
  ดังนั้น 9 11a =  

 3) เนื่องจาก 1
1 , 2
2

a d= − = −   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   15a   =   ( )( )1 15 1 2
2

− + − −  

    =   1 28
2

− −  

    =   57
2

−   

  ดังนั้น 15
57
2

a = −  

 4) เนื่องจาก 1
4 1,
3 3

a d= =   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   15a   =   ( )4 115 1
3 3

 + −  
 

 

    =   4 14
3 3
+  

    =   6  
  ดังนั้น 15 6a =  
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2.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

           5 =  ( )1 7 1a d+ −    ----- (1) 
      10 =  ( )1 12 1a d+ −    ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  1d =  และ 1 1a = −  

     นั่นคือ    100a  =  ( )( )1 100 1 1− + −  

   =  ( )( )1 99 1− +  
   =  98 
      ดังนั้น พจนท่ี 100 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 98  

3.   ลําดับเลขคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 20a =   และ 16 20 4d = − = −   

        จาก        na  =  ( )1 1a n d+ −   

        จะได    96−   =  ( )( )20 1 4n+ − −   
           n   =  30 
        ดังนั้น 96−  เปนพจนท่ี 30 ของลําดับเลขคณิตนี้ 

4.   จาก  1 75, 29a a= =  และ ( )1 1na a n d= + −   

 จะได   29 =     ( )5 7 1 d+ −   
   d   =     4 
 นั่นคือ 2a   =     1a d+   =     5 4+   =     9 

   3a   =     2a d+   =     9 4+   =     13 

   4a   =     3a d+   =     13 4+   =     17 

   5a   =     4a d+   =     17 4+   =     21 

   6a   =     5a d+   =     21 4+   =     25 

 ดังนั้น พจนหาพจนดังกลาว ไดแก 9, 13, 17, 21 และ 25 

5.   จะแสดงวา 2 2 2, ,a b c  เปนลําดับเลขคณิต โดยพิจารณาวา  2 2 2 2b a c b− = −  หรือไม   

 เนื่องจาก 1 1 1, ,
b c c a a b+ + +

 เปนลําดับเลขคณิต  

 จะไดผลตางรวมของลําดับเลขคณิตนี้หาไดจาก 1 1
c a b c

−
+ +

 หรือ 1 1
a b c a

−
+ +

  

     นั่นคือ                1 1
c a b c

−
+ +

    =    1 1
a b c a

−
+ +
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                           2
c a+

    =     1 1
a b b c

+
+ +

  

                          2
c a+

     =     2
b c a b

ab ac b bc
+ + +
+ + +

    

                 22 2 2 2ab ac b bc+ + +      =     2 2ab ac a ab bc c ac bc+ + + + + + +   
      ดังนั้น                         2 2b a−     =     2 2c b−   

       จึงไดวา 2 2 2, ,a b c  เปนลําดับเลขคณิต 

6.   ผลบวกของมุมภายในของรปูสามเหลี่ยม เทากับ 180 องศา 

 ผลบวกของมุมภายในของรูปสี่เหลี่ยม เทากับ 360 องศา 

 ผลบวกของมุมภายในของรูปหาเหลี่ยม เทากับ 540 องศา 

 จะเห็นวา ผลบวกของมุมภายในของรปูสามเหลี่ยม รูปสี่เหลี่ยม รูปหาเหลี่ยม … เทากับ 

 180,360,540,  ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 180a =  และ 180d =    

      จาก     ( )1 1na a n d= + −   

      จะได    ( )( )180 1 180na n= + −   

      นั่นคือ   180na n=   

      เนื่องจาก   ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม เทากับ  1a     องศา 

     ผลบวกของมุมภายในของรูปสี่เหลี่ยม  เทากับ  2a     องศา 

  ผลบวกของมุมภายในของรูปหาเหลี่ยม  เทากับ  3a     องศา 

                
     ดังนั้น        ผลบวกของมุมภายในของรูป n  เหลี่ยม  เทากับ  2na −   องศา  

     นั่นคือ ผลบวกของมุมภายในของรูป n  เหลี่ยม เทากับ ( )180 2n −  องศา     
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7.   การจัดแผนไมตามเง่ือนไขท่ีกําหนดเปนดังรูป 

 

 
 
 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 2 โดยใหแนวก่ึงกลางตามดานยาวของแผนไมแตละแผนอยู 

 ตรงกับรอยตอของแผนไมแตละคูในชั้นแรก 

 จะไดวา ชั้นท่ี 2 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหด 52 – 1 = 51 แผน 

 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 3 โดยใหแนวก่ึงกลางตามดานยาวของแผนไมแตละแผนอยู 

 ตรงกับรอยตอของแผนไมแตละคูในชั้นท่ี 2 

 จะไดวา ชั้นท่ี 3 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 51 – 1 = 50 แผน 

 ให n  เปนชั้นท่ีมีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 7 แผน 

 จะไดวา จํานวนแผนไมท่ีวางในชั้นท่ี 1, 2, 3, …, n  คือ 52, 51, 50, …, 7 ซ่ึงเปนลําดับ 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 52 พจนท่ี n เปน 7 และผลตางรวมเปน 1−   

 จาก    na  =  ( )1 1a n d+ −  

        จะได     7 =  ( )( )52 1 1n+ − −  
      7 =  52 1n− +  
        n =  46 
 ดังนั้น แผนไมกองนี้มีแผนไม 46 ชั้น 

 เนื่องจาก แผนไมแตละแผนหนา 3 เซนติเมตร 

 ดังนั้น ความสูงของแผนไมกองนี้ คือ 46 3 138× =  เซนติเมตร หรือ 1.38 เมตร 
  

ชั้นท่ี 2 แผนไม 51 แผน 
ชั้นท่ี 1 แผนไม 52 แผน 

ชั้นท่ี 3 แผนไม 50 แผน 
ชั้นท่ี 4 แผนไม 49 แผน 

ชั้นท่ี n แผนไม 7 แผน 
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8.   พิจารณาการออมเงินของฟางขาว ซ่ึงมีเงินเก็บเริ่มตน 4,200 บาท และออมเงินเพ่ิม 

 เดือนละ 300 บาท ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560  

 จะไดวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1 (ตุลาคม 2560) ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4,200 300 4,500+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 2 (พฤศจกิายน 2560) ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4,500 300 4,800+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 3 (ธันวาคม 2560) ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4,800 300 5,100+ =  บาท 
       
 จะเห็นวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1, 2, 3, … ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4500, 4800, 5100, … บาท 

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 4,500 และผลตางรวม คือ 300 

 ใหลําดับ na  แทน ลําดับของเงินเก็บท้ังหมดของฟางขาวเม่ือสิ้นเดือน ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560 

      โดยพจนท่ัวไป คือ  ( )4,500 1 300 4,200 300na n n= + − = +       ----- (1)  

 พิจารณาการออมเงินของใยบัว ซ่ึงมีเงินเก็บเริ่มตน 7,000 บาท และออมเงินเพ่ิม 

 เดือนละ 250 บาท ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560  

 จะไดวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1 (ตุลาคม 2560) ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7,000 250 7,250+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 2 (พฤศจกิายน 2560) ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7,250 250 7,500+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 3 (ธันวาคม 2560) ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7,500 250 7,750+ =  บาท 
       
 จะเห็นวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1, 2, 3, … ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7250, 7500, 7750, … บาท 

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 7,250 และผลตางรวม คือ 250 

 ใหลําดับ nb  แทน ลําดับของเงินเก็บท้ังหมดของใยบัวเม่ือสิ้นเดือน ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560 

      โดยพจนท่ัวไป คือ  ( )7,250 1 250 7,000 250nb n n= + − = +       ----- (2)  

1) สมมติให เม่ือสิ้นเดือนท่ี n  ฟางขาวมีเงินเก็บท้ังหมด 12,300 บาท  

         นั่นคือ  12,300na =                

           จาก (1) จะได   12,300 4,200 300n= +   

         ดังนั้น   27n =                     

  นั่นคือ เม่ือสิ้นเดือนท่ี 27 หรือสิ้นเดือนธันวาคม 2562 ฟางขาวมีเงินเก็บท้ังหมด 12,300 บาท 

         พิจารณาจํานวนเงินเก็บของใยบัวเม่ือสิ้นเดือนท่ี 27 โดยแทน n  ดวย 27 ใน (2)  

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 287 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

  จะได                    ( )27 250 27 7,000 13,750b = + =   

         ดังนั้น เม่ือสิ้นเดือนท่ี 27 หรือสิ้นเดือนธันวาคม 2562 ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 13,750 บาท 

      2)   จาก ใยบัวตองการนําเงินเก็บไปซ้ือคอมพิวเตอรราคา 24,700 บาท 

  จะไดวา ใยบัวตองมีเงินเก็บมากกวาหรือเทากับ 24,700 บาท 

  สมมติให เม่ือสิ้นเดือนท่ี n  ใยบัวมีเงินเก็บมากกวาหรือเทากับ 24,700 บาท 

  นั่นคือ  24,700nb ≥   

            จาก (2) จะไดวา            7,000 250 24,700n+ ≥  

                         354 70.8
5

n ≥ =  

  จาก n เปนจํานวนเต็มบวก 

          จะไดวา ใยบัวจะตองออมเงินอยางนอย 71 เดือน ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560  

  จึงจะสามารถซ้ือคอมพิวเตอรได 

      3)   สมมติให เม่ือสิ้นเดือนท่ี n  ฟางขาวมีเงินเก็บมากกวาใยบัว 

  นั่นคือ n na b>   

           จะไดวา        300 4,200 250 7,000n n+ > +    
                                                    50 2800n >   
                                     56n >   
   ดังนั้น เม่ือสิ้นเดือนท่ี 57 หรือสิ้นเดือนมิถุนายน 2565 ฟางขาวมีเงินเก็บมากกวาใยบัว  

9.   จาก 1
1

n
na a r −=   

 อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 162a = −  และ 1
3

r = −  

 จะได  
12 1

12
1 2162
3 2,187

a
−

 = − − = 
 

  

       ดังนั้น พจนท่ี 12 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2
2,187
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10.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 2
8
3

a =  และ 5
64
81

a =   

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  2 1
2 1 1a a r a r−= =   

 และ  5 1 4
5 1 1a a r a r−= =   

 ดังนั้น     8
3

  =  1a r     ----- (1) 

 และ     64
81

 =  4
1a r     ----- (2) 

      จาก (1) และ (2)  จะได 3 8
27

r =   นั่นคือ 2
3

r =  

      ดังนั้น อัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2
3

 

11.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 1 2 37, 21, 63a a a= = − =  และ 4 189a = −   

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  2 121 7r −− =   นั่นคือ  21 7r− =    ----- (1) 

 และ  3 163 7r −=  นั่นคือ   263 7r=    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2)  จะได  3r = −   

 นั่นคือ  ( ) 17 3 n
na −= −   

 เม่ือ  5,103na =   

 จะได         5,103 =     ( ) 17 3 n−−  

   729 =     ( ) 13 n−−   

             ( )63−   =     ( ) 13 n−−  

 นั่นคือ        1n −  =     6 

 จะได   n  =     7   

      ดังนั้น 5,103 เปนพจนท่ี 7 ของลําดับเรขาคณิตนี้  
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12.   ให a  เปนจํานวนท่ีบวกกับ 5, 22 และ 107 แลว 5 , 22 , 107a a a+ + +  เปนลําดับเรขาคณิต 

 จะไดอัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้หาไดจาก 22
5

a
a
+
+

 หรือ 107
22

a
a

+
+

 

      นั่นคือ       22
5

a
a
+
+

 =  107
22

a
a

+
+

 

  ( )( )22 22a a+ +  =  ( )( )107 5a a+ +  

   2484 44a a+ +    =   2535 112a a+ +   
        68a−  =    51 

        a =   3
4

−   

       ดังนั้น 3
4

a = −  ทําให 5 , 22 , 107a a a+ + +  เปนลําดับเรขาคณิต 

13.   ให  1 1,a a r  และ 2
1a r  เปนสามพจนแรกของลําดับเรขาคณิต ท่ีมีอัตราสวนรวม คือ r  ( )0r ≠   

 เนื่องจากผลบวกของสามพจนนี ้คือ 3−   

      จะไดวา              2
1 1 1a a r a r+ +  =  3−      

              ( )2
1 1a r r+ +   = 3−     ----- (1) 

 เนื่องจากผลคูณของสามพจนนี ้คือ 8  

      จะไดวา           ( )( )( )2
1 1 1a a r a r   =   8     

                      3 3
1a r   =   8 

      1a r   =   2 

        1a   =  2
r

      

 แทน 1a  ดวย 2
r

 ใน (1) จะได 

              ( )22 1 r r
r

+ +   = 3−    

                  22 5 2r r+ +   =    0 
     ( )( )2 1 2r r+ +   =    0 

       นั่นคือ 1
2

r = −   หรือ 2r = −   

       กรณี 1
2

r = −   จะได  1 4a = −    

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ ( )
114

2

n−
 − − 
 
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       กรณี 2r = −   จะได  1 1a = −    

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ ( )( ) 11 2 n−− −  

14.   การรณรงคลดการใชถุงพลาสติกในอําเภอหนึ่ง ทําใหจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวลดลงปละ 5%  

 ของจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวในปกอนหนา 

 จาก ปท่ีเริ่มตนการรณรงคมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว 100,000 ถุง จะไดวา 

 ในการรณรงคปท่ี 1 จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( )100,000 0.95  ถุง 

 ในการรณรงคปท่ี 2 จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( )( ) ( )2100,000 0.95 0.95 100,000 0.95=  ถุง 

 ในการรณรงคปท่ี 3 จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( ) ( ) ( )2 3100,000 0.95 0.95 100,000 0.95=  ถุง 

 ในทํานองเดียวกัน ในการรณรงคปท่ี n  จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( )100,000 0.95 n  ถุง 

 จะไดวา ในการรณรงคปท่ี 1, 2, 3, , n  จะมีจํานวนถุงพลาสติกใชแลว 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 3100000 0.95 , 100000 0.95 , 100000 0.95 , , 100000 0.95 n
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )100,000 0.95  อัตราสวนรวม คือ 0.95  

 และพจนท่ัวไป คือ ( )100,000 0.95 n  

 ดังนั้น สูตรการคํานวณจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวในการรณรงคแตละป คือ ( )100,000 0.95 n  

 และจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวในการรณรงคปท่ี 10 คือ ( )10100,000 0.95  หรือประมาณ 59,874 ถุง 

15.   พิจารณาเมือง A ซ่ึงมีพ้ืนท่ีปา 400 ตารางกิโลเมตร โดยพ้ืนท่ีปาลดลงเฉลี่ยปละ 4% ของ 

 พ้ืนท่ีปาในปกอนหนา จะไดวา 

 อีก 1 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( )400 0.96  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 2 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( )( ) ( )2400 0.96 0.96 400 0.96=  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 3 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 3400 0.96 0.96 400 0.96=  ตารางกิโลเมตร 
               
 จะเห็นวา อีก 1, 2, 3, … ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 3400 0.96 , 400 0.96 , 400 0.96 ,   

 ตารางกิโลเมตร ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )400 0.96  และอัตราสวนรวม คือ 0.96 

 ให na  แทนลําดับของพ้ืนท่ีปาของเมือง A  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( )400 0.96 n
na =     ----- (1) 
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 พิจารณาเมือง B ซ่ึงมีพ้ืนท่ีปา 60 ตารางกิโลเมตร โดยพ้ืนท่ีปาเพ่ิมข้ึนทุกปเฉลี่ยปละ 2%  

 ของพ้ืนท่ีปาในปกอนหนา จะไดวา 

 อีก 1 ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( )60 1.02  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 2 ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( )( ) ( )260 1.02 1.02 60 1.02=  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 3 ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 360 1.02 1.02 60 1.02=  ตารางกิโลเมตร 
               
 จะเห็นวา อีก 1, 2, 3, … ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 360 1.02 , 60 1.02 , 60 1.02 ,  

 ตารางกิโลเมตร ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )60 1.02  และอัตราสวนรวม คือ 1.02 

 ให nb  แทนลําดับของพ้ืนท่ีปาของเมือง B  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( )60 1.02 n
nb =     ----- (2) 

 1) พิจารณาพ้ืนท่ีปาในอีก 10 ปขางหนาของเมือง A และ B โดยแทน n  ดวย 10 ใน (1) และ (2) 

  จะได  ( )10
10 400 0.96 265.93a = ≈  

  และ  ( )10
10 60 1.02 73.14b = ≈  

  ดังนั้น อีก 10 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปามากกวาเมือง B อยูประมาณ  

  265.93 73.14 192.79− =  ตารางกิโลเมตร 

 2)   สมมติใหอีก n  ปขางหนา เมือง B มีพ้ืนท่ีปามากกวาเมือง A 

  นั่นคือ n nb a>   

               จาก (1) และ (2) จะไดวา   

       ( )60 1.02 n  > ( )400 0.96 n  

       1.02
0.96

n
 
 
 

  > 400
60

  

           17
16

n
 
 
 

 > 20
3

  

     17log
16

n
 
 
 

 > 20log
3

 
 
 

  

           17log
16

n  
 
 

 > 20log
3

 
 
 
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       n  >   

20log
3 31.29

17log
16

 
 
  ≈
 
 
 

   

  จาก n  เปนจํานวนเต็มบวก  

  จะไดวา อีกอยางนอย 32 ป เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปามากกวาเมือง A                

16.   1)   พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 4 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −   

  เนื่องจาก  2 1
27 511
2 2

a a− = − =  และ 3 2
27 516
2 2

a a− = − =    

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมี 1 11a =  และ 5
2

d =   

  จาก ( )1 1na a n d= + −   

  จะได ( )4
5 3711 4 1
2 2

a  = + − = 
 

  

   ( )5
511 5 1 21
2

a  = + − = 
 

 

   ( )6
5 4711 6 1
2 2

a  = + − = 
 

 

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 37 , 21
2

 และ 47
2

 ตามลําดับ 

   กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา  32

1 2

aa
a a

=    

  เนื่องจาก  2

1

27
272

11 22
a
a

= =  และ 3

2

16 32
27 27
2

a
a

= =  ซ่ึง 27 32
22 27

≠   

  จะเห็นวา  32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเรขาคณิต 
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 2) พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 3 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1
11 7 72
7 11 77

d a a= − = − =   

  1
7
11

a =   และ 4
265
77

a =   

  จาก ( )1 1na a n d= + −   

  จะได ( )4
7 72 2654 1

11 77 77
a = + − =   

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมี 1
7

11
a =  และ 72

77
d =  

  จะได ( )3
7 72 1933 1

11 77 77
a  = + − = 

 
  

   ( )5
7 72 3375 1
11 77 77

a  = + − = 
 

 

   ( )6
7 72 4096 1
11 77 77

a  = + − = 
 

 

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 193 337,
77 77

 และ 409
77

 ตามลําดับ 

   กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา  2

1

11
1217

7 49
11

ar
a

= = =  และ 4
265
77

a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=   

  จะได  
3 1

4
7 121 102,487
11 49 539

a
−

 = = 
 

  ซ่ึง  102,487 265
539 77

≠  

  นั่นคือ ลําดับนี้ไมเปนลําดับเรขาคณิต 

 3)   พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 4 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 4 6 2a a− = − = −  และ 3 2
8 44
3 3

a a− = − = −  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิต  
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  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

4 2
6 3

a
a

= =  และ 3

2

8
23

4 3
a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต ท่ีมี 1 6a =  และ 2
3

r =   

  จาก 1
1

n
na a r −=   

  จะได 
4 1

4
2 166
3 9

a
−

 = = 
 

 

   
5 1

5
2 326
3 27

a
−

 = = 
 

 

   
6 1

5
2 646
3 81

a
−

 = = 
 

 

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 16 32,
9 27

 และ 64
81

 ตามลําดับ 

 4) พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 3 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1
5 5 15
3 6 6

d a a= − = − − = −   

  1
5
6

a =   และ 4
20
3

a = −   

  จาก ( )1 1na a n d= + −   

  จะได ( )4
5 15 204 1
6 6 3

a  = + − − = − 
 

  

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมี 1
5
6

a =  และ 15
6

d = −  

  จะได ( )3
5 15 253 1
6 6 6

a  = + − − = − 
 

  

   ( )5
5 15 555 1
6 6 6

a  = + − − = − 
 

 

   ( )6
5 15 356 1
6 6 3

a  = + − − = − 
 
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  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 25 55,
6 6

− −  และ 35
3

−  ตามลําดับ 

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา 2

1

5
3 25

6

ar
a

−
= = = −   

  1
5
6

a =   และ 4
20
3

a = −   

  จาก 1
1

n
na a r −=   

  จะได ( )4 1
4

5 202
6 3

a −= − = −   

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต ท่ีมี 1
5
6

a =  และ 2r = −  

  จะได ( )3 1
3

5 102
6 3

a −= − =   

   ( )5 1
5

5 402
6 3

a −= − =  

   ( )6 1
6

5 802
6 3

a −= − = −  

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 10 40,
3 3

 และ 80
3

−  ตามลําดับ 

17.  ให t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 และกําหนดให a t=   

 เนื่องจาก , ,a b c  เปนลําดับเรขาคณิต ท่ีมีอัตราสวนรวม คือ r   

 จะไดวา  b tr=  และ 2c tr=   

      เนื่องจาก , ,b a c  เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมีผลตางรวม คือ d   

      จะไดวา  t b d= +  และ c t d= +   

 ดังนั้น    tr   =     t d−     ----- (1) 

     2tr   =     t d+    ----- (2) 
        จาก (1) และ (2) จะได 

       2 2tr tr t+ −    =     0  
                ( )( )2 1t r r+ −   =     0   

 ดังนั้น 0t =  หรือ  2r = −   หรือ  1r =   
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       กรณี 0t =  จะไดวา 0, 0, 0a b c= = =  ซ่ึงไมเปนลําดับเรขาคณิต เนื่องจากอัตราสวนรวมไมนิยาม 

        กรณี 2r = −  จาก (1) จะได 3d t=   

        นั่นคือ 2b t= −  และ 4c t=   

 จะไดวา ,a b  และ c  คือ , 2t t−  และ 4t  ตามลําดับ เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไมเทากับ 0 

        กรณี 1r =  จาก (1) จะได 0d =   

        นั่นคือ b t=  และ c t=  

 จะไดวา ,a b  และ c  คือ ,t t  และ t  ตามลําดับ เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไมเทากับ 0 

        ดังนั้น จํานวนจริง ,a b  และ c  ท้ังหมด ท่ีทําใหลําดับ , ,a b c  เปนลําดับเรขาคณิต  

 และลําดับ , ,b a c  เปนลําดับเลขคณิต มี 2 กรณี คือ  

        กรณีท่ี 1         , 2a t b t= = −  และ 4c t=   

 กรณีท่ี 2   ,a t b t= =  และ c t=  

 เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไมเทากับ 0 

18.   ให   2 310, ,a a   เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีผลตางรวม คือ d   

 และ 2 310, ,b b   เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีอัตราสวนรวม คือ r   

 เนื่องจาก 2 2a b=  และ 3 3 2.5b a− =   

 จะไดวา          10 d+   =   10r   
        d  =   10 10r −     ----- (1) 
 และ     ( )210 10 2r d− +  =   2.5     ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะไดวา 

      ( )( )210 10 2 10 10r r− + −   =  2.5 

   210 20 10r r− +    =  2.5 
         24 8 3r r− +   =   0 
   ( )( )2 3 2 1r r− −  =   0 

       จะไดวา   3
2

r =   หรือ 1
2

r =  

       กรณี  3
2

r =  จะได  5d =    

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )( )10 1 5n+ −   
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      และ พจนท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต คือ  
1310

2

n−
 
 
 

 

       กรณี  1
2

r =  จะได  5d = −     

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )( )10 1 5n+ − −   

       และ พจนท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต คือ  
1110

2

n−
 
 
 

 

19. พิจารณาบริษัท A ซ่ึงใหเงินเดือนเริ่มตน 20,000 บาท และแตละปจะข้ึนเงินเดือนให  

 1,500 บาท จะไดวา 

 ปท่ี 1 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับเงินเดือน 20,000 บาท 

 ปท่ี 2 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับเงินเดือน  

 20,000 1,500+  บาท 

 ปท่ี 3 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับเงินเดือน  

 ( ) ( )20,000 1,500 1,500 20,000 2 1,500+ + = +  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ปท่ี n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A  

 จะไดรับเงินเดือน ( )( )20,000 1 1,500n+ −  บาท 

 นั่นคือ ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะได 

 รับเงินเดือน ( ) ( )( )20000, 20000 1500, 20000 2 1500 , , 20000 1 1500n+ + + −  บาท 

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 20,000 และผลตางรวม คือ 1,500  

 ให na  แทนลําดับของเงินเดือนของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( )( )20000 1 1500na n= + −   ----- (1) 

 พิจารณาบริษัท B ซ่ึงใหเงินเดือนเริ่มตน 20,000 บาท และแตละปจะข้ึนเงินเดือนให 5%  

 ของเงินเดือนปกอนหนา จะไดวา 

 ปท่ี 1 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับเงินเดือน 20,000 บาท 

 ปท่ี 2 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับเงินเดือน  

 ( )20,000 1.05  บาท 

 ปท่ี 3 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับเงินเดือน  

 ( )( ) ( )220,000 1.05 1.05 20,000 1.05=  บาท 
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 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ปท่ี n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B  

 จะไดรับเงินเดือน ( ) 120,000 1.05 n−  บาท 

 นั่นคือ ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับ 

 เงินเดือน ( ) ( ) ( )2 120000, 20000 1.05 , 20000 1.05 , , 20000 1.05 n−
  บาท ซ่ึงเปนลําดับ 

 เรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 20,000 และผลอัตราสวนรวม คือ 1.05 

 ให nb  แทนลําดับของเงินเดือนของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( ) 120000 1.05 n
nb −=    ----- (2) 

 1) สําหรับเจาหนาท่ีทรัพยากรบุคคลของบริษัท A 

  จาก ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับ 

  เงินเดือน ( ) ( )( )20000, 20000 1500, 20000 2 1500 , , 20000 1 1500n+ + + −  บาท 

  ดังนั้น ลําดับแทนเงินเดือนเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A ในแตละป คือ 

  ( ) ( )( )20000, 20000 1500, 20000 2 1500 , , 20000 1 1500n+ + + −  

  สําหรับเจาหนาท่ีทรัพยากรบุคคลของบริษัท B 

  จาก ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับ 

  เงินเดือน ( ) ( ) ( )2 120000, 20000 1.05 , 20000 1.05 , , 20000 1.05 n−
  บาท  

  ดังนั้น ลําดับแทนเงินเดือนเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B ในแตละป คือ 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 320000 1.05 , 20000 1.05 , 20000 1.05 , , 20000 1.05 n
   

 2)   พิจารณาเงินเดือนในปท่ี 10 โดยแทน n  ดวย 10 ใน (1) และ (2) 

  จะได  ( )( )10 20000 10 1 1500 33,500a = + − =  

  และ   ( )10 1
10 20000 1.05 31,027b −= ≈  

  นั่นคือ เงินเดือนในปท่ี 10 ของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A เทากับ  

  33,500 บาท และบริษัท B ประมาณ 31,027 บาท 

  ดังนั้น ผลตางของเงินเดือนในปท่ี 10 ของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของท้ังสอง 

  บริษัทประมาณ 33,500 – 31,027 = 2,473 บาท 
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20.   1)   จาก   na   =  2cos
6

nπ  

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้  

 
  จากกราฟ จะเห็นวา แตละพจนของลําดับ na  คือ จํานวนจริงซ่ึงอยูในชวง [ ]2, 2−   

  นั่นคือ เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  ไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก  

 2)   จาก   na   =  21 sin
12
n

n
π 

 
 

 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้  

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 3)   จาก   na   =  2
8

8n +
 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 

 4)   จาก   na   =  ( )log 10n
n
+

 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 5)   จาก   na   =  2
2n

n
 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
     จากกราฟ จะเห็นวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  มีคาเพ่ิมข้ึนและไมเขาใกล 

  จํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

 6)   จาก   na   =  2
!

n

n
 

  เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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21. 1)   เนื่องจาก  2
1lim

2 1n n→∞

 
 + 

 =   

2
2

2
2

1

lim
12

n

n
n

n
n

→∞

  
    

  +    

 

      =   
2

2

1

lim 12n
n

n
→∞

 
 
 
 + 
 

 

      =   
2

2

1lim

1lim 2

n

n

n

n

→∞

→∞

 
 
 

 + 
 

 

      =   
2

2

1lim

1lim 2 lim

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

 +  
 

 

      =   0
2 0+

 

      =   0 

  ดังนั้น  2
1lim 0

2 1n n→∞

  = + 
 

       นั่นคือ  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 2)   เนื่องจาก 2lim
7

n

nn→∞
  =  2lim

7

n

n→∞

 
 
 

   

         และ  2 1
7

<   จะได  2lim 0
7

n

n→∞

  = 
 

 

         นั่นคือ  2lim 0
7

n

nn→∞
=  

         ดังนั้น  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 3)   เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3 41 1 1 1 1 1 1 1 1 1
nn n n+− = − − = − − = − = − = −  สําหรับ 

  ทุกจํานวนนับ n   

  จะได  ( ) ( )4 3lim 1 lim 1 1n

n n

+

→∞ →∞
− = − = −  

         ดังนั้น  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 
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 4)   พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  1lim
53
2

nn→∞

 
 
 
       

 

     =  1 2lim
3 5

n

n→∞

 
 
 

 

  เนื่องจาก  2 1
5
<   จะได 2lim 0

5

n

n→∞

  = 
 

 

  นั่นคือ ( )1 2 1lim 0 0
3 5 3

n

n→∞

  = = 
 

 

       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 5)   จาก  62
3 3n
n na +

= + =   

  พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  1lim 6
3

n n→∞

 
 
 + 
 

 

     =  3lim
6n n→∞

 
 + 

 

     =  
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n
n
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n n
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  
    

  +    

 

     =  
3

lim 6 1n
n

n
→∞

 
 
 
 +
 

 

     =  

3lim

6lim 1

n

n

n

n

→∞

→∞

 
 
 

 + 
 

 

     =  

13 lim

6lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  + 
 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

     =  

13 lim

16 lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  + 
 

 

     =  ( )
( )
3 0

6 0 1+
 

     =   0
1

 

     =   0 
       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 6)   เนื่องจาก        ( )23 2 !
!

n n
n
−

 =   ( )
( )( )

23 2 !
1 2 !

n n
n n n

−
− −

  =   3
1

n
n −

 

       จะได      ( )23 2 !
lim

!n

n n
n→∞

−
 =  3lim

1n

n
n→∞ −

 

      =   3lim 11n

n
→∞

−
 

      = 
lim 3

1lim1 lim

n

n n n

→∞

→∞ →∞
−

 

      =    3
1 0−

 

      =    3 

  ดังนั้น  ( )23 2 !
lim 3

!n

n n
n→∞

−
=  

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 3 

 7)   เนื่องจาก  1 1lim
2 2n→∞
=   และ  ( )3 1lim 3 lim 3 0 0

n nn n→∞ →∞
= = =  

  จะได          1 3lim
2n n→∞

 + 
 

 =  1 3lim lim
2n n n→∞ →∞
+    

      =  1 0
2
+  

      =  1
2

 

     ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 1
2
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 8)   เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 1 2 11 1 4 2
2 2 2

n n n nn n n
n n n

+ + − − ++ − −
= = =  

       จะได      ( ) ( )2 21 1
lim lim 2 2

2n n

n n
n→∞ →∞

+ − −
= =  =  lim 2

n→∞
 

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 2  

 9)   เนื่องจาก  
( )

( )

2

2

1
lim

1 1n

n

n→∞

+

− +
 =  

2

2
2 1lim
2 2n

n n
n n→∞

+ +
− +

 

      =  

2
2

2
2

2 11
lim

2 21
n

n
n n

n
n n

→∞

 + + 
 
 − + 
 

 

      =  
2

2

2 11
lim 2 21n

n n

n n
→∞

+ +

− +
 

      =  
2

2

2 1lim1 lim lim

2 2lim1 lim lim

n n n

n n n

n n

n n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ +

− +
 

      =  1 0 0
1 0 0
+ +
− +

 

      =   1 

       ดังนั้น  
( )

( )

2

2

1
lim 1

1 1n

n

n→∞

+
=

− +
 

  นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 1 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 10)  จาก  
( )
( )

3

3

33 1 3
27 8 22 27 8 2

n nn

n n n
a

−

+
 = = =  ⋅  ⋅

 

  พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  1lim
1 3

27 8 2

nn→∞

 
 
 
     ⋅   

 

     =   27 8lim
3
2

nn→∞

 
 

⋅ 
       

 

     =   ( ) 127 8 lim
3
2

nn→∞

 
 
 ⋅
       

 

     =   ( ) 227 8 lim
3

n

n→∞

 ⋅  
 

 

  เนื่องจาก  2 1
3
<   จะได 2lim 0

3

n

n→∞

  = 
 

 

  นั่นคือ ( ) ( )( )227 8 lim 27 8 0 0
3

n

n→∞

 ⋅ = ⋅ = 
 

 

       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 11)  จาก  
( ) ( )1 3 2

2

4 4 4 84 2 4 84 4
9 93 9 9

n n n nn n

n n n na
+ ++    = = + = +   

   
 

  พิจารณา  4 8lim 4 4
9 9

n n

n→∞

    +         
 =   4 8lim 4 lim 4

9 9

n n

n n→∞ →∞

   +   
   

 

       =   4 84 lim 4 lim
9 9

n n

n n→∞ →∞

   +   
   
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

  เนื่องจาก 4 1
9
<  และ 8 1

9
<  จะได 4lim 0

9

n

n→∞

  = 
 

 และ 8lim 0
9

n

n→∞

  = 
 

 

  ดังนั้น      ( ) ( )4 8lim 4 4 4 0 4 0 0
9 9

n n

n→∞

    + = + =         
 

  
     นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 0  

 12)   จาก  

1
2

13
31

1
n

n na
n

n
= =

+
+

  

  และ    1lim
n na→∞

 =  

1
3

1
2

1lim
n

n

n
→∞

 
+ 

 
 
 

 

     =   

1
3

1 1
2 2

1lim
n

n

n n
→∞

 
 + 
 
 

 

     =   
1 1
6 2lim

n
n n
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→∞

 
+  

 
 

     =   
1 1
6 2

1 1lim
n
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→∞

 
 +
  
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     =   
1 1
6 2

1 1lim lim
n n

nn
→∞ →∞

   
   +
    

  

 

     =  0 0+  
     =   0 
       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 13)  เนื่องจาก        
3

3
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8 8n

n
n n→∞

+
+ −
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3
3

3
2 3

81
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 + 
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       =  
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n
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→∞ →∞
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+
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       =   1 0
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+
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       =   1
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       จะได  
3

3
8lim

8 8n

n
n n→∞

+
+ −

 =  
3

3
8lim

8 8n

n
n n→∞

+
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      =   1
8

 

      =  2
4

 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 2
4

 

 14)  จาก  ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 23 3 23 3 1 3 3 11 1 3 1
2 2

n n n n n nn n n
n n n

+ + + − − + −+ − − +
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  จะได            1lim
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 =   2
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3 1n n
n

→∞
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 
 

+ 
 
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      =   2lim
3 1n

n
n→∞

 
 + 

  

      =   

2
2

2
2
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n
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

      =   

2

1
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n

n

n
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  
    
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      =   
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n

n

n

n

→∞
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 
 
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 + 
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      =   

2
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n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

 +  
 

  

      =    0
3 0+

  

      =    0 
       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 15)  จาก  
( ) ( )22 7 33 7 3

7 7 7

n n nn nn
n n n

− − ++ − −
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  จะได     
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n
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      =   
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      =   
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

      =   
( ) 3lim 7 lim

7lim1 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

 − −  
 

 −  
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      =   
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      =    ( )
( )
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−

  

      =    7−   
       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 7−  

 16)   จาก   
( )( ) ( )
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n n n
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  จะได      
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       =   
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       =   
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       =   
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       =   
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

       =   

1lim 3 5 lim

1lim12 10 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

 −  
 
 −  
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       =   ( )
( )
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−
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       =   1
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        ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 1
4

 

22.   วิธีการหาลิมิตของลําดับ na  ท่ีกําหนดให ซ่ึงเปนการใชทฤษฎีบท 3 ขอ 6) นั้น ไมถูกตอง  

 เนื่องจาก การหาลิมิตโดยใชความรูวา 
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa
b b

→∞

→∞
→∞

=  จะใชไดเม่ือ lim nn
a

→∞
 และ lim nn

b
→∞

 

หาคาได และ lim 0nn
b

→∞
≠   

 แต ( )4 2lim 2
n

n n
→∞

−  และ ( )4lim 3 13
n

n
→∞

+  ไมมีคา จึงไมสามารถใชวิธีดังกลาวได  

23.   ให x  เปนจํานวนเต็ม 

 สมมติใหลําดับ na  เปนลําดับลูเขา โดยท่ี 
2

2

2 1
5

n

n
xa

x
 +

=  + 
  

 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 
2

1 2

2 1
5

xa
x

+
=

+
 และ 

2

2

2 1
5

xr
x

+
=

+
 

 จากลําดับ na  เปนลําดับลูเขา จะไดวา 
2

2

2 1 1
5

xr
x

+
= <

+
 

        ดังนั้น        1−   <      
2

2
2 1

5
x

x
+
+

  <   1   ----- (1) 

      จาก x  เปนจํานวนเต็ม จะไดวา 2 0x ≥   

 ดังนั้น 2 5 0x + >   

 จาก (1) จะไดวา          2 5x− −   <       22 1x +      <   2 5x +     

 พิจารณา 2 5x− − <  22 1x +  

 จะไดวา  22 x− <   ซ่ึงเปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็ม x  

 พิจารณา  22 1x + < 2 5x +  
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 จะไดวา  2 4x <    

 ดังนั้น  2 2x− < <   

 จะไดวา จํานวนเต็ม x  ท่ีสอดคลองกับ 2 2x− < <  คือ 1, 0−  และ 1 

        ดังนั้น จํานวนเต็ม x ท้ังหมดท่ีทําให na  เปนลําดับลูเขา คือ 1, 0x x= − =  และ 1x =  

24.  จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

 อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 19,a =  4d =  และ 999na =  

       จะได  999 =  ( )( )19 1 4n+ −  
    999 =  19 4 4n+ −  
         n =  246 

       จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

       จะได     246S  =  ( )246 19 999
2

+  =  125,214 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 125,214 

25.   1)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 2a =  และ 4d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       40S  =  ( ) ( )( )( )40 2 2 40 1 4
2

+ −  =  3,200 

       ดังนั้น ผลบวก 40 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 3,200 

 2)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 20a =  และ 3d = −  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       70S  =  ( ) ( )( )( )70 2 20 70 1 3
2

+ − −  =  5,845−  

       ดังนั้น ผลบวก 70 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 5,845−  
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 3)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1
1
3

a = −  และ 2
3

d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได      100S  =  ( )100 1 22 100 1
2 3 3

    − + −    
    

 =  9,800
3

 

       ดังนั้น ผลบวก 100 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 9,800
3

 

26.   จํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีนอยท่ีสุดท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ ( )14 7 2=   

 และจํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีมากท่ีสุดท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ ( )357 7 51=   

 จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ 14, 21, 28, , 357   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 14 ผลตางรวมเปน 7 และพจนท่ี n  เปน 357 

 จาก   ( )1 1na a n d= + −   

 จะไดวา  ( )( )357 14 1 7n= + −  

 นั่นคือ  50n =   

 จากผลบวกของจํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ 14 21 28 357+ + + +  

 พิจารณา      14 21 28 357+ + + +  =    ( )( )( )14 21 28 14 50 1 7+ + + + + −  

       =    ( )( )( )
50

1

14 1 7
i

i
=

+ −∑  

       =    ( )
50

1

7 7
i

i
=

+∑  

       =    ( )
50 50

1 1

7 7
i i

i
= =

+∑ ∑  

       =    
50 50

1 1

7 7
i i

i
= =

+∑ ∑  

       =    ( ) ( )50 50 1
7 50 7

2
 + 

+ 
 

 

       =    9,275 
        ดังนั้น ผลบวกของจํานวนท่ี 7 หารลงตัว ตั้งแต 9 ถึง 357 คือ 9,275 
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27.   ให  4 11a =   และ 9 4a = −   

        จะได      11 =   ( )1 4 1a d+ −   

 นั่นคือ     11 =   1 3a d+         ----- (1) 

 และ       4−   =   ( )1 9 1a d+ −        

 นั่นคือ    4−  =   1 8a d+        ----- (2) 

        จาก (1) และ (2) จะได   3d = −  และ 1 20a =  

 พิจารณาผลบวกของพจนท่ี 12 ถึงพจนท่ี 25 คือ 

 ( ) ( )12 13 14 25 1 2 3 25 1 2 3 11 25 11a a a a a a a a a a a a S S+ + + + = + + + + − + + + + = −     

 จาก       ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −   

       จะได     25S  =   ( ) ( )( )( )25 2 20 25 1 3
2

+ − −   = 400−  

        และ      11S  =   ( ) ( )( )( )11 2 20 11 1 3
2

+ − −  =  55 

 นั่นคือ  25 11 400 55 455S S− = − − = −  

       ดังนั้น ผลบวกของพจนท่ี 12 ถึงพจนท่ี 25 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 455−  

28.  โรงละครแหงหนึ่งจัดเกาอ้ีแถวแรกไว 12 ตัว แถวท่ีสอง 14 ตัว แถวท่ีสาม 16 ตัว เชนนี้ไปเรื่อย ๆ 

 นั่นคือ จํานวนเกาอ้ีในแถวท่ี 1, 2, 3, … เทากับ 12, 14, 16, … ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 

 พจนแรก คือ 12 และอัตราสวนรวม คือ 2  

 1)   ตองการจัดเกาอ้ีไวท้ังหมด 20 แถว 

  พิจารณาผลบวกของจํานวนเกาอ้ีตั้งแตแถวท่ี 1 ถึงแถวท่ี 20 คือ 1 2 3 20 20a a a a S+ + + + =   

       จาก           nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได   20S  =  ( ) ( )( )( )20 2 12 20 1 2
2

+ −  =    620   

  ดังนั้น ถาตองการจัดเกาอ้ีไวท้ังหมด 20 แถว จะตองใชเกาอ้ีท้ังหมด 620 ตัว 

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 315 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 2)   จากขอ 1) ถาจัดเกาอ้ี 20 แถว จะมีเกาอ้ีท้ังหมด 620 ตัว แตตองการจัดเกาอ้ีเพียง 600 ตัว  

  ดังนั้น จะพิจารณาวา ถามีเกาอ้ี 19 แถว จะมีเกาอ้ีท้ังหมดก่ีตัว  

            นั่นคือ ตองหาคาของ 19S  

      จาก           nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได   19S  =   ( ) ( )( )( )19 2 12 19 1 2
2

+ −  =    570 

  จะเห็นวาเม่ือจัดเกาอ้ีตามเง่ือนไขท่ีกําหนดจํานวน 19 แถว จะมีเกาอ้ีท้ังหมด 570 ตัว 

  จึงตองจัดเกาอ้ีเพ่ิมเปนแถวท่ี 20 อีก 30 ตัว จึงจะไดเกาอ้ีท้ังหมด 600 ตัว 

  ดังนั้น จะตองจัดเกาอ้ีท้ังหมด 20 แถว และในแถวสุดทาย (แถวท่ี 20) จะมีเกาอ้ี 30 ตัว  

29.   1)   ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 1 เทากับ  5  เมตร 

 2)   ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 2 เทากับ 5 3 8+ =  เมตร 

 3)   ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 3 เทากับ 5 3 3 11+ + =  เมตร 

 4)   จากขอ 1), 2) และ 3) จะไดวา ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 1, 2, 3, … คือ  

  5, 8, 11, … ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 5a =  และ 3d =    

       จาก           na  =  ( )1 1a n d+ −   

          จะได         na  =  ( )( )5 1 3n+ −  
    =  5 3 3n+ −   
    =  3 2n +   
       ดังนั้น ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี n  เทากับ 3 2n +  เมตร 

 5)   ใหการแขงขันนี้มีชาม n ใบ 

      จากขอ 4)  จะไดวา        23 =  3 2n +  
          n =   7 
        ดังนั้น จํานวนชามท้ังหมด เทากับ 7 ใบ 
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 6)   6.1) จากขอ 5) และผูเขาแขงขันไมทําลูกปงปองตกเลย จะไดวา  

   การตักลูกบอลลูกท่ี 1 ไปยังชามใบท่ี 1 ผูเขาแขงขันตองวิ่งไปและกลับเปนระยะทาง  

    ( ) 15 5 2 5 2a+ = =  เมตร 

   การตักลูกบอลลูกท่ี 2 ไปยังชามใบท่ี 2 ผูเขาแขงขันตองวิ่งไปและกลับเปนระยะทาง 

    ( ) 28 8 2 8 2a+ = =  เมตร 

   การตักลูกบอลลูกท่ี 3 ไปยังชามใบท่ี 3 ผูเขาแขงขันตองวิ่งไปและกลับเปนระยะทาง  

    ( ) 311 11 2 11 2a+ = =  เมตร 

   ในทํานองเดียวกัน จะไดวา การตักลูกบอลลูกท่ี 7 ไปยังชามใบท่ี 7 ผูเขาแขงขันตอง 

   วิ่งไปและกลับเปนระยะทาง 72a  เมตร 

   ดังนั้น ระยะทางจากจุดเริ่มตนจนสิ้นสุดการแขงขัน เทากับ  

    ( )1 2 3 7 1 2 3 7 72 2 2 2 2 2a a a a a a a a S+ + + + = + + + + =   เมตร 

        จาก   nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

         จะได  7S  =   ( ) ( )( )( )7 2 5 7 1 3
2

+ −  =    98 

             ดังนั้น ถาผูเขาแขงขันไมทําลูกปงปองตกเลย จะได ระยะทางจากจุดเริ่มตน 

   จนสิ้นสุดการแขงขัน คือ 2 98 196× =  เมตร 

  6.2)  จากผูเขาแขงขันทําลูกปงปองตกระหวางท่ีนําลูกปงปองไปใสในชามใบท่ี 4  

   โดยทําตกหางจากตะกรา 3 เมตร  

   จะไดวา ผูเขาแขงขันตองวิ่งกลับไปยังจุดเริ่มตนเปนระยะทาง 3 เมตร เพ่ือตักลูก 

   ปงปองลูกใหม  

   ดังนั้น ผูเขาแขงขันจะตองวิ่งเปนระยะทางท่ีเพ่ิมข้ึน 3 3 6+ =  เมตร 

   จากขอ 6.1) จะไดวา ผูเขาแขงขันจะตองวิ่งเปนระยะทางท้ังหมด 196 + 6 = 202 เมตร  

   ดังนั้น ถาผูเขาแขงขันทําลูกปงปองตกระหวางท่ีนําลูกปงปองไปใสในชามใบท่ี 4  

   โดยทําตกหางจากตะกรา 3 เมตร จะไดระยะทางจากจุดเริ่มตนจนสิ้นสุดการ 

   แขงขันคือ 202 เมตร 
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30.  ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 15 (ข้ันบนสุด) คือ 1 0.25 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 14 คือ ( )1 0.25 2 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 13 คือ ( )1 0.25 3 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา  ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 1 คือ  

 ( )1 0.25 15 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ดังนั้น ปริมาตรรวมของอิฐท่ีใชสรางบันไดนี้ เทากับ  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 0.25 0.35 1 0.25 2 0.35 1 0.25 3 0.35 1 0.25 15 0.35× × + × × + × × + + × ×  

 ( )1 0.25 0.35 1 2 3 15= × × + + + +  ลูกบาศกเมตร 

 เนื่องจาก  ( )
15

1

151 2 3 15 1 15 120
2i

i
=

+ + + + = = + =∑   

 จะได ปริมาตรรวมของอิฐท่ีใชสรางบันไดนี้ เทากับ  

 ( ) ( )1 0.25 0.35 1 2 3 15 1 0.25 0.35 120 10.5× × + + + + = × × =  ลูกบาศกเมตร 

31.  อนุกรมเลขคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 6, 3a r= =   และ 1,458na =  

       จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได         1,458 =   ( ) 16 3 n−  

    243 =   ( ) 13 n−  

      53  =   ( ) 13 n−  

        นั่นคือ           1n −  =    5 
              n =    6 

        แทน n ดวย 6 ใน  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

        จะได       6S   =  
( )66 3 1
3 1

−

−
  =   2,184 

        ดังนั้น  6 18 54 1,458 2,184+ + + + =  
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31.  จากอนุกรมเรขาคณิต 6 18 54 1,458+ + + +   

       จะได  1 6, 3a r= =   และ 1,458na =   

       จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได         1,458 =   ( ) 16 3 n−  

    243 =   ( ) 13 n−  

      53  =   ( ) 13 n−  

        นั่นคือ           1n −  =    5 

        จะได     n =    6 

        แทน n ดวย 6 ใน  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

        จะได       6S   =  
( )66 3 1
3 1

−

−
  =   2,184 

        ดังนั้น  6 18 54 1,458 2,184+ + + + =  

32.   1)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 4, 16, 64,   

       จะได  1 1a =  และ 4r =  

       แทน n ดวย 30 ใน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

      จะได   30S  =  
( )301 4 1

4 1

−

−
 =   ( )301 4 1

3
−  

 2)   จากลําดับเรขาคณิต 3 3 3 3, , , , 
32 16 8 4

− −   

       จะได  1
3

32
a = −  และ 2r = −  

       แทน n ดวย 43  ใน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

      จะได   43S  =   
( )( )

( )

433 1 2
32

1 2

− − −

− −
   =   

( )432 1
32

− −
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 3)   จากลําดับเรขาคณิต 27 9 3 1, , , , 
32 16 8 4

  

       จะได  1
27
32

a =  และ 2
3

r =  

       แทน n ดวย 28 ใน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

      จะได   28S  =   

2827 21
32 3

21
3

  −     

−
  =   

2881 21
32 3

  −     
 

33. ให 5 4a = −  และ 8
1
2

a =  

 จะได       4−  =  5 1
1a r −        

 นั่นคือ  4−  =  4
1a r    ----- (1) 

        และ          1
2

 =  8 1
1a r −   

 นั่นคือ      1
2

 =  7
1a r    ----- (2)     

        จาก (1) และ (2) จะได  1
2

r = −  และ 1 64a = −   

 พิจารณาผลบวกของพจนท่ี 2 ถึงพจนท่ี 9 คือ 

 ( )2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 9 1a a a a a a a a a a a a a a a a a a S a+ + + + + + + = + + + + + + + + − = −   

        จาก       nS   =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
    

 จะได  9S  =   

9164 1
2

11
2

  − − −     
 − − 
 

   =    171
4

−  

        จะได       9 1S a−   = ( )171 64
4

− − −   =  85
4

 

        ดังนั้น ผลบวกของพจนท่ี 2 ถึงพจนท่ี 9 คือ 85
4
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34.   วิทยามีเงิน 6,561 บาท  

 เขาไปเท่ียวและใชเงินทุกวัน โดยท่ีแตละวันใชเงิน 1
3

 ของเงินท่ีเหลือจากวันกอนหนา จะไดวา 

 วันท่ี 1 วิทยาใชเงินไป ( )1 6,561
3

 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ 1 วัน วิทยาเหลือเงินอยู ( ) ( )1 26,561 6,561 6,561
3 3

− =  บาท 

 วันท่ี 2 วิทยาใชเงินไป ( )1 2 6,561
3 3
 
 
 

 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ 2 วัน วิทยาเหลือเงินอยู  ( ) ( ) ( )
22 1 2 26,561 6,561 6,561

3 3 3 3
   − =   
   

 บาท 

 วันท่ี 3 วิทยาใชเงินไป ( )
21 2 6,561

3 3
       

 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ 3 วัน วิทยาเหลือเงินอยู ( ) ( ) ( )
2 2 32 1 2 26,561 6,561 6,561

3 3 3 3
      − =             

 บาท 

 ในทํานองเดียวกัน วันท่ี n  วิทยาใชเงินไป ( )
11 2 6,561

3 3

n−       
 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ n  วัน วิทยาเหลือเงินอยู ( )2 6,561
3

n
 
 
 

 บาท 

 ดังนั้น เม่ือครบ 8 วัน วิทยาจะมีเงินเหลือ ( )
82 6,561 256

3
  = 
 

 บาท 

35.   1)   การแขงขันรอบท่ี 1 มีผูเขาแขงขันท้ังหมด 32 คน จะมีการแขงขัน 16 คู 

  การแขงขันรอบท่ี 2 มีผูเขาแขงขัน คือ ผูชนะจากรอบท่ี 1 ซ่ึงมี 16 คน  

   จะมีการแขงขัน ( )18 16
2

=   คู 

  การแขงขันรอบท่ี 3 มีผูเขาแขงขัน คือ ผูชนะจากรอบท่ี 2 ซ่ึงมี 8 คน  

   จะมีการแขงขัน ( )
214 16

2
 =  
 

 คู 

  ในทํานองเดียวกัน จะไดวา การแขงขันรอบท่ี n  จะมีการแขงขัน ( )
11 16

2

n−
 
 
 

 คู 

  ดังนั้น ในรอบท่ี n มีผูเขาแขงขัน ( )
11 16

2

n−
 
 
 

 คู 
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 2) เนื่องจากรอบสุดทายท่ีจะไดผูชนะ จะมีการแขงขันเพียง 1 คู  

        นั่นคือ หา n ท่ีทําให  1na =   

              จะไดวา      1 =  ( )
11 16

2

n−
 
 
 

 

     1
16

 =  
11

2

n−
 
 
 

 

   
41

2
 
 
 

 =  
11

2

n−
 
 
 

 

       4 =   1n −   
        นั่นคือ       n =   5 

        ดังนั้น รายการลูกทุงเสียงทองมีการแขงขันท้ังหมด 5 รอบ 

 3) จาก 1) และ 2) จะไดวา รายการลูกทุงเสียงทองมีการแขงขันท้ังหมด 5 รอบ 

  โดยรอบท่ี 1, 2, 3 และ 5 มีการแขงขัน 16, 8, 4 และ 1 คู ตามลําดับ 

  พิจารณาการแขงขันรอบท่ี 4 จะไดวา มีการแขงขัน ( )
4 11 16 2

2

−
  = 
 

 คู 

       ดังนั้น รายการลูกทุงเสียงทองมีการแขงขันท้ังหมด 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31 คู 

36.   คอนโดมิเนียมแหงหนึ่งไดประมาณจํานวนแมลงสาบท่ีมีอยูขณะเริ่มตนโครงการไว 6,000 ตัว 

 หลังจากวางยากําจัดแมลงสาบในจุดตาง ๆ พบวา อัตราการลดลงของจํานวนแมลงสาบ 

 เทากับ 17% ตอวัน 

 นั่นคือ จํานวนแมลงสาบลดลงวันละ 17% ของจํานวนแมลงสาบท่ีเหลืออยูในวันกอนหนา 

 ถาไมมีแมลงสาบเพ่ิมข้ึนในระยะเวลา 7 วัน จะไดวา 

 จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ ( )17 6,000
100

 ตัว 

  ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( ) ( )17 836,000 6,000 6,000
100 100

− =  ตัว 

 จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 2 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ ( )17 83 6,000
100 100

 
 
 

 ตัว  

  ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( ) ( ) ( )
283 17 83 836,000 6,000 6,000

100 100 100 100
   − =   
   

 ตัว 
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 จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 3 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ ( )
217 83 6,000

100 100
       

 ตัว 

  ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( ) ( ) ( )
2 2 383 17 83 836,000 6,000 6,000

100 100 100 100
      − =             

 ตัว 

 ในทํานองเดียวกัน จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี n  ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ  

  ( )
117 83 6,000

100 100

n−       
 ตัว ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( )83 6,000

100

n
 
 
 

 ตัว 

 1) เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ีเริ่มตนโครงการ คือ จํานวนแมลงสาบท่ี 

  ถูกกําจัดในวันท่ี 1 ท่ีดําเนินโครงการ ซ่ึงเทากับ ( )17 6,000 1,020
100

=  ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ีเริ่มตนโครงการ เทากับ 1,020 ตัว 

 2) เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบขณะเริ่มตนโครงการ เทากับ 6,000 ตัว  

  และจํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ 1,020 ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท่ีเหลืออยูหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 1 วัน เทากับ  

   6,000 – 1,020 = 4,980 ตัว 

 3) เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1, 2, 3, , n  ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ  

   ( ) ( ) ( ) ( )
2 117 17 83 17 83 17 836,000 , 6,000 , 6,000 , , 6,000

100 100 100 100 100 100 100

n−                           
  

  ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )17 6,000
100

 ผลตางรวม คือ 83
100

 และ 

  พจนท่ัวไป คือ ( )
117 83 6,000

100 100

n−       
 

  และจํานวนแมลงสาบท้ังหมดท่ีถูกกําจัดหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน คือ ผลรวมของ 

  จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1, 2, 3, , 7  ท่ีดําเนินโครงการ ซ่ึงเทากับ  

  1 2 3 4 5 6 7 7a a a a a a a S+ + + + + + =   

  จาก  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
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  จะได        7S  =  

717 836,000 1
100 100

831
100

    −         

−
  ≈   4,372 ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท้ังหมดท่ีถูกกําจัดหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน 

  มีประมาณ 4,372 ตัว 

 4)   เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบขณะเริ่มตนโครงการ เทากับ 6,000 ตัว  

  และจํานวนแมลงสาบท้ังหมดท่ีถูกกําจัดหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน ประมาณ  

  4,372 ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท่ีเหลืออยูหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน ประมาณ  

  6,000 – 4,372 = 1,628 ตัว 

37.   จาก จํานวนวันในการปฏิบัติภารกิจ 25 วัน จะไดวา 

 แบบท่ี 1  เศรษฐีจะจายคาตอบแทนท้ังหมด 25 50,000 1,250,000× =  บาท 

 แบบท่ี 2  เศรษฐีจะจายคาตอบแทน ในวันท่ี 1, 2, 3, … เปนเงิน 5, 10, 20, … สตางค  

   ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 1 5a =  และ 2r =  

 จะไดวา เศรษฐีจะจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 2 เทากับ 25S   

 จาก  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

 จะได        25S  =  
( )255 2 1

2 1

−

−
 =   167,772,155  

 นั่นคือ  เศรษฐีจะจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 2 เทากับ 167,772,155 สตางค  

 หรือ 1,677,721.55 บาท 

1) เนื่องจาก เศรษฐีจะตองจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 1 เทากับ 1,250,000 บาท 

และ เศรษฐีจะตองจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 2 เทากับ 1,677,721.55 บาท 

      ดังนั้น เศรษฐีควรเลือกจายคาตอบแทนแบบท่ี 1 จึงจะประหยัดเงินท่ีสุด 
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 2)   ถาใชเวลาปฏิบัติภารกิจ 30 วัน 

      แบบท่ี 1 จะเสียคาตอบแทน 30 50,000 1,500,000× =  บาท 

  แบบท่ี 2  จะเสียคาตอบแทน  30S  =  
( )305 1 2

1 2

−

−
  หรือเทากับ 

   5,368,709,115 สตางค หรือ 53,687,091.15 บาท 

      ดังนั้น ถาเลือกจายคาตอบแทนแบบท่ี 1 จะประหยัดเงินกวาการจายคาตอบแทน 

      แบบท่ี 2 เปนจํานวนเงิน 52,187,091.15 บาท 

 3) การจายคาตอบแทนแบบท่ีเลือกในขอ 1) อาจไมประหยัดกวาอีกแบบ เชน เม่ือจํานวนวัน 

  ในการปฏิบัติภารกิจเปน 24 วัน จะไดวา 

       แบบท่ี 1 จะเสียคาตอบแทน 24 50,000 1,200,000× =  บาท 

  แบบท่ี 2  จะเสียคาตอบแทน  24S  =  
( )245 1 2

1 2

−

−
  หรือเทากับ 

   83,886,075 สตางค หรือ 838,860.75 บาท 

   จะเห็นวาการจายคาตอบแทนแบบท่ี 2 ประหยัดกวาการจายคาตอบแทนแบบท่ี 1 

38.   1)   กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 8 2 6a a− = − =  และ 3 2 32 8 24a a− = − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเลขคณิต  

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

8 4
2

a
a

= =  และ 3

2

32 4
8

a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 2, 4a r= =  และ 8,192na =   

       จาก          na  =   1
1

na r −  

       จะได    8,192 =   ( ) 12 4 n−  

              4,096 =   14n−  
      64  =   14n−  
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       นั่นคือ   1n −  =   6 
             n =   7 
  ดังนั้น 8,192 เปนพจนท่ี 7 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได         7S  =   
( )72 4 1

4 1

−

−
 = 10,922 

  ดังนั้น 2 8 32 8,192+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 10,922 

 2) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 14 7 7a a− = − =  และ 3 2 21 14 7a a− = − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 7, 7a d= =  และ 98na =   

       จาก          na  =   ( )1 1a n d+ −  

       จะได        98 =   ( )( )7 1 7n+ −  
                  98 =   7n  
      n   =    14 
  ดังนั้น 98 เปนพจนท่ี 14 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   ( )12 n
n a a+  

       จะได        14S  =   ( )14 7 98
2

+  = 735 

  ดังนั้น 7 14 21 98+ + + +  เปนอนุกรมเลขคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 735 

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

14 2
7

a
a

= =  และ 3

2

21 3
14 2

a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเรขาคณิต  
  



     
     
     

    
 

326 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
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 3) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1
1 11
2 2

a a− = − =  และ 3 2
3 11
2 2

a a− = − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1
1 1,
2 2

a d= =  และ 30na =   

       จาก          na  =   ( )1 1a n d+ −  

       จะได        30 =   ( )1 11
2 2

n  + −  
 

 

                  30 =   1
2

n  

      n   =    60 
  ดังนั้น 30 เปนพจนท่ี 60 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   ( )12 n
n a a+  

       จะได        60S  =   60 1 30
2 2
 + 
 

 = 915 

  ดังนั้น 1 31 30
2 2
+ + + +  เปนอนุกรมเลขคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 915 

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

1 21
2

a
a

= =  และ 3

2

3
32

1 2
a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเรขาคณิต  

 4) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 8 16 8a a− = − = −  และ 3 2 4 8 4a a− = − = −  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเลขคณิต  
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  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

8 1
16 2

a
a

= =  และ 3

2

4 1
8 2

a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
116,
2

a r= =  และ 1
32na =   

       จาก          na  =   1
1

na r −  

       จะได        1
32

 =   
1116

2

n−
 
 
 

 

                  5
1
2

  =   
1

4 12
2

n−
 
 
 

 

            5 4
1

2 2⋅
  =   

11
2

n−
 
 
 

 

               
91

2
 
 
 

  =   
11

2

n−
 
 
 

 

       นั่นคือ   1n −  =   9 
             n =   10 

  ดังนั้น 1
32

 เปนพจนท่ี 10 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได        10S  =   

10116 1
2
11
2

  −     

−
 =  1,023

32
 

  ดังนั้น 116 8 4
32

+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 1,023
32
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 5) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  ( )2 1 3 1 4a a− = − − =  และ 3 2 9 3 12a a− = − − = −  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเลขคณิต  

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

3 3
1

a
a

= = −
−

 และ 3

2

9 3
3

a
a

−
= = −  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 1, 3a r= − = −  และ 729na = −   

       จาก          na  =   1
1

na r −  

       จะได    729−  =   ( ) 11 3 n−− −  

                729  =   ( ) 13 n−−  

               ( )63−  =   ( ) 13 n−−  

       นั่นคือ   1n −  =   6 
             n =   7 
  ดังนั้น 729−  เปนพจนท่ี 7 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได       7S  =  
( ) ( )( )

( )

71 1 3

1 3

− − −

− −
  =   547−   

  ดังนั้น ( ) ( ) ( )1 3 9 729− + + − + + −  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 547−  
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 6) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  ( )2 1 6 10 4a a− = − − − =  และ ( )3 2 2 6 4a a− = − − − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 10, 4a d= − =  และ 90na =   

       จาก          na  =   ( )1 1a n d+ −  

       จะได        90 =   ( )( )10 1 4n− + −  
                  90 =   14 4n− +  
      n   =    26 
  ดังนั้น 90 เปนพจนท่ี 26 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   ( )12 n
n a a+  

       จะได        26S  =   ( )26 10 90
2

− +  = 1,040 

  ดังนั้น 10 6 2 90− − − + +  เปนอนุกรมเลขคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 1,040 

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

6 3
10 5

a
a

−
= =
−

 และ 3

2

2 1
6 3

a
a

−
= =
−

 

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเรขาคณิต  

39. 1) จากอนุกรม 
19 35 3 5

5 5

n−
 + + + + + 
 

   จะได 

      1S  =  5 
  2S  =  5 + 3  =   8 

  3S  = 
95 3
5

+ +   =  
49
5

  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 5a =  และ 3
5

r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  



     
     
     

    
 

330 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

       จะไดวา             nS  =  

35 1
5
31
5

n  −     

−
  =   25 31

2 5

n  −     
 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 49 25 35, 8, , , 1 ,
5 2 5

n  −     
   

 2) จากอนุกรม 
19 3 9 51

25 5 25 3

n−
 + + + + + 
 

   จะได 

      1S  =  9
25

  

  2S  =  9 3
25 5

+   =  24
25

 

  3S  = 9 3 1
25 5

+ +   =  
49
25

  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
9
25

a =  และ 5
3

r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได         nS  =   

9 5 1
25 3

5 1
3

n   −     

−
   =  

27 5 1
50 3

n   −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ    
9 24 49 27 5, , , , 1 ,
25 25 25 50 3

n   −     
   

 3) จากอนุกรม 
( ) 1

1

11 1 1
9 27 81 3

n

n

−

+

− + − + + + + 
 

   จะได 

      1S  =  1
9

  

  2S  =  1 1
9 27

 + − 
 

  =  2
27

 

  3S  = 1 1 1
9 27 81

 + − + 
 

  =  
7
81
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       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1
9

a =  และ 1
3

r = −  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได          nS  =   

1 11
9 3

11
3

n  − −     
 − − 
 

  =  
1 11

12 3

n  − −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ  
1 2 7 1 1, , , , 1 ,
9 27 81 12 3

n  − −     
   

 4)    จากอนุกรม ( ) ( ) ( )1 1 3 3 2n+ − + − + + − +   จะได 

      1S  =  1  
  2S  =  ( )1 1+ −   =  0 
  3S  =  ( ) ( )1 1 3+ − + −   =  3−   

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 1a =  และ 2d = −  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ ( )12n n
nS a a= +  

       จะได        nS  =   ( )( )1 3 2
2
n n+ −   =   ( )4 2

2
n n−   =   22n n−  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 21, 0, 3, , 2 ,n n− −   

 5)  จากอนุกรม ( ) ( )2 34 0 14 4 n n+ + − + + + − +   จะได 

      1S  =  4  
  2S  =  4 0+   =  4 
  3S  =  ( )4 0 14+ + −   =  10−   

 พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ 

 เนื่องจากผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ ( )2 3

1

4
n

i

i i
=

+ −∑  
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       จะได       nS  =  ( )2 3

1

4
n

i

i i
=

+ −∑  

    =  2 3

1 1 1

4
n n n

i i i

i i
= = =

+ −∑ ∑ ∑  

    =   ( )( ) ( ) 21 2 1 1
4

6 2
n n n n n

n
+ +  + 

+ −  
 

 

              =   
( ) ( )3 2 4 3 248 4 6 2 3 6 3

12

n n n n n n n+ + + − + +
 

              =   
4 3 23 2 3 50

12
n n n n− − + +  

        ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 
4 3 23 2 3 504, 4, 10, , ,

12
n n n n− − + +

−    

 6)    จากอนุกรม ( ) 118 1.8 0.18 18 0.1 n−+ + + + +   จะได 

      1S  =  18   
  2S  =  18 1.8+   =  19.8  
  3S  = 18 1.8 0.18+ +   =  19.98   

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 18a =  และ 0.1r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
   

       จะได          nS  =   
( )( )18 1 0.1

1 0.1

n−

−
  =  ( )( )20 1 0.1 n−  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ   ( )( )18, 19.8, 19.98, , 20 1 0.1 ,n−   

 7)   จากอนุกรม 
( )22

3 5 7 2 1
1 4 4 9 9 16 1

n
n n

+
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
   จะได 

   1
3
4

S =  

   2
3 5 8
4 36 9

S = + =  

   3
3 5 7 15
4 36 144 16

S = + + =  
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       สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะได 

      
( )

( )
( )

2 2

2 22 2

2 12 1
1 1

k k kk
k k k k

+ + −+
=

+ +
 

      
( )

( )

2 2

22

2 1

1

k k k

k k

+ + −
=

+
 

      ( )
( )

2 2

22

1

1

k k

k k

+ −
=

+
 

      ( )
( ) ( )

2 2

2 22 2

1

1 1

k k
k k k k

+
= −

+ +
 

      
( )2 2

1 1
1k k

= −
+

 

      นั่นคือ   
( )22

3 5 7 2 1
1 4 4 9 9 16 1

n
n n

+
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
  

   =  
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 4 4 9 9 16 1n n

        − + − + − + + −             + 
  

   =  
( )2

11
1n

−
+

 

   =  ( )
( )2

2

1

n n

n

+

+
 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )
( )2

23 8 15, , , , ,
4 9 16 1

n n

n

+

+
   

 8)   สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะได 

   
1

1
k k
k k
+ −
⋅ +

  =  
1

1 1
k k

k k k k
+

−
⋅ + ⋅ +

   =  1 1
1k k

−
+

 

               จะได   1S  =  
2 1

1 2
−

⋅
 =  11

2
−  

                      2S  =  
2 1 3 2

1 2 2 3
− −

+
⋅ ⋅

   = 
1 1 11
2 2 3

  − + −  
   

  = 11
3

−  
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         3S  =  2
2 3

3 2
S −

+
⋅

  = 
1 1 11

23 3
   
− + −   

   
  = 1

2
 

      สําหรับพจนท่ัวไปของลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม พิจารณา  

             nS  =  
2 1 3 2 2 3 1

1 2 2 3 3 2 1
n n
n n

− − − + −
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
  

   =  
1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 3 4 1n n

      − + − + − + + −       +       
  

   =  11
1n

−
+

 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ   1 1 1 11 , 1 , , , 1 ,
22 3 1n

− − −
+

   

40.  1)   
19 35 3 5

5 5

n−
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 5a =  และ 3
5

r =  

       เนื่องจาก  3 1
5

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 5

31
5

−
 =  25

2
 

 2)   
19 3 9 51

25 5 25 3

n−
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9
25

a =  และ 5
3

r =  

       เนื่องจาก  5 1
3

r = >  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 3)   
( ) 1

1

11 1 1
9 27 81 3

n

n

−

+

− + − + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1
9

a =  และ 1
3

r = −  

       เนื่องจาก  1 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
9

11
3

 − − 
 

 =  1
12

 

 4)   ( ) ( ) ( )1 1 3 3 2n+ − + − + + − +     

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 22nS n n= −  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   
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       พิจารณา    1lim
n nS→∞

 =   2
1lim

2n n n→∞ −
  

     =   

2
2

2

1

lim
2 1

n

n
n

n
n

→∞

 
 
 
 − 
 

 

     =   
2

1

lim 2 1n
n

n
→∞

−
 

     =   
2

1lim

2lim 1

n

n

n

n

→∞

→∞

 
 
 
 − 
 

 

     =   
2

1lim

2lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  − 
 

 

     =   
2

1lim

12 lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  − 
 

 

     =   
( )

0
2 0 1−

 

     =   0 
  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 5)   ( ) ( )34 0 14 4 n n+ + − + + + − +    

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 
4 3 23 2 3 50

12n
n n n nS − − + +

=   

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   
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       พิจารณา    1lim
n nS→∞

 =   4 3 2
12lim

3 2 3 50n n n n n→∞

 
 − − + + 

  

      =   

4
4

4
2 3

12

lim
2 3 503

n

n
n

n
n n n

→∞

  
    

  − − + +    

 

      =   
4

2 3

12

lim 2 3 503n
n

n n n
→∞

 
 
 
 − − + + 
 

 

      =   
4

2 3

12lim

2 3 50lim 3

n

n

n

n n n

→∞

→∞

 
 
 

 − − + + 
 

 

      =   
( )

4

2 3

12lim

2 3 50lim 3 lim lim lim

n

n n n n

n

n n n

→∞

→∞ →∞ →∞ →∞

 
 
 

     − − + +     
     

 

      =   
4

2 3

112 lim

1 1 1lim 3 2 lim 3 lim 50 lim

n

n n n n

n

n n n

→∞

→∞ →∞ →∞ →∞

 
 
 

     − − + +     
     

 

      =   ( )
( ) ( ) ( )

12 0
3 2 0 3 0 50 0− − + +

 

     =    0 
  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 6)   ( ) 118 1.8 0.18 18 0.1 n−+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 18a =  และ 1
10

r =  

       เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 18

11
10

−
 =  20 
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   7)   
( )22

3 5 7 2 1
1 4 4 9 9 16 1

n
n n

+
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
    

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 
( )
( )

2

2 2

2 2
2 11

n
n n n nS

n nn

+ +
= =

+ ++
  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   

       พิจารณา    1lim
n nS→∞

 =   
2

2
2 1lim

2n

n n
n n→∞

 + +
 

+ 
  

     =   

2
2

2

2 11
lim

21
n

n
n n

n
n

→∞

  + +    
  +    

 

     =   
2

2 11
lim 21n

n n

n
→∞

 + + 
 
 + 
 

 

     =   
2

2 1lim 1

2lim 1

n

n

n n

n

→∞

→∞

 + + 
 
 + 
 

 

     =   
2

2 1lim1 lim lim

2lim1 lim

n n n

n n

n n

n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

   + +   
   

 +  
 

 

     =   
2

1 1lim1 2 lim lim

1lim1 2 lim

n n n

n n

n n

n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

   + +   
   

 +  
 

 

     =   ( )
( )

1 2 0 0
1 2 0
+ +
+

 

     =   1 
      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1   
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 8)   2 1 3 2 2 3 1
1 2 2 3 3 2 1

n n
n n

− − − + −
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
    

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 1 11 1
11nS

nn
= − = −

++
  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   

       พิจารณา    lim nn
S

→∞
 =   1lim 1

1n n→∞

 
−  + 

  

     =   1lim1 lim
1n n n→∞ →∞

 
−   + 

 

     =   1lim1 lim
1n n n→∞ →∞

 −  + 
 

     =   

1

lim1 lim
11

n n

n
n

n
n

→∞ →∞

  
    −

  +    

 

     =   

1

lim1 lim 11n n
n

n
→∞ →∞

 
 

−  
 +
 

 

     =   

1lim
lim1

1lim 1

n

n

n

n

n

→∞

→∞

→∞

 
 
 −

 + 
 

 

     =   

1lim
lim1

1lim1 lim

n

n

n n

n

n

→∞

→∞

→∞ →∞

 
 
 −

 +  
 

 

     =   01
1 0

−
+

 

     =   1 
      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1   
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41.  ให 1 2 3a a a+ + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 1a  อัตราสวนรวม คือ r    

 และผลบวกของอนุกรมเทากับ 1 

 จะไดวา  1r <   และ  1 1
1

a
r
=

−
    

       นั่นคือ  1a  =  1 r−          ----- (1)  

        จาก ผลบวกยอยสองพจนแรกของอนุกรมนี้คือ 3
4

 

      จะไดวา    1 2
3
4

a a+ =   

 นั่นคือ      ( )1 1a r+   =  3
4

       ----- (2)   

        จาก (1) และ (2) จะได 

          ( )( )1 1r r− +   =  3
4

  

             21 r−     =   3
4

   

                2r     =   1
4

     

       ดังนั้น  1
2

r =   หรือ 1
2

r = −   

 กรณี 1
2

r =  จะได 1
1
2

a =   

 จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

   จะได  

10

10

10

1 11
2 2 1 102311 2 10241

2

S

  −       = = − = 
 −

  

 กรณี 1
2

r = −  จะได 1
3
2

a =   

 จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

  จะได  

10

10

10

3 11
2 2 1 10231

1 2 10241
2

S

  − −       = = − − =    − − 
 

  

       ดังนั้น ผลบวก 10 พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 1023
1024
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42. 1)   จาก     0.123   =  0.123123123  
    =  0.123 0.000123 0.000000123+ + +  

    =  123 123 123
1,000 1,000,000 1,000,000,000

+ + +  

    =  3 6 9
123 123 123
10 10 10

+ + +  

  จะไดวา 3 6 9
123 123 123
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3
123
10

a =  และ 3
1

10
r =   

       เนื่องจาก  3
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ 1

1
a

r−
 = 

3

3

123
10

11
10

−
 =  41

333
 

  จะไดวา  410.123
333

=         

 2)   จาก     0.112  =  0.11222  
    =  0.11 0.002 0.0002 0.00002+ + + +  

    =  
11 2 2 2

100 1,000 10,000 100,000
+ + + +  

  จะไดวา 2 2 2
1,000 10,000 100,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
2

1,000
a =  และ 1

10
r =   

       เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ 1

1
a

r−
 = 

2
1,000

11
10

−
 =  1

450
 

  จะไดวา  11 1 1010.112
100 450 900

= + =        

 3)   จาก          1.9  =  1.999  
    =  1 0.9 0.09 0.009+ + + +  

    =  9 9 91
10 100 1,000

+ + + +   

       จะไดวา 9 9 9
10 100 1,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9

10
a =  และ 1

10
r =   
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  เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม 

  คือ  1

1
a

r−
 = 

9
10

11
10

−
  =  1 

      จะไดวา  1.9  =  1 1+  =  2 

 4)   จาก  0.0989898  =  0.098 0.00098 0.0000098+ + +  

     =   98 98 98
1,000 100,000 10,000,000

+ + +   

  จะไดวา 98 98 98
1,000 100,000 10,000,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
98

1,000
a =   

  และ 1
100

r =  

       เนื่องจาก 1 1
100

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม 

  คือ  1

1
a

r−
 = 

98
1,000

11
100

−
 = 49

495
  

  จะไดวา  0.0989898  = 49
495

 

43.   จาก  2 3 1
1 1 1 1 1

na a r a r a r a r −+ + + + + +   =  3
2

 

 จะเห็นวา  2 3 1
1 1 1 1 1

na a r a r a r a r −+ + + + + +    เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก  

 คือ 1a  อัตราสวนรวม คือ r  และมีผลบวกเปน 3
2

 

        จะได            1

1
a

r−
 =  3

2
      

        12 3a r+  =   3     ----- (1) 

        และจาก ( ) 12 3 1
1 1 1 1 1

31
4

n na a r a r a r a r− −− + − + + − + =   

 จะเห็นวา  ( ) 12 3 1
1 1 1 1 11 n na a r a r a r a r− −− + − + + − +    เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 

 พจนแรก คือ 1a  อัตราสวนรวม คือ r−  และมีผลบวก คือ 3
4
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        จะได     
( )

1

1
a

r− −
 =  3

4
      

         14 3a r−   =   3     ----- (2) 

        จาก (1) และ (2) จะได  1 1a =   และ 1
3

r =   

44.  เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปหนึ่งมีดานยาวดานละ 10 นิ้ว  

     จะได  ครึ่งหนึ่งของดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทายาว ( )1 10
2

  นิ้ว   

 นั่นคือ ดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 ท่ีเกิดจากการลากสวนของเสนตรงเชื่อม 

  จุดก่ึงกลางดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปแรกยาว ( )1 10
2

  นิ้ว  

 และ ครึ่งหนึ่งของดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 ยาว ( )1 12.5 10
2 2

  =   
  

 นิ้ว 

 นั่นคือ ดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 3 ท่ีเกิดจากการลากสวนของเสนตรงเชื่อม 

  จุดก่ึงกลางดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 ยาว ( )1 1 10
2 2

  
  
  

 นิ้ว ดังรูป 

 
 
 จะได ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมดานเทารูปท่ี 1 เทากับ ( )3 10   นิ้ว 

 ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 เทากับ ( )13 10
2

 
 
 

 นิ้ว 
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 ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมดานเทารูปท่ี 3 เทากับ ( ) ( )
21 1 13 10 3 10

2 2 2
    =    
    

 นิ้ว 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี n   

 เทากับ ( )
113 10

2

n−
 
 
 

 นิ้ว 

 จะไดวา ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 1, 2, 3, , ,n   เทากับ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 1 13 10 , 3 10 , 3 10 , , 3 10 ,

2 2 2

n−
     
     
     

   นิ้ว  

 ถาสรางรูปสามเหลี่ยมดานเทาตามกระบวนการท่ีกําหนดนี้ไปเรื่อย ๆ ไมสิ้นสุด  

 จะไดผลบวกของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมด  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 1 13 10 3 10 3 10 3 10

2 2 2

n−
     + + + + +     
     

  นิ้ว 

 พิจารณาอนุกรม ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 1 13 10 3 10 3 10 3 10

2 2 2

n−
     + + + + +     
     

  ซ่ึงเปน 

 อนุกรมเลขคณิตท่ีมี ( )1 3 10a =  และ 1
2

r =   

 เนื่องจาก 1 1
2

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา 

 และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ ( )1 3 10
6011 1

2

a
r
= =

− −
  

 ดังนั้น ถาสรางรูปสามเหลี่ยมดานเทาดวยกระบวนการท่ีกําหนดไปเรื่อย ๆ ไมสิ้นสุด ผลบวก 

 ของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมด เทากับ 60 นิ้ว 

45.   ในชวงเวลากลางวันของแตละวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตร และในเวลากลางคืน  

 หอยทากจะลื่นลงไปเปนระยะทางครึ่งหนึ่งของระยะหางระหวางตัวมันกับกนบอ 

 ในวันท่ี 1 ชวงเวลากลางวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตรจากกนบอน้ํา  

   และในเวลากลางคืนจะลื่นลงไป ( )1 55
2 2

=  เมตร 

   ดังนั้น เม่ือสิ้นวันท่ี 1 หอยทากจะอยูหางจากกนบอ ( ) ( )1

1

5 2 15 15 55
2 2 2 2

−
− = = =  เมตร 
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 ในวันท่ี 2 ชวงเวลากลางวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตรจากวันแรก ทําใหอยูท่ี 

   ตําแหนง 5 155
2 2
+ =  เมตร จากกนบอ  

   และในเวลากลางคืนจะลื่นลงไป 1 15 15
2 2 4
  = 
 

 เมตร 

   ดังนั้น เม่ือสิ้นวันท่ี 2 หอยทากจะอยูหางจากกนบอ ( ) ( )2

2 2

5 2 15 315 15 15
2 4 4 2 2

−
− = = =  เมตร 

 ในวันท่ี 3 ชวงเวลากลางวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตรจากวันท่ีสอง ทําใหอยูท่ี

   ตําแหนง 15 355
4 4
+ =  เมตร จากกนบอ  

   และในเวลากลางคืนจะลื่นลงไป 1 35 35
2 4 8
  = 
 

 เมตร 

   ดังนั้น เม่ือสิ้นวันท่ี 3 หอยทากจะอยูหางจากกนบอ ( ) ( )3

3 3

5 2 15 735 35 35
4 8 8 2 2

−
− = = =  เมตร 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือสิ้นวันท่ี n  หอยทากจะอยูหางจากกนบอ 
( )5 2 1

2

n

n

−
 เมตร 

 จะไดวา เม่ือสิ้นวันท่ี 1, 2, 3, …, n, … หอยทากจะอยูหางจากกนบอ  

 
( )5 2 15 15 35, , , , ,

2 4 8 2

n

n

−
    เมตร 

 เม่ือหอยทากเคลื่อนท่ีในรูปแบบนี้โดยไมมีท่ีสิ้นสุด จะไดวาหอยทากจะอยูหางจากกนบอ 

 เทากับ 
( )5 2 1

lim
2

n

nn→∞

−
 

 จะได 
( )

( )
5 2 1 1 1lim lim 5 1 lim 5 lim1 lim 5 1 0 5

2 2 2

n

n n nn n n n n→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

−    = ⋅ − = ⋅ − = − =   
   

 

 จะเห็นวา เม่ือสิ้นแตละวัน หอยทากตัวนี้จะอยูหางจากกนบอไมเกิน 5 เมตร 

       แตเนื่องจากบอน้ํานี้ลึก 10 เมตร  

 ดังนั้น หอยทากตัวนี้ไมสามารถคลานออกจากบอน้ํานี้ได 
  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 345 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

46.  1)     จากอนุกรม ( ) ( ) ( )2 8 24 2 nn− + + − + + − +    จะได 
   1S   =   2−   
   2S   =   2 8− +   =   6 

   3S   =   2 8 24− + −    =  18−   

       ให  nS  แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมนี้ 

      จะได   ( ) ( ) ( ) ( )2 31 2 2 2 3 2 2 n
nS n= − + ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ −   ----- (1) 

       จาก (1) จะได  

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 12 1 2 2 2 3 2 1 2 2n n
nS n n +− = − + ⋅ − + ⋅ − + + − ⋅ − + −   ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะได 

          3 nS =  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 3 12 2 1 2 3 2 2 1 2 2n nn n n +− + − − + − − + + − − − − ⋅ −  

          3 nS =  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 3 12 2 2 2 2n nn +− + − + − + + − − ⋅ −  ----- (3) 

  จะเห็นวา ( ) ( ) ( ) ( )2 32 2 2 2 n− + − + − + + −  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 2a = −   

  และ 2r = −   

  จาก (3) และสูตรการหาผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต จะได 

                  3 nS  =   
( ) ( )( )

( ) ( ) 1
2 1 2

2
1 2

n
nn +

− − −
− ⋅ −

− −
 

                  3 nS  =  ( )( ) ( ) 12 1 2 2
3

n nn +− − − − ⋅ −  

                      nS  =  ( )( ) ( ) 122 1 2
9 3

n
n n +⋅ −

− − − −  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )( ) ( ) 1222, 6, 18, , 1 2 ,
9 3

n
n n +⋅ −

− − − − − −   

 2)    จากอนุกรม 1 0.2 0.03 10
10n

n + + + + + 
 

    จะได 

   1S   =    1 

   2S   =   1 0.2+    =   21
10

+  

   3S   =   1 0.2 0.03+ +  =   2 31
10 100

+ +  

       ให nS  แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมนี้ 
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       จะได   2 1

2 31
10 10 10n n

nS −= + + + +     ----- (1) 

       จาก (1) จะได 

          1
10 nS  =  2 3

1 2 3
10 10 10 10n

n
+ + + +     ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะได 

           9
10 nS  =  ( ) ( ) ( )( )2 1

1 1 1 11 2 1 3 2 1
10 10 10 10n nn n n−+ − + − + + − − − ⋅  

     9
10 nS  =  2 1

1 1 1 11
10 10 10 10n nn−+ + + + − ⋅   ----- (3) 

  จะเห็นวา 2 1
1 1 11

10 10 10n−+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 1a =  และ 1
10

r =   

  จาก (3) และสูตรการหาผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต จะได 

           9
10 nS  =  

11 1
10 1
1 101

10

n

nn

  −      − ⋅
−

 

     9
10 nS  =  

10 11
9 10 10

n

n
n  − −     

 

         nS  =  1
100 11
81 10 9 10

n

n
n

−

  − −    ⋅  
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ     1
100 11, 1.2, 1.23, , 1 ,
81 10 9 10

n

n
n

−

  − −    ⋅  
   

   3)  จากอนุกรม 1 4 18 !n n+ + + + ⋅ +    จะได 
   1S   =   1 
   2S   =   1 4+    =   5 
   3S   =   1 4 18+ +   =  23 

       ให  nS  แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมนี้ 

      จะได   nS   =  1 1! 2 2! 3 3! !n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅   

       สังเกตวา สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะได 
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   !k k⋅   =  ( )1 1 !k k+ − ⋅      

    =  ( )( )1 1 !k k+ − ⋅  

    =  ( )1 ! !k k k+ −  

    =  ( )1 ! !k k+ −  

       ดังนั้น     nS   =  1 1! 2 2! 3 3! !n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  

    =  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2! 1! 3! 2! 4! 3! ! 1 ! 1 ! !n n n n− + − + − + + − − + + −  

    =  ( )1! 1 !n− + +  

    =  ( )1 ! 1!n + −  

       นั่นคือ ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )1, 5, 23, , 1 ! 1,n + −   

47.   พนักงานหางสรรพสินคาแหงหนึ่งจัดเรียงสมสายน้ําผึ้งใหมีลักษณะคลายพีระมิดฐาน 

 สี่เหลี่ยมจัตุรัส โดย 

 ในชั้นท่ี 1 (ชั้นลางสุด) วางสมจํานวน 100 ผล 

 ในชัน้ท่ี 2 วางสมจํานวน 81 ผล 

 ในชั้นท่ี 3 วางสมจํานวน 64 ผล  

 และวางสมเชนนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนกระท่ังในชั้นท่ี n  (ชั้นบนสุด) ซ่ึงวางสมจํานวน 1 ผล 

 จะไดวา พนักงานคนนี้วางสมในชั้นท่ี 1, 2, 3, , n  จํานวน 100, 81, 64, , 1  ผล 

 1)   จํานวนสมท้ังหมดท่ีวาง เทากับ 100 81 64 9 4 1+ + + + + +  

   พิจารณาอนุกรม 100 81 64 9 4 1+ + + + + +  จะได 
          100 81 64 9 4 1+ + + + + +  =  1 4 9 100+ + + +  
       =  2 2 2 21 2 3 10+ + + +  

       =  
10

2

1n

n
=
∑  

       =   ( )( )10 10 1 20 1
6

+ +
 

       =   385 
       ดังนั้น จะมีสมวางอยูท่ีชั้นวางนี้ 385 ผล 

 2)   เนื่องจากในชั้นท่ี 5 และชั้นท่ี 7 วางสมจํานวน 26  และ 24  ตามลําดับ 

      จะไดวา ถาไมนับสมในชั้นท่ี 5 และ 7 จะเหลือสม ( )2 2385 6 4 333− + =  ผล 
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 3)   ตองการนําสม 1,015 ผล มาจัดเรียงเปนพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสในลักษณะเดียวกับท่ีกําหนด 

  โดยในชั้นท่ี 1 (ชั้นลางสุด) วางสมจํานวน 2n  ผล 

  ในชั้นท่ี 2 วางสมจํานวน ( )21n −  ผล 

  ในชั้นท่ี 3 วางสมจํานวน ( )22n −  ผล  

  และวางสมเชนนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนกระท่ังในชั้นท่ี n  (ชั้นบนสุด) ซ่ึงวางสมจํานวน 1 ผล 

  จะไดวา พนักงานคนนี้วางสมในชั้นท่ี 1, 2, 3, , n  จํานวน ( ) ( )2 22 , 1 , 2 , , 1n n n− −   ผล 

  ดังนั้น จํานวนสมท้ังหมดท่ีวาง เทากับ ( ) ( )2 22 1 2 1n n n+ − + − + +  ผล 

  พิจารณาอนุกรม ( ) ( )2 22 1 2 1n n n+ − + − + +  จะได 

  ( ) ( )2 22 1 2 1n n n+ − + − + +  = 21 4 9 n+ + + +   

       = 2

1

n

i
i

=
∑  

       = 
( )( )1 2 1

6
n n n+ +

 

  เนื่องจากมีสมท้ังหมด 1,015 ผล จะได  

          
( )( )1 2 1

6
n n n+ +

  = 1,015 

        นั่นคือ       n  =    14 

        ดังนั้น จะตองวางสมในชั้นแรก 214 196=  ผล และจะวางสมไดท้ังหมด 14 ชั้น  

48.  ฝากเงิน 5,000 บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ยรอยละ 1.5 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 3 เดือน 

 ในท่ีนี้ไมมีการฝากและถอนในระหวาง 3 ป 

 ให  5000, 4, 3P k n= = =  และ 1.5i =  จะไดวา 1.5 0.015
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา จํานวนเงินในบัญชีเม่ือฝากเงินครบ 3 ป คือ 
( )4 30.0155,000 1

4
 + 
 

บาท  

 หรือประมาณ 5,229.70 บาท 
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49.   ฝากเงิน 18,600 บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ยรอยละ 4 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน 

 ในท่ีนี้ไมมีการฝากและถอนในระหวาง 15 ป 

 ให  18600, 2, 15P k n= = =  และ 4i =  จะไดวา 4 0.04
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา จํานวนเงินในบัญชีเม่ือฝากเงินครบ 15 ป คือ 
( )2 150.0418,600 1

2
 + 
 

บาท  

 หรือประมาณ 33,691.33 บาท 

50.   แมของสุทัศนตองการฝากเงินในธนาคาร 10,000,000 บาท เปนเวลา 10 ป โดยไมมีการ 

 ฝากถอนในระหวาง 10 ปนี้ 

 พิจารณา ธนาคาร A ซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยทบตนทุกสิ้นเดือน 

 ให  10000000, 12, 10P k n= = =  และ 12i =  จะไดวา 12 0.12
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา เม่ือแมของสุทัศนเลือกฝากเงินในธนาคาร A ครบ 10 ป จะได 

 เงินรวม 
( )12 100.1210,000,000 1

12
 + 
 

บาท หรือประมาณ 33,003,868.95 บาท 

 พิจารณา ธนาคาร B ซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12.5% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกสิ้นป 

 ให  10000000, 10P n= =  และ 12.5i =  จะไดวา 12.5 0.125
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา เม่ือแมของสุทัศนเลือกฝากเงินในธนาคาร B ครบ 10 ป จะได 

 เงินรวม ( )1010,000,000 1 0.125+ บาท หรือประมาณ 32,473,210.25 บาท 

        ดังนั้น แมของสุทัศนควรเลือกฝากเงินกับธนาคาร A จึงจะไดเงินรวมมากท่ีสุด และไดเงินรวม 

 เม่ือสิ้นปท่ี  10 ประมาณ 33,003,868.95 บาท 

51.   เอกฝากเงิน 100,000 บาท โดยธนาคารคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน  

 และอัตราดอกเบี้ยคงท่ีตลอดระยะเวลาท่ีฝากเงิน 

 เม่ือฝากเงินครบ 10 ป เขาพบวามีเงินในบัญชีประมาณ 148,595 บาท 

 ให 100000, 2, 10P k n= = =  และมีเงินรวม 148,595 บาท 
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 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา 

        148,595 =  
( )2 10

100,000 1
2
r + 

 
 

        1.48595 =   
20

1
2
r + 

 
 

        นั่นคือ         1
2
r

+  =   20 1.48595  

         r   =   ( )202 1.48595 1−  

         r   ≈   0.04 
        ดังนั้น ธนาคารแหงนี้กําหนดอัตราดอกเบี้ยประมาณ 4% ตอป 

52.   ตนตระการกูเงินจากวิทวัสจํานวน 200,000 บาท โดยมีกําหนดชําระหนี้ท้ังหมดในอีก 2 ป 

 ขางหนา เปนเงิน 300,000 บาท และดอกเบี้ยท่ีวิทวัสเรียกเก็บคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกป 

 ให 100000, 2P n= =  และมีเงินรวม 300,000 บาท 

 จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา 

        300,000 =  ( )2200,000 1 r+  

               1.5 =   ( )21 r+  

       นั่นคือ          r   =   1.5 1−  
         r    ≈   0.2247 
 ดังนั้น ดอกเบี้ยท่ีวิทวัสเรียกเก็บสามารถคิดเปนอัตราดอกเบี้ยรอยละ 0.2247 100 22.47× =  ตอป  

 ซ่ึงอัตราดอกเบี้ยดังกลาวไมเปนไปตามท่ีกฎหมายกําหนด 

53.   แตละเดือนบริษัทตองจายเงินชดเชยรายไดรวมเปนเงิน 23,000 37,000 60,000+ =  บาท  

 เปนเวลา 3 ป 

 บริษัทแหงนี้นําเงินท่ีจะใชในการจายเงินชดเชยรายไดไปฝากธนาคาร ซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย  

 5% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกเดือน (หรืออัตราดอกเบี้ยตอเดือน คือ 5 %
12

) 

 จะไดวา 

5
112

100 240
r = =   
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 เขียนแผนภาพแสดงมูลคาปจจุบันของเงินท่ีบริษัทนําไปฝากธนาคารเปนเวลา 36 เดือน  

 (3 ป) ไดดังนี้ 

 
 
 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนแรก  คือ  

  
11 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนท่ี 2  คือ  

  
2 21 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนท่ี 3  คือ  

  
3 31 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 

                       
 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนท่ี 36  คือ  

  
36 361 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 นั่นคือ เม่ือครบ 3 ป ยอดเงินรวมของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจาย เทากับ  

  
2 3 36240 240 240 24060,000 60,000 60,000 60,000

241 241 241 241
       + + + +       
       

  บาท  

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
24060,000
241

a  =  
 

 และ 240
241

r =  

 จะได ยอดเงินรวมของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจาย เทากับ  

  

36240 24060,000 1
241 241

2,001,942.082401
241

    −          ≈
−

 บาท 

        ดังนั้น นายจางตองนําเงินไปฝากอยางนอย 2,001,924.08 บาท  

54.   วิชัยตองการฝากเงินกับธนาคารแหงหนึ่งซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 5% ตอป โดยคิดดอกเบี้ย 

 แบบทบตนทุกป และวิชัยตองการใหมีเงินในบัญชีประมาณ 250,000 บาท ในเวลา 10 ป  

 โดยไมมีการฝากถอนในระหวาง 10 ปนี้ 

 ให 250000, 1, 10S k n= = =  และ 5i =  นั่นคือ 5 0.05
100

r = =   

 จะได  
( )1 100.05250,000 1 153,478.31

1
P

−
 = + ≈ 
 

 

       ดังนั้น วิชัยตองฝากเงินตนไวอยางนอย 153,479  บาท 

55.   ธีระฝากเงินไวกับธนาคารแหงหนึ่ง เม่ือเวลาผานไป 10 ป โดยไมมีการฝากถอนในระหวาง 10 ปนี้  

 พบวามีเงินในบัญชี 122,079.42 บาท โดยธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ย 2% ตอป  

 และคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 3 เดือน 

 ให 122079.42, 4, 10S k n= = =  และ 2i =  นั่นคือ 2 0.02
100

r = =   

 จะได  
( )4 100.02122,079.42 1 100,000

4
P

−
 = + ≈ 
 

 

 ดังนั้น เงินตนท่ีธีระฝากไวเม่ือ 10 ปกอน ประมาณ 100,000 บาท 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

56.   หมากฝากเงินกับธนาคารแหงหนึ่งเดือนละ 2,000 บาท ทุกสิ้นเดือน 

 และธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ยรอยละ 3 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกเดือน 

 นั่นคือ ธนาคารคิดดอกเบี้ยแบบทบตนรอยละ 3 1
12 4

=  ตอเดือน 

 จะไดวา  

1
4 0.0025

100
r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นงวดท่ี 24 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 1  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )232,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 2  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )222,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 3  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )212,000 1.0025  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 23  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา 2,000  บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 หมากจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( )23 22 212,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( )2 232,000 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 24 พจน พจนแรก คือ 2,000  และอัตราสวนรวม คือ 1.0025 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 จะไดผลบวก 24 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )242,000 1.0025 1

1.0025 1

−

−
 หรือประมาณ 49,405.64 บาท 

      ดังนั้น เม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 หมากจะมีเงินรวมประมาณ 49,405.64 บาท  

57.   มะปรางมีรายรับเดือนละ 20,000 บาท และตองการออมเงินทุกสิ้นเดือน เดือนละ 10%  

 ของรายรับ นั่นคือ มะปรางออมเงินทุกสิ้นเดือน เดือนละ ( )10 20,000 2,000
100

=  บาท 

 มะปรางฝากเงินเขาบัญชีธนาคารท่ีกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12% ตอป และคิดดอกเบี้ยแบบ 

 ทบตนทุกเดือน นั่นคือ ธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12 1%
12

=  ตอเดือน 

 จะไดวา  1 0.01
100

r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 (ครบ 2 ป) ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นงวดท่ี 24 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 1  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )232,000 1.01  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 2  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )222,000 1.01  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 3  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )212,000 1.01  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 23  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.01  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24  (ครบ 2 ป) จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา 2,000  บาท 
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 นั่นคือ เม่ือเวลาผานไป 2 ป มะปรางจะไดเงินออมท้ังหมด 

 ( ) ( ) ( )23 22 212,000 1.01 2,000 1.01 2,000 1.01 2,000+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( )2 232,000 2,000 1.01 2,000 1.01 2,000 1.01+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 24 พจน พจนแรก คือ 2,000  และอัตราสวนรวม คือ 1.01 

 จะไดผลบวก 24 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )242,000 1.01 1

1.01 1

−

−
 หรือประมาณ 53,946.93 บาท 

      ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 2 ป มะปรางจะมีเงินออมท้ังหมดประมาณ 53,946.93 บาท  

58.  ในวันท่ี 1 มิถุนายน 2561 สมซาฝากเงิน 100,000 บาท เขาบัญชีเงินฝากออมทรัพยท่ีให 

 อัตราดอกเบี้ยรอยละ 1.2 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกเดือน  

 นั่นคือ ธนาคารใหอัตราดอกเบี้ยรอยละ 1.2 0.1%
12

=  ตอเดือน 

 ถาไมมีการฝากถอนในระยะเวลา 1 ป จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา เม่ือครบ 1 ป สมซาจะมีเงิน 

 ในบัญชีท้ังหมด  
( )12 10.1100,000 1

100
 + 
 

บาท หรือประมาณ 101,206.62 บาท 

 จาก สมซาโอนเงินใหนองสาวทุกวันท่ี 1 ของเดือน ตั้งแตเดือนมิถุนายน 2561 โดย 

 ไมเสียคาธรรมเนียมในการโอน 

 จะไดวา เม่ือตนเดือนท่ี 1 (มิถุนายน) สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท  ทําใหเม่ือครบ 1 ป  

  เงินในบัญชีของสมซาจะลดลง ( )125,000 1.001  บาท 

 เม่ือตนเดือนท่ี 2 สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท ทําใหเม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะ 

  ลดลง ( )115,000 1.001  บาท 

 เม่ือตนเดือนท่ี 3 สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท ทําใหเม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะ 

  ลดลง ( )105,000 1.001  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา เม่ือตนเดือนท่ี 12 สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท ทําใหเม่ือครบ  

  1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะลดลง ( )5,000 1.001  บาท 

 ดังนั้น เม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะลดลงท้ังหมด  

  ( ) ( ) ( ) ( )12 11 105,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001+ + + +   

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 125,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001+ + + +  ซ่ึงเปน 
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 อนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 12 พจน พจนแรก คือ ( )5,000 1.001  และอัตราสวนรวม คือ 1.001  

 นั่นคือ เม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะลดลงท้ังหมด 
( )( )( )125,000 1.001 1.001 1

1.001 1

−

−
 บาท  

 หรือประมาณ 60,391.43 บาท 

 ดังนั้น เม่ือครบ 1 ป สมซาจะมีเงินเหลือในบัญชีประมาณ 101,206.62 – 60,391.43 = 40,815.19 บาท 

 เนื่องจาก เม่ือครบ 1 ป หากไมนําดอกเบี้ยจากธนาคารมาคํานวณ สมซาจะเหลือเงิน 

       ( )100,000 12 5,000 40,000− =  

 จะไดวา เม่ือครบ 1 ป สมซาจะไดรับดอกเบี้ยจากบัญชีเงินฝากนี้ประมาณ  

  40,815.19 – 40,000 = 815.19 บาท 

59.   ยอดรักผอนตูเย็นราคา 30,000 บาท ดวยยอดชําระเทากันทุกเดือน เดือนละ R  บาท  

 เปนเวลา 6 เดือน โดยผอนชําระทุกสิ้นเดือน อัตราดอกเบี้ย 18% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบ 

 ทบตนทุกเดือน (หรืออัตราดอกเบี้ยตองวด คือ 18 %
12

)   จะไดวา 

18
20312

100 200
r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการผอนตูเย็นของยอดรักเปนเวลา 6 เดือน ไดดังนี ้
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 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1 คือ 
13 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 2 คือ 
2 23 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 3 คือ 
3 33 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

      

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 6 คือ 
6 63 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 นั่นคือ เม่ือครบ 6 เดือน ยอดเงินรวมท่ียอดรักจายเพ่ือผอนตูเย็น เทากับ 

  
2 3 6200 200 200 200

203 203 203 203
R R R R       + + + +       
       

  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 6 พจน พจนแรก คือ 200
203

R 
 
 

 และอัตราสวนรวม คือ 200
203

 

 จะไดผลบวก 6 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

6200 2001
203 203

2001
203

R
    −         

−
 บาท 

 เนื่องจาก ยอดรักผอนตูเย็นราคา 30,000 บาท 

 จะได        30,000 =  

6200 2001
203 203

2001
203

R
    −         

−
 

 นั่นคือ      R  =   
6

20030,000 1
203

200 2001
203 203

 − 
 

    −         

  ≈   5,265.76 

        ดังนั้น ยอดรักจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 5,265.76 บาท 
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60.   อนงคซ้ือรถยนตราคา 600,000 บาท โดยตกลงจายเงินดาวน 15% ของราคารถยนต 

 นั่นคือ อนงคจายเงินดาวน ( )15 600,000 90,000
100

=  บาท 

 และผอนชําระสวนท่ีเหลือเปนจํานวนเงินเทากันทุกเดือน เปนเวลา 4 ป โดยผอนชําระทุก 

 สิ้นเดือน เดือนละ R  บาท 

 อัตราดอกเบี้ย 6% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตองวด คือ 6 %
12

) 

 จะไดวา 

6
112

100 200
r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการจายเงินผอนรถยนตของใบเตยเปนเวลา 4 ป (48 งวด) ไดดังนี้ 

 
 
 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1 คือ 
11 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 2 คือ 
2 21 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 3 คือ 
3 31 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

      
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 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 48 คือ 
48 481 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 นั่นคือ เม่ือครบ 4 ป (48 เดือน) ยอดเงินรวมท่ีอนงคจายเพ่ือผอนรถยนต เทากับ 

  
2 3 48200 200 200 200

201 201 201 201
R R R R       + + + +       
       

  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 48 พจน พจนแรก คือ 200
201

R 
 
 

 และอัตราสวนรวม คือ 200
201

 

 จะไดผลบวก 6 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

48200 2001
201 201

2001
201

R
    −         

−
 บาท 

        เนื่องจากอนงคเหลือเงินท่ีตองชําระอีก 600,000 – 90,000 = 510,000 บาท  

 จะได      510,000 =  

48200 2001
201 201

2001
201

R
    −         

−
 

 นั่นคือ      R  =   
48

200510,000 1
201

200 2001
201 201

 − 
 

    −         

  ≈   11,977.36 

        ดังนั้น อนงคจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 11,977.36 บาท 

 และเสียดอกเบี้ยท้ังหมด ( )48 11,977.36 51,000 64,913.28− =  บาท 
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บทท่ี 2  แคลคูลัสเบ้ืองตน 

 

แบบฝกหัด 2.1ก  

1. 1) แสดงคาของ ( ) 2
4

xf x
x
−

=
−

 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
3.9 0.251582  4.1 0.248457 
3.99 0.250156  4.01 0.249844 

3.999 0.250016  4.001 0.249984 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 0.25  เม่ือ x  เขาใกล 4 ท้ังทางดานซายและขวาของ 4 

 ดังนั้น 
4

2lim 0.25
4x

x
x→

−
=

−
 

 2) แสดงคาของ ( ) 2
2

6
xf x

x x
−

=
+ −

 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
1.9 0.204082  2.1 0.196078 
1.99 0.200401  2.01 0.199601 

1.999 0.200401  2.001 0.199601 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 0.2  เม่ือ x  เขาใกล 2 ท้ังทางดานซายและขวาของ 2 

ดังนั้น 22

2lim 0.2
6x

x
x x→

−
=

+ −
 

 3) แสดงคาของ ( ) 3
3 3

1
xf x

x
−

=
−

 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
0.9 1.107011  1.1 0.906344 
0.99 1.010067  1.01 0.990066 

0.999 1.001001  1.001 0.999001 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 1 ท้ังทางดานซายและขวาของ 1 

ดังนั้น 31

3 3lim 1
1x

x
x→

−
=

−
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4) แสดงคาของ ( ) 1xef x
x
−

=   เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
0.1−  0.951626  0.1 1.051709 
0.01−  0.995017  0.01 1.005017 

0.001−   0.999500  0.001 1.000500 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 0 ท้ังทางดานซายและขวาของ 0 

ดังนั้น 
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=  

 5) แสดงคาของ ( ) sin xf x
x

=  เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
1−  0.841471  1 0.841471 

0.5−  0.958851  0.5 0.958851 
0.1−   0.998334  0.1 0.998334 

0.05−   0.999583  0.05 0.999583 
0.01−   0.999983  0.01 0.999983 

 จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 0 ท้ังทางดานซายและขวาของ 0 

ดังนั้น 
0

sinlim 1
x

x
x→

=  

6) แสดงคาของ ( ) lnf x x x=  เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x  
0.1 0.230259−   
0.01 0.046052−   

0.001 0.006908−   
0.0001 0.000921−   
0.00001 0.000115−   

 จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 0 เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวาของ 0 

ดังนั้น 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  
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 7) แสดงคาของ ( ) 2
| |xf x

x x
=

+
 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
0.1−   1.111111−    0.1 0.909091 
0.01−  1.010101−    0.01 0.990099 

0.001−   1.001001−    0.001 0.999001 

 จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1−  เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานซายและ ( )f x  

เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวา 

ดังนั้น 20

| |lim
x

x
x x→ +

 ไมมีคา 

2. 1) ( )1 2f =  

 2) เม่ือ 1x −→ หมายถึง x  เขาใกล 1 ทางดานซาย ( )1x <  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 2 ดังนั้น ( )
1

lim 2
x

f x
−→

=  

 3) เม่ือ 1x +→ หมายถึง x  เขาใกล 1 ทางดานขวา ( )1x >  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 3 ดังนั้น ( )
1

lim 3
x

f x
+→

=  

 4) เนื่องจาก ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
1

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 5) จาก ( )f x  ไมนิยามท่ี 5x =  ดังนั้น ( )5f  ไมมีคา 

 6) เม่ือ 5x +→ หมายถึง x  เขาใกล 5 ทางดานขวา ( )5x >  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 4 ดังนั้น ( )
5

lim 4
x

f x
+→

=  

 7) เม่ือ 5x −→ หมายถึง x  เขาใกล 5 ทางดานซาย ( )5x <  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 4 ดังนั้น ( )
5

lim 4
x

f x
−→

=  

 8) เนื่องจาก  ( ) ( )
5 5

lim lim 4
x x

f x f x
− +→ →

= =  

  ดังนั้น  ( )
5

lim 4
x

f x
→

=  
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3. 1) ( )0 3f =  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 0 ท้ังทางดานซาย ( )0x <  และขวา ( )0x >  

  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 3          

  ดังนั้น ( )
0

lim 3
x

f x
→

=  

 3) ( )3 3f =  

 4) เม่ือ x  เขาใกล 3 ทางดานซาย ( )3x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 4          

  ดังนั้น ( )
3

lim 4
x

f x
−→

=  

 5) เม่ือ x  เขาใกล 3 ทางดานขวา ( )3x >  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 2          

  ดังนั้น ( )
3

lim 2
x

f x
+→

=  

 6) เนื่องจาก ( ) ( )
3 3

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
3

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

4. 1) ( )0 1g = −  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานซาย ( )0x <  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 1−         

  ดังนั้น ( )
0

lim 1
x

g x
−→

= −  

 3) เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวา ( )0x >  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 2−         

  ดังนั้น ( )
0

lim 2
x

g x
+→

= −  

 4) เนื่องจาก ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

g x g x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
0

lim
x

g x
→

 ไมมีคา 

 5) ( )2 1g =  

 6) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย ( )2x <  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 2        

  ดังนั้น ( )
2

lim 2
x

g x
−→

=  

 7) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา ( )2x >  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
2

lim 0
x

g x
+→

=  

 8) เนื่องจาก ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

g x g x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
2

lim
x

g x
→

 ไมมีคา 
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 9) เม่ือ x  เขาใกล 4 ท้ังทางดานซาย ( )4x <  และขวา ( )4x >  

  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 3          

  ดังนั้น ( )
4

lim 3
x

g x
→

=  

5. 1) ( )1 0f =  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 1 ทางดานซาย ( )1x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 1−         

  ดังนั้น ( )
1

lim 1
x

f x
−→

= −  

 3) เม่ือ x  เขาใกล 1 ทางดานขวา ( )1x >  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
1

lim 0
x

f x
+→

=  

 4) เนื่องจาก ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
1

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

6. 1) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย ( )2x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 2        

  ดังนั้น ( )
2

lim 2
x

f x
−→

=  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา ( )2x >  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 2−         

  ดังนั้น ( )
2

lim 2
x

f x
+→

= −  

 3) เนื่องจาก ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
2

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 4) เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานซาย ( )2x < −  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
2

lim 0
x

f x
−→−

=  

 5) เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานขวา ( )2x > −  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
2

lim 0
x

f x
+→−

=  

 6) เนื่องจาก  ( ) ( )
2 2

lim lim 0
x x

f x f x
− +→− →−

= =  

  ดังนั้น  ( )
2

lim 0
x

f x
→−

=  
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7. 1)  เขียนกราฟของฟงกชัน ( ) 1f x x= +  ไดดังรูป 

 
  จากกราฟ เม่ือ x  เขาใกล 4 ทางดานซาย ( )4x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 5 

 ดังนั้น ( )
4

lim 1 5
x

x
−→

+ =  

2)   เขียนกราฟของฟงกชัน ( )
2 , 2

1 , 2
x

f x
x x

>
=  + ≤

 ไดดังรูป 

 
  จากกราฟ จะได  ( )

2
lim 3
x

f x
−→

=  และ ( )
2

lim 2
x

f x
+→

=  

          แต  ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

   ดังนั้น  ( )
2

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 
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แบบฝกหัด 2.1ข  

1. 1) ( )2

0
lim 3 7 12
x

x x
→

+ −  =  ( ) ( )2

0 0 0
lim 3 lim 7 lim12
x x x

x x
→ → →

+ −  

     =  2

0 0
3lim 7lim 12

x x
x x

→ →
+ −  

     =  ( ) ( )23 0 7 0 12+ −  
     = 12−   
 2) ( )5

1
lim 2
x

x x
→−

−        =  ( ) ( )5

1 1
lim lim 2
x x

x x
→− →−

−  

     =  ( )5

1 1
lim 2 lim
x x

x x
→− →−

−  

     =   ( ) ( )51 2 1− − −  
     = 1 

 3) ( )5

5
lim 2
x

x x
→

−  = ( ) ( )( )5

5 5
lim lim 2
x x

x x
→ →

−  

     = ( )( )55 5 2−  
     = 9,375 

 4) ( )( )2

1
lim 3 2
x

x x
→−

+ +  = ( )( ) ( )( )2

1 1
lim 3 lim 2
x x

x x
→− →−

+ +   

     =  ( ) ( )( )21 3 1 2− + − +  

     = 6 
 5) เนื่องจาก ( ) ( )

3
lim 2 5 2 3 5 1 0
x

x
→

− = − = ≠  

  จะได   
3

1lim
2 5x

x
x→

+
−

 = 
( )
( )
3

3

lim 1

lim 2 5
x

x

x

x
→

→

+

−
 

     = 3 1
1
+  

     = 4 
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 6) เนื่องจาก ( )
5

lim 5 0
x

x
→−

+ =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง  

      จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

      
2 25

5
x
x
−
+

  =  
 

( )( )5 5
5

x x
x

− +
+

 

    = 5x −         เม่ือ   5x ≠ −  

  ดังนั้น  
 
  ( )

2

5 5

25lim lim 5 5 5 10
5x x

x x
x→− →−

−
= − = − − = −

+
    

 7) เนื่องจาก ( ) ( )22

1
lim 2 1 1 2 2 0
x

x x
→

− − = − − = − ≠  

  จะได 21

1lim
2x

x
x x→

+
− −

 = 
( )

( )
1

2

1

lim 1

lim 2
x

x

x

x x
→

→

+

− −
 

     = 1 1
2
+
−

 

                        = 1−  
 8) เนื่องจาก ( ) ( ) ( )22

1
lim 4 3 1 4 1 3 8 0
x

x x
→

+ + = + + = ≠  

  จะได  
2

21

2lim
4 3x

x x
x x→

− −
+ +

 = 
( )
( )

2

1
2

1

lim 2

lim 4 3
x

x

x x

x x
→

→

− −

+ +
 

      = 
21 1 2

8
− −

 

       = 
1
4

−  

 9) เนื่องจาก ( )
1

lim 1 0
x

x
→

− =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง 

 จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                      1
1

x
x

−
−

   =  
 ( )( )

1
1 1

x
x x
−

− +
 

      =  
 

1
1 x+

        เม่ือ   1x ≠  

  ดังนั้น  
 
  ( )

1
1 1

1 11

lim 11 1 1 1 1lim lim
1 21 lim1 lim 1 1lim 1

x
x x

x xx

x
x x xx

→

→ →
→ →→

−
= = = = =

− + + ++
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 10)  เนื่องจาก ( )
9

lim 9 0
x

x
→

− =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง 

 จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                     3
9

x
x

−
−

   =  
( )( )

3
3 3

x
x x
−

− +
 

      =  1
3 x+

        เม่ือ   9x ≠  

  ดังนั้น  ( )
9

9 9
9 99

lim 13 1 1 1 1lim lim
9 63 lim3 lim 3 9lim 3

x
x x

x xx

x
x x xx

→

→ →
→ →→

−
= = = = =

− + + ++  
     

 11)  เนื่องจาก ( )
1

lim 1 0
x

x
→

− =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง 

 จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                 2 3
1

x
x
− +

−
   =  

 

2 3 2 3
1 2 3

x x
x x
− + + +

⋅
− + +

 

      = 
( )

( )( )
4 3

1 2 3

x

x x

− +

− + +
 

      = 1
2 3x

−
+ +

        เม่ือ   1x ≠  

  ดังนั้น  
1

2 3lim
1x

x
x→

− +
−

   
1

1lim
2 3x x→

 
= − + + 

 

       
( )

( )
1

1 11

lim 1 1 1 1
4lim 2 lim 3 2 1 3lim 2 3

x

x xx
xx

→

→ →→

− −
= = = − = −

+ + + ++ +
 

 12)  ( )223
0

lim 1
x

x
→

−    =  ( )223
0

lim 1
x

x
→

−  

                  = ( )( )2
23

0
lim 1
x

x
→

−  

        = ( )223 0 1−   
      = 1 
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2. 1) เนื่องจาก 4x + = ( )4x− +  เม่ือ 4x < −  

  จะได     
4

lim 4
x

x
−→−

+  = ( )
4

lim 4
x

x
−→−
− +   =  0 

  เนื่องจาก 4x + = 4x +  เม่ือ 4x > −  

  จะได      
4

lim 4
x

x
+→−

+  = ( )
4

lim 4
x

x
+→−

+   =   0 

  จะไดวา  
4 4

lim 4 0 lim 4
x x

x x
− +→− →−

+ = = +  

  ดังนั้น  
4

lim 4 0
x

x
→−

+ =  

 2) เนื่องจาก 2x − = ( )2x− −  เม่ือ 2x <  

  จะได      
2

2
lim

2x

x
x−→

−
−

 = ( )
2

2
lim

2x

x
x−→

− −
−

  = ( )
2

lim 1
x −→

−  = 1−  

  และเนื่องจาก 2x − = 2x −  เม่ือ 2x >  

  จะได     
2

2
lim

2x

x
x+→

−
−

 = 
2

2lim
2x

x
x+→

−
−

  = 
2

lim 1
x +→

 = 1   

  จะไดวา  
2 2

2 2
lim lim

2 2x x

x x
x x− +→ →

− −
≠

− −
 

  ดังนั้น  
2

2
lim

2x

x
x→

−
−

  ไมมีคา 

 3) เนื่องจาก 4x + = ( )4x− +  เม่ือ 4x < −  

  จะได    
4

4
lim

4x

x
x−→−

+
+

 = ( )
4

4
lim

4x

x
x−→−

− +
+

  = ( )
4

lim 1
x −→−

−  = 1−   

 4) เนื่องจาก x = x−  เม่ือ 0x <  

  จะได  
0

1 1lim
x x x−→

 
+  

 
 = 

0

1 1lim
x x x−→

 − 
 

  =  
0

lim 0
x −→

  =  0 

 5) เนื่องจาก 2 3x − = ( )2 3x− −  เม่ือ 
3
2

x <  

  จะได   
2

3
2

2 3lim
2 3x

x x
x−

→

−
−

 = ( )
( )3

2

2 3
lim

2 3x

x x
x−

→

−
− −

  = ( )
3
2

lim
x

x
−

→

−  = 
3
2

−   

  เนื่องจาก 2 3x − = 2 3x −  เม่ือ 
3
2

x >  
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  จะได   
2

3
2

2 3lim
2 3x

x x
x+

→

−
−

 = ( )
3
2

2 3
lim

2 3x

x x
x+

→

−
−

  = 
3
2

lim
x

x
+

→

= 
3
2   

  จะไดวา  
2 2

3 3
2 2

2 3 2 3lim lim
2 3 2 3x x

x x x x
x x− +

→ →

− −
≠

− −
 

  ดังนั้น  
2

3
2

2 3lim
2 3x

x x
x→

−
−

  ไมมีคา 

3. 1) เม่ือ 2x <  จะไดวา ( )f x = 1x −   

  ดังนั้น        ( )
2

lim
x

f x
−→

 = ( )
2

lim 1
x

x
−→

−    

    = 2 – 1  
    = 1 
 2) เม่ือ 2x >  จะไดวา ( )f x = 2 4 6x x− +   

  ดังนั้น         ( )
2

lim
x

f x
+→

 = ( )2

2
lim 4 6
x

x x
+→

− +    

    = ( )22 4 2 6− +   
    = 2 
 3) จาก 1) และ 2) จะไดวา ( ) ( )

2 2
lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น  ( )
2

lim
x

f x
→

  ไมมีคา 

 4) เม่ือ x เขาใกล 0 จะไดวา ( )f x = 1x −    

  และ          ( )
0

lim
x

f x
→

 = ( )
0

lim 1
x

x
→

−    

    = 0 – 1  
    = 1−   
  ดังนั้น  ( )

0
lim 1
x

f x
→

= −  

 5) เม่ือ x เขาใกล 5 จะไดวา ( )f x = 2 4 6x x− +    

  และ          ( )
5

lim
x

f x
→

 = ( )2

5
lim 4 6
x

x x
→

− +    

    = ( )25 4 5 6− +   
    = 11 
  ดังนั้น  ( )

5
lim 11
x

f x
→

=  
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4. 1) เม่ือ x เขาใกล 0 ทางดานขวา จะไดวา ( )f x = 2x   

  และ         ( )
0

lim
x

f x
+→

 = 2

0
lim
x

x
+→

  =  20  =  0 

 ดังนั้น ( )
0

lim 0
x

f x
+→

=   

 2) เม่ือ x เขาใกล 0 ทางดานซาย จะไดวา ( )f x = x   

  จะได        ( )
0

lim
x

f x
−→

 = 
0

lim
x

x
−→

  =  0 

  ดังนั้น ( )
0

lim 0
x

f x
−→

=    

 3) จาก 1) และ 2) จะไดวา ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x
− +→ →

= =  

  ดังนั้น  ( )
0

lim 0
x

f x
→

=  

 4) เม่ือ x เขาใกล 2 ทางดานซาย จะไดวา ( )f x = 2x   

  และ         ( )
2

lim
x

f x
−→

 = 2

2
lim
x

x
−→

  =  22  = 4 

 5) เม่ือ x เขาใกล 2 ทางดานขวา จะไดวา ( )f x = 8 x−   

  และ        ( )
2

lim
x

f x
+→

 = ( )
2

lim 8
x

x
+→

−   =  8 – 2  =  6 

 6) จาก 4) และ 5) จะไดวา ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น  ( )
2

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 7) เม่ือ x เขาใกล 1 จะไดวา ( )f x = 2x    

  จะได         ( )
1

lim
x

f x
→

 = 2

1
lim
x

x
→

 =  21   = 1 

  ดังนั้น  ( )
1

lim 1
x

f x
→

=  

 8) เม่ือ x เขาใกล 6 จะไดวา ( )f x = 8 x−     

  จะได          ( )
6

lim
x

f x
→

 = ( )
6

lim 8
x

x
→

−   =  8 – 6 = 2 

  ดังนั้น  ( )
6

lim 2
x

f x
→

=  
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5. 1) จาก x เขาใกล 0 ทางดานซาย นั่นคือ 0x <   

 จะได x = x−  และ ( ) 1xf x
x
−

= = −  

  ดังนั้น ( )
0

lim 1
x

f x
−→

= −   

 จาก x เขาใกล 0 ทางดานขวา นั่นคือ 0x >  

จะได x = x  และ ( ) 1xf x
x

= =  

ดังนั้น ( )
0

lim 1
x

f x
+→

=    

 จะไดวา  ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

 ดังนั้น  ( )
0

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 2) จะไดวา ( )
0

lim
x

g x
→

 =  
0

lim
x

x
→

  =  0  

 ดังนั้น  ( )
0

lim 0
x

g x
→

=   

 3) กรณี  x เขาใกล 0 ทางดานซาย จะไดวา 0x <  ดังนั้น x = x−   

  จะไดวา ( ) 1
x xf x
x x

−
= = = −  

นั่นคือ ( ) ( )( )
0

lim
x

f x g x
−→

⋅  = ( )
0

lim 1
x

x
−→
− ⋅    

     = ( )
0

lim
x

x
−→
−   

     = 0 
 กรณี  x เขาใกล 0 ทางดานขวา จะไดวา 0x >  ดังนั้น x = x   

จะไดวา ( ) 1
x xf x
x x

= = =  

จะได  ( ) ( )
0

lim
x

f x g x
+→

⋅  = 
0

lim 1
x

x
+→
⋅    

     = 
0

lim
x

x
+→

  

     = 0 
 จะไดวา  ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
lim lim 0
x x

f x g x f x g x
− +→ →

⋅ = ⋅ =  

 ดังนั้น  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x g x
→

⋅ =  
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6. 1) เนื่องจาก ( )f x = 1 เม่ือ 1 2x≤ <  

  จะได         ( )
1

lim
x

f x
+→

 = 
1

lim1
x +→

   

    = 1 
 2) เนื่องจาก ( )f x = 0  เม่ือ 0 1x≤ <  

  จะได         ( )
1

lim
x

f x
−→

 = 
1

lim 0
x −→

   

        = 0 
 3) เนื่องจาก ( ) ( )

1 1
lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น  ( )
1

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 
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แบบฝกหัด 2.2  

1. 1) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนด                

  จะได               ( )0f  =  1−  

  และ          ( )
0

lim
x

f x
→

 =  ( )
0

lim 3 1
x

x
→

−   =  ( )3 0 1−   =  1−   

  จะเห็นวา  ( )
0

lim
x

f x
→

 =  ( )0f  

  ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =   

 2) จากฟงกชัน f ท่ีกําหนด 

   จะได            ( )4f    =   1
4

−  

   และ         ( )
4

lim
x

f x
→

  =   
2

4

16lim
4x

x
x→

−
−

 

     = ( )( )
4

4 4
lim

4x

x x
x→

− +
−

 

     = ( )
4

lim 4
x

x
→

+  

     = 8 
    จะเห็นวา ( ) ( )

4
lim 4
x

f x f
→

≠  

   ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 4x =  

 3) จากฟงกชัน f ท่ีกําหนด 

   จะได              ( )1f   =  2
3

−  

    และ         ( )
1

lim
x

f x
→

 = 
2

31

1lim
1x

x
x→

−
−

 

                                    = ( )( )
( )( )21

1 1
lim

1 1x

x x
x x x→

− +

− + +
 

     = 21

1lim
1x

x
x x→

+
+ +

 

     = 2
3

 

    จะเห็นวา ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

≠  

   ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  
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 4) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนด   

จะได   ( )f x

= 



 

  ดังนั้น  ( )0 0f =   

  จาก   ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x x
− −→ →

= − =  และ   ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x x
+ +→ →

= =  

  จะไดวา     ( ) ( )
0 0

lim 0 lim
x x

f x f x
− +→ →

= =   

  ดังนั้น ( )
0

lim 0
x

f x
→

=   

  เนื่องจาก  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

=   

  ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

 5)   จากฟงกชัน f ท่ีกําหนด 

  จะได ( )1 1f − = −  

  และจาก  1 1x x+ = +   เม่ือ 1x ≥ −  และ ( )1 1x x+ = − +  เม่ือ 1x < −  

   จะได      ( )
1

lim
x

f x
+→−

  =  
1 1 1

1 1lim lim lim 1 1
1 1x x x

x x
x x+ + +→− →− →−

+ +
= = =

+ +
 

  และ  ( )
1

lim
x

f x
−→−

  = ( )
1 1 1

1 1
lim lim lim 1 1

1 1x x x

x x
x x− − −→− →− →−

+ − +
= = − = −

+ +
 

      = ( )
1

lim 1
x +→−

−  

      = 1−   
    ดังนั้น ( ) ( )

1 1
lim lim

x x
f x f x

+ −→− →−
≠   

    นั่นคือ  ( )
1

lim
x

f x
→−

  ไมมีคา  

    ดังนั้น  ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x = −  

2. 1) พิจารณาฟงกชัน f   

  จะเห็นวา ( )1 2f =  แต ( )
1

lim
x

f x
−→

 มีคานอยกวา 1  

  ซ่ึงไดวา ( )1f  ไมเทากับ ( )
1

lim
x

f x
−→

 

  ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]1, 1−   
  

   x       เม่ือ  0x ≥   

x−       เม่ือ  0x <   
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  พิจารณาฟงกชัน g  

  จะเห็นวา ( )0 2g =  แต ( )
0

lim 1
x

g x
→

=  จึงไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
→

≠   

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง [ ]1, 1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]1, 1−  

  พิจารณาฟงกชัน h  

  จาก ( )
0

lim 2
x

h x
−→

=  และ ( )
0

lim 1
x

h x
+→

=   

  จึงไดวา ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

h x h x
− +→ →

≠  นั่นคือ ( )
0

lim
x

h x
→

 ไมมีคา 

  นั่นคือ ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ี 0x =    

  จะไดวา ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง [ ]1, 1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]1, 1−  

 2)  พิจารณาฟงกชัน f  

  ให ( )1,1c∈ −  จะเห็นวา ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=   

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )1,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )1,1−   

  พิจารณาฟงกชัน g   

  จะเห็นวา ( )0 2g =  แต ( )
0

lim 1
x

g x
→

=  ซ่ึงไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
→

≠   

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 0x =  

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )1,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )1,1−  
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  พิจารณาฟงกชัน h   

  จะเห็นวา ( )
0

lim 2
x

h x
−→

=  และ ( )
0

lim 1
x

h x
+→

=  ซ่ึงไดวา ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

h x h x
− +→ →

≠   

  นั่นคือ ( )
0

lim
x

h x
→

 ไมมีคา 

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ี 0x =    

  นั่นคือ ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )1,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )1,1−  

     3) พิจารณาฟงกชัน f   

  เนื่องจาก ( )1 2f =  แต ( )
1

lim
x

f x
−→

 มีคานอยกวา 1  

  ซ่ึงไดวา ( )1f  ไมเทากับ ( )
1

lim
x

f x
−→

 

  นั่นคือ  f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =   

  จะไดวา f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน [ ]0,1  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]0,1   

  พิจารณาฟงกชัน g   

  จะเห็นวา ( )0 2g =  แต ( )
0

lim 1
x

g x
+→

=  จะไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
+→

≠  

  นั่นคือ  g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน [ ]0,1  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]0,1  

  พิจารณาฟงกชัน h   

  จาก ( )0 2h =  แต ( )
0

lim 1
x

h x
+→

=  จะไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

h h x
+→

≠  

  นั่นคือ  h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน [ ]0,1  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]0,1  
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 4)   พิจารณาฟงกชัน f   

  ให ( )1,0c∈ −  จะเห็นวา ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  

  พิจารณาท่ี 0x =  จะไดวา ( )0 1f =  และ ( )
0

lim 1
x

f x
−→

=  

  นั่นคือ ( ) ( )
0

0 lim
x

f f x
→

=   ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ]1,0−  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]1,0−   

  พิจารณาฟงกชัน g   

  จะเห็นวา ( )0 2g =   แต ( )
0

lim 1
x

g x
−→

=  จึงไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
−→

≠  

  นั่นคือ  g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน ( ]1,0−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]1,0−  

  พิจารณาฟงกชัน h   

  ให ( )1,0c∈ −  จะเห็นวา ( ) ( )lim
x c

h x h c
→

=  ดังนั้น h  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,0−   

  พิจารณาท่ี 0x =  จะได ( )0 2h =  และ ( )
0

lim 2
x

h x
−→

=   

  นั่นคือ ( ) ( )
0

0 2 lim
x

h h x
−→

= =  

  จะไดวา h  เปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบนชวง ( ]1,0−  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]1,0−   

3. 1) ให ( ),4c∈ −∞  จะไดวา ( ) ( )2lim
4x c

f x f c
c→

= =
−

  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),4−∞  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ),4−∞   

 2) ให ( )4,6c∈  จะไดวา ( ) ( )2lim
4x c

f x f c
c→

= =
−

  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )4, 6  

  พิจารณา กรณี 6x =  จะได ( )6 1f =  และ ( )
6

2lim 1
6 4x

f x
→

= =
−

 

  นั่นคือ ( ) ( )
6

6 1 lim
x

f f x
−→

= =   



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 379 
 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด 6x =  

  จะไดวา ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ]4,6  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]4,6  

 3) ให ( )4,c∈ ∞  จะไดวา ( ) ( )2lim
4x c

f x f c
c→

= =
−

  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )4,∞  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )4,∞  

4. 1) จาก ( ] ( ) { } ( ) { },1 , 2 2 2,1 1−∞ = −∞ − ∪ − ∪ − ∪   

  และจากฟงกชัน g  ท่ีกําหนดให จะไดวา 

  (1)  ให ( ), 2c∈ −∞ −  จะไดวา ( ) 2 2g x x= −  

   และ ( ) ( ) ( )lim lim 2 2 2 2
x c x c

g x x c g c
→ →

= − = − =   

   นั่นคือ ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ), 2−∞ −  

   ดังนั้น ฟงกชัน g  ตอเนื่องบนชวง ( ), 2−∞ −  

  (2) พิจารณาความตอเนื่องท่ีจุด 2x = −   

   เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานซาย จะได ( ) 2 2g x x= −  

   ดังนั้น ( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 2 2 2 2 2 6
x x

g x x
− −→− →−

= − = − − = −  

   เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานขวา จะได ( ) 4g x x= −  

   ดังนั้น ( ) ( )
2 2

lim lim 4 2 4 6
x x

g x x
+ +→− →−

= − = − − = −  

   จะไดวา ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

g x g x
− +→− →−

=  ดังนั้น ( )
2

lim 6
x

g x
→−

= −  

   จาก ( ) ( )2 2 4 6g − = − − = −  

   จะไดวา ( ) ( )
2

2 6 lim
x

g g x
→−

− = − =  

   ดังนั้น ฟงกชัน g  ตอเนื่องท่ีจุด 2x = −       
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  (3) ให ( )2,1c∈ −  จะไดวา ( ) 4g x x= −   

   ดังนั้น เนื่องจาก ( ) ( ) ( )lim lim 4 4
x c x c

g x x c g c
→ →

= − = − =   

   นั่นคือ ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง ( )2,1−  

   จาก ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 4 1 4 3 1
x x

g x x g
− −→ →

= − = − = − =  

   จะไดวา ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด 1x =  

   ดังนั้น ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,1−   

  จาก (1), (2) และ (3) จะไดวาฟงกชัน g  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง   

  ( ) { }, 2 , 2−∞ − − และ ( ]2,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ],1−∞  

 2) จากขอ 1) จะไดวา ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,1−  

 3) จาก ( ) ( )
1 1

lim lim 4 1 4 3
x x

g x x
− −→ →

= − = − = −   

  แต ( ) ( )
1 1

lim lim 4 4 1 3
x x

g x x
+ +→ →

= − = − =  จะไดวา ( )
1

lim
x

g x
→

 ไมมีคา 

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 1x =   

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,2−   

 4) จาก ( ) ( )
1 1

lim lim 4 4 1 3
x x

g x x
+ +→ →

= − = − =  แต ( )1 3g = −   

  จะไดวา ( ) ( )
1

lim 1
x

g x g
+→

≠  ไมมีคา 

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 1x =   

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ )1,∞   

5. 1) ตองการใหฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

  ซ่ึงคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  ( ),−∞ ∞   

  และ ( ) ( ) { } ( ), ,1 1 1,−∞ ∞ = −∞ ∪ ∪ ∞  

  จะไดวา  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

    (2) f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),1−∞  

    (3) f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,∞  

  จาก (1) พิจารณา ท่ีจุด 1x =  
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  จาก ( ) ( )
1 1

lim lim 7 2 5
x x

f x x
− −→ →

= − =  และ ( ) 2

1 1
lim lim
x x

f x kx k
+ +→ →

= =  

  และ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  จะไดวา ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  

  นั่นคือ 5k =  ดังนั้น ( )
1

lim 5
x

f x
→

=  

  และจะเห็นวา ( ) ( )
1

1 5 lim
x

f f x
→

= =  จริง 

  จาก (2) พิจารณาบนชวง ( ),1−∞  

  จะไดวา ( ) 7 2f x x= −  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม  

  โดยทฤษฎีบท 6 จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง ( ),1−∞  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),1−∞  จริง 

  จาก (3) พิจารณาบนชวง ( )1,∞  

  จะไดวา ( ) 2 25f x kx x= =  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม 

  โดยทฤษฎีบท 6 จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง ( )1,∞  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,∞  จริง 

  ดังนั้น จาก (1), (2) และ (3) จะไดวาถา 5k =  แลวฟงกชัน f เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี

  ทุกจุด  

 2) จาก เปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุด  

  พิจารณาท่ีจุด 2x =  จะไดวา  

   ( ) ( )2

2 2
lim lim 4
x x

f x kx k
− −→ →

= =           

   ( ) ( )
2 2

lim lim 2 4
x x

f x x k k
+ +→ →

= + = +           

  เนื่องจาก เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x =  จะได ( ) ( )
2 2

lim lim 4 4
x x

f x f x k k
+ −→ →

= = = +  

  นั่นคือ 4
3

k =  

  พิจารณา ( )
2

42 , 2
3

4 , 2
3

x x
f x

x x

 + >= 
 ≤


   

  จะเห็นวา กรณี 2x >  จะได ( ) 42
3

f x x= +  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม โดยทฤษฎีบท 6 

  จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

f

f
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  ในทํานองเดียวกัน กรณี 2x ≤ จะได ( ) 24
3

f x x=  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม  

  โดยทฤษฎีบท 6 จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

  ดังนั้น ฟงกชัน f เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด เม่ือ 4
3

k =    
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แบบฝกหัด 2.3  

1.  ให ( ) 22 3y f x x= = −                        

     จะไดอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก a  เปน a h+  คือ 

                          ( ) ( )f a h f a
h

+ −
 = 

( )( ) ( )2 22 3 2 3a h a

h

+ − − −
     

   =  
24 2ah h

h
+     

   =  4 2a h+   
 1) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.2 คือ 

        ( ) ( )2 0.2 2
0.2

f f+ −
 = ( ) ( )4 2 2 0.2+   

   = 8.4 
2) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.1 คือ 

         ( ) ( )2 0.1 2
0.1

f f+ −
 = ( ) ( )4 2 2 0.1+   

    = 8.2 
3) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.01 คือ 

        ( ) ( )2 0.01 2
0.01

f f+ −
 = ( ) ( )4 2 2 0.01+   

    = 8.02 
 4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  ขณะท่ี 2x =  คือ 

            ( ) ( )
0

2 2
lim
h

f h f
h→

+ −
 =   ( )( )

0
lim 4 2 2
h

h
→

+  

    = 8 
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2.    ให ( ) 1y f x
x

= =                 

       จะไดอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก a  เปน a h+  คือ 

                         ( ) ( )f a h f a
h

+ −
 =  

1 1
a h a

h

−
+   

   =  
( )

h
ha a h

−
+  

   =  
( )

1
a a h

−
+

   

      1)   อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 4 เปน 5 คือ 

             ( ) ( )4 1 4
1

f f+ −
  = 

( )
1

4 4 1
−

+
  

   = 1
20

−   

 2) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 4 เปน 4.1 คือ 

          ( ) ( )4 0.1 4
0.1

f f+ −
  = 

( )
1

4 4 0.1
−

+
  

   = 1 5
16.4 82

− = −   

 3) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 4 เปน 4.01 คือ 

        ( ) ( )4 0.01 4
0.01

f f+ −
  = 

( )
1

4 4 0.01
−

+
  

   = 1 25
16.04 401

− = −   

 4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  ขณะท่ี 4x =   คือ 

       
( ) ( )

0

4 4
lim
h

f h f
h→

+ −
  = 

( )0

1lim
4 4h h→

 
−  + 

  

   = 1
16

−   
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3. 1) ให  A   เปนพ้ืนท่ีวงกลม (หนวยเปนตารางเซนติเมตร)  

         r   เปนรัศมีของวงกลม (หนวยเปนเซนติเมตร) 

  โดยท่ี  ( ) 2A r rπ=   

  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี  

  เม่ือความยาวของรัศมีเปลี่ยนจาก r  เปน r h+  เซนติเมตร คือ 

             ( ) ( )A r h A r
h

+ −
  = ( )2 2r h r

h
π π+ −

  

   = 
( )2 2 22r rh h r

h
π π+ + −

 

   = 
22 rh h

h
π π+   

   = 2 r hπ π+   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี  

  เม่ือความยาวของรัศมีเปลี่ยนจาก r  เปน r h+  เซนติเมตร คือ 2 r hπ π+  ตาราง 

  เซนติเมตรตอเซนติเมตร 

 2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี ขณะรัศมียาว  

  r  เซนติเมตร คือ 

       ( ) ( )
0

lim
h

A r h A r
h→

+ −
  = ( )

0
lim 2
h

r hπ π
→

+   

    
   = 2 rπ   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี ขณะรัศมี 

  ยาว r  เซนติเมตร คือ 2 rπ  ตารางเซนติเมตรตอเซนติเมตร 

4. 1) ให x  เปนความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (หนวยเปนเซนติเมตร) 

      A  เปนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (หนวยเปนตารางเซนติเมตร) 

  โดยท่ี ( ) 2A x x=    
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  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดาน  

  เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10  เปน 12  เซนติเมตร คือ 

             ( ) ( )10 2 10
2

A A+ −
  = ( )2 210 2 10

2
+ −

  

    = 22   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดาน  

  เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10  เปน 12 เซนติเมตร คือ 22 ตารางเซนติเมตรตอ 

  เซนติเมตร 

 2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดาน ขณะดานยาว  

  10  เซนติเมตร คือ 

      ( ) ( )
0

10 10
lim
h

A h A
h→

+ −
  = ( )2 2

0

10 10
lim
h

h
h→

+ −
  

    = 
2

0

20lim
h

h h
h→

+  

    = 20   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดานขณะ 

  ดานยาว 10 เซนติเมตร คือ 20  ตารางเซนติเมตรตอเซนติเมตร 

5. 1) ให x  เปนความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทา (หนวยเปนเซนติเมตร) 

      A  เปนพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมดานเทา (หนวยเปนตารางเซนติเมตร) 

  โดยท่ี ( ) 23
4

A x x=   

  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดาน  

  เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10  เปน 9  เซนติเมตร คือ 

            ( ) ( )10 1 10
1

A A− −
−

 = 
( ) ( )2 23 39 10

4 4
1

−

−
  

    = 19 3
4
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ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดาน 

เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10 เปน 9 เซนติเมตร คือ 19 3
4

 ตารางเซนติเมตรตอ

เซนติเมตร 

2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดานขณะดาน

ยาว 10  เซนติเมตร คือ 

      ( ) ( )
0

10 10
lim
h

A h A
h→

+ −
 = 

( ) ( )2 2

0

3 310 10
4 4lim

h

h

h→

+ −
  

   = 5 3   
ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดาน

ขณะดานยาว 10 เซนติเมตร คือ 5 3  ตารางเซนติเมตรตอเซนติเมตร 

6. จากอัตราการเปลี่ยนแปลงของ N  เทียบกับ t  ขณะท่ี 3t =  คือ 

  ( ) ( )
0

3 3
lim
h

N h N
h→

+ −
 =  ( )

0

8 8
3 1 3 1

lim
h

h
h→

−
+ + +

 

   = 
( )

( )( )0

32 8 4
lim

4 4h

h
h h→

− +
+

 

   = 8
16

−  

   = 1
2

−   

ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของ N  เทียบกับ t  ขณะท่ี 3t =  คือ 1
2

−  กรัมตอนาที 
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7. จาก 6,000PV =  นั่นคือ 6,000P
V

=   

 ให  ( ) 6,000P V
V

=  

 จะได อัตราการเปลี่ยนแปลงของ P  เทียบกับ V  ขณะท่ี 100V =  คือ 

    ( ) ( )
0

100 100
lim
h

P h P
h→

+ −
 = 

0

6,000 6,000
100 100lim

h

h
h→

−
+  

     = 
( )

( )0

6000 60 100
lim

100h

h
h h→

− +
+

 

     = 60
100

−  

     = 0.6−   
ดังนั้น  อัตราการเปลี่ยนแปลงของ  เทียบกับ  ขณะท่ี  คือ 0.6−   

8. ให  แทน  ความยาวของรัศมีของฐานของกรวยกลมตรง 

 และ  h   แทน  ความสูงของกรวยกลมตรง 

 1) ให  V  แทน  ปริมาตรของกรวยกลมตรงท่ีมีรัศมีของฐานยาว  

  โดยสวนสูงมีคาคงตัวเทากับ   

  จะได ( ) 21
3

V r r hπ=  

  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรของกรวยกลมตรงเทียบกับความยาวของ

รัศมีของฐาน ขณะรัศมียาว  หนวย เม่ือสวนสูงมีคาเทากับ   คือ 

      ( ) ( )
0

lim
k

V r k V r
k→

+ −
 = 

( )2 2

0

1 1
3 3lim

k

r k h r h

k

π π

→

+ −
 

  = 
2

0

2lim
3k

rkh k h
k

π π
→

+  

   = 
0

2lim
3k

rh khπ π
→

+  

   = 2
3
rhπ   ลูกบาศกหนวยตอหนวย 

  

P V 100V =

r

r

h

r h
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 2) ให V  แทน ปริมาตรของกรวยกลมตรงท่ีมีความสูง h   

  โดยรัศมีของฐานมีคาคงตัว เทากับ r   

  จะได  ( ) 21
3

V h r hπ=   

         อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรของกรวยกลมตรงเทียบกับสวนสูง ขณะสวนสูงยาว  

  h  หนวย เม่ือความยาวของรัศมีของฐานมีคาคงตัวเทากับ r  คือ 

  ( ) ( )
0

lim
k

V h k V h
k→

+ −
 = 

( )2 2

0

1 1
3 3lim

k

r h k r h

k

π π

→

+ −
 

  = 
2

0
lim

3k

r k
k

π
→

 

   = 
2

0
lim

3k

rπ
→

 

   = 
2

3
rπ    ลูกบาศกหนวยตอหนวย 

9. ให ( ) 2
kF r
r

=  

อัตราการเปลี่ยนแปลงของ F  เทียบกับ r  ขณะท่ี r  เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 0 คือ 

  ( ) ( )
0

lim
h

F r h F r
h→

+ −
 = ( )2 2

0
lim
h

k k
rr h

h→

−
+

 

   = 
( )

2

220

2lim
h

rkh kh
hr r h→

− −

+
 

   = 
( )220

2lim
h

rk kh
r r h→

− −

+
 

   = 3

2k
r

−     นิวตันตอเมตร 

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของ F  เทียบกับ r  ขณะท่ี r  เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 0 

คือ 3

2k
r

−     นิวตันตอเมตร 

  



     
     
     

    
 

390 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

10. จาก ( )s t แทนความสูงของปะการังเทียมจากระดับน้ําทะเล ณ เวลา t  หลังจากหยอน

ปะการังเทียมจากเฮลิคอปเตอร  

 ดังนั้น ( )5 0s =   หมายถึง ความสูงของปะการังเทียมจากระดับน้ําทะเลเทากับ 0 ณ เวลา 

5 วินาที   

        ( )5 27s′ = −   หมายถึง ณ เวลา 5 วินาที หลังจากหยอนปะการังเทียมจากเฮลิคอปเตอร 

อัตราการเปลี่ยนแปลงของความสูงของปะการังเทียมเปน 27− เมตรตอวินาที หรือเม่ือเวลา

เพ่ิมข้ึน ความสูงของปะการังเทียมลดลงดวยอัตรา 27 เมตรตอวินาที 

11.   1)     ( )f x′    =  
( )2 2

0

3 3
lim
h

x h x
h→

+ −
 

   = 
2

0

6 3lim
h

xh h
h→

+
 

   = ( )
0

lim 6 3
h

x h
→

+  

   = 6x   

 2)        ( )f x′    = 
( )3 3

0
lim
h

x h x
h→

+ −
 

   = 
2 2 3

0

3 3lim
h

x h xh h
h→

+ +
 

   = ( )2 2

0
lim 3 3
h

x xh h
→

+ +  

   = 23x   

 3)        ( )f x′    = 
0

1 1

lim
h

x h x
h→

  − + 
 

   = ( )0
lim
h

h
hx x h→

−
+  

   = ( )0

1lim
h x x h→

−
+  

   = 2

1
x

−   
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 4)        ( )f x′    = 
( )

11
33

0
lim
h

x h x
h→

+ −
 

   = 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 21 2 1
3 3 33 3 3

1 22 10
3 33 3

lim
h

x h x x h x h x x
h

x h x h x x
→

 
+ − + + + + 

⋅ 
 + + + + 

 

   = 
( )

( ) ( )
1 20 2 1
3 33 3

lim
h

x h x

h x h x h x x
→

 
 

+ − 
   + + + +   

  

 

   = 
( ) ( )

1 20 2 1
3 33 3

lim
h

h

h x h x h x x
→

 
 
 
   + + + +   

  

 

   = 
( ) ( )

1 22 10
3 33 3

1lim
h

x h x h x x
→

 
 
 
 + + + + 

 

   = 2
3

1

3x
  

12. 1) จาก  ( ) 2f x x x= −   

  จะได    ( )0f ′  = 
( ) ( )

0

0 0
lim
h

f h f
h→

+ −
  

   = 
( ) ( )

0

0
lim
h

f h f
h→

−
 

   = 
( )2

0

0
lim
h

h h
h→

− −
 

   = ( )
0

lim 1
h

h
→

−  

   = 1−   
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12. 2) จาก  ( ) 32 1f x x= +   

  จะได    ( )2f ′  = 
( ) ( )

0

2 2
lim
h

f h f
h→

+ −
 

   = 
( )( ) ( )( )3 3

0

2 2 1 2 2 1
lim
h

h

h→

+ + − +
 

   = 
( )( ) ( )( )2 3

0

2 8 12 6 1 2 8 1
lim
h

h h h

h→

+ + + + − +
 

   = 
2 3

0

24 12 2lim
h

h h h
h→

+ +
 

   = ( )2

0
lim 24 12 2
h

h h
→

+ +  
   = 24 

 3) จาก  ( ) 2

1f x
x

=   

  จะได  ( )1f ′ −  = 
( ) ( )

0

1 1
lim
h

f h f
h→

− + − −
   

   = 
( ) ( )2 2

0

1 1
1 1

lim
h

h
h→

−
− + −

 

   = 
( )

( ) ( )

2

20

1 1
lim

1 1h

h

h h→

− − +

− + −
 

   = 
( )
( )

2

20

1 1 2
lim

1h

h h

h h→

− − +

− − +
 

   = ( )

2

20

2lim
1h

h h
h h→

−

− − +
 

   = ( )20

2lim
1h

h
h→

−

− +
 

   = 
2
1

−
−  

 
   = 2 
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แบบฝกหัด 2.4  

1. 1) จาก                  y   = 3−   

  จะได           dy
dx

  = ( )3d
dx

−    

     = 0 

 2) จาก                  y   =  

  จะได           dy
dx

  = 3

3
d xx
dx

 + 
 

   

     = ( )3

3
d d xx
dx dx

 +  
 

  

     = ( ) ( )3 1
3

d dx x
dx dx

+   

     = 2 13
3

x +   

 3) จาก                  y   = 3 3 7x x− +   

  จะได           dy
dx

  = ( )3 3 7d x x
dx

− +    

     = ( ) ( ) ( )3 3 7d d dx x
dx dx dx

− +  

     = ( ) ( ) ( )3 3 7d d dx x
dx dx dx

− +  

     = 23 3 0x − +   
     = 23 3x −   

 4) จาก                  y   = 2 15 2x x x
x

− + + −   

     = 
1 1

2 2 25 2x x x x
−

− + + −  

  จะได           dy
dx

  = 
1 1

2 2 25 2d x x x x
dx

− 
− + + − 
 

   

     = ( ) ( )
1 1

2 2 25 2dy dy dy dyx x x x
dx dx dx dx

−   
− + + −   

   
 

     = ( ) ( )
1 1

2 2 25 2dy dy dy dyx x x x
dx dx dx dx

−   
− + + −   

   
 

3

3
xx +
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     = ( )
1 3
2 21 15 2 1 2

2 2
x x x

− −   − + + − −   
  

  

     = 1 110 1
2

x
x x x

− + + +   

 5) จาก                     s   = 
5 24 3 8t t t− + −   

  จะได            
ds
dt   = ( )5 24 3 8d t t t

dt
− + −  

     = ( ) ( ) ( ) ( )5 24 3 8d d d dt t t
dt dt dt dt

− + −  

     = ( ) ( ) ( ) ( )5 24 3 8d d d dt t t
dt dt dt dt

− + −  

     = ( ) ( )44 5 3 2 1 0t t− + −   

     = 420 6 1t t− +   
 6) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก     s   = ( )( )24 1 2t t t+ − +  

    จะได          
ds
dt   = ( )( )( )24 1 2d t t t

dt
+ − +   

     = ( ) ( ) ( ) ( )2 24 1 2 2 4 1d dt t t t t t
dt dt

+ − + + + + −  

     = ( )( ) ( )( )24 1 1 0 2 8 1 0t t t t+ − + + + + −  

     = ( ) ( )2 24 1 8 17 2t t t t+ − + + +  

     = 212 18 1t t+ +   

  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก     s   = ( )( )24 1 2t t t+ − +   

     = 3 24 9 2t t t+ + −   

    จะได          
ds
dt   = ( )3 24 9 2d t t t

dt
+ + −   

     = ( ) ( ) ( ) ( )3 24 9 2d d d dt t t
dt dt dt dt

+ + −    

     = ( ) ( )24 3 9 2 1 0t t+ + −   

     = 212 18 1t t+ +  
 7) จาก                      y   = ( )( )1 2x x x+ +   

  จะได                        
dy
dx   = ( )( )( )1 2d x x x

dx
+ +  
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     = ( )( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2d dx x x x x x
dx dx

+ + + + +   

     = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2 2 1 1 2 1d dx x x x x x x
dx dx

 + + + + + + + + 
 

  

     = ( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 0 2 1 0 1 2x x x x x+ + + + + + + +   

     = ( ) ( )21 2 3 2x x x x x+ + + + + +  

     = 2 22 3 3 1x x x x+ + + +  
     = 23 6 2x x+ +   
 8) จาก              y   = ( )( )2 24 3x x x− +   

  จะได                  
dy
dx   = ( )( )( )2 24 3d x x x

dx
− +  

     = ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 3 3 4d dx x x x x x
dx dx

− + + + −  

     = ( )( ) ( )( )2 24 2 0 3 4 2x x x x x− + + + −  

     = 3 24 12 6 12x x x− + − +   
 9)  จาก                     y   = ( )2 1x x +   

  จะได                       
dy
dx   = ( )( )2 1d x x

dx
+  

     = ( ) ( ) ( )2 21 1d dx x x x
dx dx

+ + +  

     = ( ) ( )( )22 0 1 1x x x+ + +   

     = 23 1x +   

 10)  จาก                    y   = 
3 2x
x
+   

  จะได                         
dy
dx   = 

3 2d x
dx x

 +
 
 

 

     = 
( ) ( ) ( )3 3

2

2 2d dx x x x
dx dx

x

+ − +
 

     = 
( ) ( )( )2 3

2

3 0 2 1x x x
x

+ − +
  

     = 
3

2

2 2x
x
−
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 11) จาก                     y   = 2

3
3 1x +

  

  จะได                       
dy
dx   = 2

3
3 1

d
dx x

 
 + 

 

     = 
( ) ( ) ( )

( )

2 2

22

3 1 3 3 3 1

3 1

d dx x
dx dx

x

+ − +

+
 

     = 
( )( ) ( )( )

( )

2

22

3 1 0 3 3 2 0

3 1

x x

x

+ − +

+
 

     = 
( )22

18

3 1

x

x
−

+
 

 12) จาก                     y   = 1 3
1 3

x
x

+
−

  

  จะได                       
dy
dx   = 

1 3
1 3

d x
dx x

+ 
 − 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 3 1 3 1 3 1 3

1 3

dy dyx x x x
dx dx

x

− + − + −

−
  

     = 
( )( ) ( )( )

( )2

1 3 0 3 1 3 0 3
1 3

x x
x

− + − + −

−
  

     = 
( ) ( )

( )2

3 9 3 9
1 3
x x

x
− + +

−
 

     = 
( )2

6
1 3x−

 

 13) จาก                    s   = 2

112t
t

 − 
 

  

  จะได                        
ds
dt   = 2

112d t
dt t
  −  
  

 

     = ( )2 2

1 112 12d dt t
dt t t dt
   − + −   
   

  

     = ( ) ( )2
2

112 12d dt t t
dt t dt

−  − + − 
 
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     = ( )( ) ( )3
2

10 2 12 1t t
t

−  − − + − 
 

  

     = 3 2

2 112t
t t

   + −   
   

  

     = 2

1 12
t
+   

 14)  จาก                  y    = 
5 2

2

3 5 2x x x
x

− + −   

  จะได                    
dy
dx   = 

5 2

2

3 5 2d x x x
dx x

 − + −
 
 

 

     = 
( ) ( ) ( )

( )

2 5 2 5 2 2

22

3 5 2 3 5 2d dx x x x x x x x
dx dx

x

− + − − − + −
  

     = 
( ) ( )( )2 4 5 2

4

5 6 5 0 3 5 2 2x x x x x x x
x

− + − − − + −

     = 
( ) ( )6 3 2 6 3 2

4

5 6 5 2 6 10 4x x x x x x x
x

− + − − + −
 

     = 
6 2

4
3 5 4x x x

x
− +

 

     = 2
2 3

5 43x
x x

− +   

 15) จาก                      s    = 
65 3t t

t
+ −   

  จะได                        
ds
dt   = 

65 3d t t
dt t
 + −
 
 

 

     = 
( ) ( ) ( )

( )

6 6

2

5 3 5 3d dt t t t t t
dt dt

t

+ − − + −
 

     = 
( )( ) ( )

( )

1
5 6 2

2

130 1 0 5 3
2

t t t t t

t

− 
+ − − + −  

    
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     = 

1
11 1 11 12
2 2 2 25 330

2 2 2
tt t t t

t

−
+ − − +

 

     = 
455 1 3
2 2 2
t t

t t t
+ +  

 16) จาก                    y    = ( )3
2

1 1 3 27x
x x

 + + 
 

  

  จะได                         
dy
dx   = ( )3

2

1 1 3 27d x
dx x x

  + +  
  

 

     = ( ) ( )3 3
2 2

1 1 1 13 27 3 27d dx x
x x dx dx x x

   + + + + +   
   

 

     = ( ) ( )2 3
2 2 3

1 1 1 29 0 3 27x x
x x x x

   + + + + − −   
   

 

     = 2 3
27 546 3x
x x

+ − −  

 17) จาก               y   = 2

4 1
5

x
x

+
−

  

  จะได                       
dy
dx   = 2

4 1
5

d x
dx x

+ 
 − 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

22

5 4 1 4 1 5

5

d dx x x x
dx dx

x

− + − + −

−
 

     = 
( )( ) ( )( )

( )

2

22

5 4 0 4 1 2 0

5

x x x

x

− + − + −

−
  

     = 
( )
2

22

4 2 20

5

x x

x

+ +
−

−
   

 18)  จาก     

 จะได 

      

   

y = ( )53 2 1x x
x

−+  + 
 

dy
dx

= ( )53 2 1d x x
dx x

− +  +  
  

= ( ) ( )5 53 2 3 21 1x d d xx x
x dx dx x

− −+ +   + + +   
   
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         =   ( )( ) ( )( )7 7 23 2 5 2x x x x− − −+ − + + −  

         =   6 7 7 215 10 2 2x x x x− − − −− − − −  

   

 19)  จาก     

 จะได    

     

     

     

 20)  จาก     

 จะได 

                 

   

= ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 5
2

3 2 3 23 2 5 0 1

d dx x x xx dx dxx x
x x

− −

 + − + +  − + + +   
   

 

= ( ) ( ) ( ) ( )( )6 5
2

3 0 3 2 13 2 5 1
x xx x x

x x
− −  + − + +  − + +   

   

= 2 6 7
2 15 12
x x x

− − −

y =
3

2x +
dy
dx

=
3

2
d
dx x

 
 + 

=
( ) ( ) ( )

( )2

2 3 3 2

2

d dx x
dx dx

x

+ − +

+

=

( )( )

( )

1
2

2

12 0 3 0
2

2

x x

x

− 
+ − +  

 

+

=
( )2

3

2 2x x
−

+

y = ( )7 2 12
1

xx x
x
− −  + 

dy
dx

= ( )7 2 12
1

d xx x
dx x

 − −   +  

= ( ) ( )7 2 7 21 12 2
1 1

d x x dx x x x
dx x x dx

− −   − + −   + +   
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     =  
( )( ) ( )( )( )

( )

7 2 6

2

2 2 1 14 2 1

1

x x x x x x

x

− + − − +

+
 

             

2. 1) จาก        

 จะได        

     

     

 ดังนั้น          

 2) จาก    

 จะได        

     
 ดังนั้น          
  

= ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )7 2 6

2

1 1 1 1 12 14 2
11

d dx x x x xdx dxx x x x
xx

 + − − − +  − − + −   + + 
 

= ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )7 2 6
2

1 1 0 1 1 0 12 14 2
11

x x xx x x x
xx

 + − − − + −  − + −   + + 

=
( )

8 7 6 3 2

2
14 4 14 2 2 2

1
x x x x x x

x
+ − − − +

+

( )f x = 3 12x
x

− =
1

3 22x x
−

−

( )f x′ =
1

3 22d x x
dx

− 
−  

 

=
3

2 216
2

x x
− − − 

 

= 2
3
2

16
2

x
x

+

( )1f ′ = ( )
( )

2
3
2

16 1
2 1

+ =
13
2

( )f x = 5 3 21 1 1 4 5
5 3 2

x x x x− + − +

( )f x′ = 5 3 21 1 1 4 5
5 3 2

d x x x x
dx

 − + − + 
 

= 4 2 4x x x− + −
( )1f ′ = 4 21 1 1 4− + − = 3−
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 3) จาก    

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น 

      =  

 4) จาก          

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น       =  

  

( )f x = ( )( )2 22 – 3 1 –x x x x+

( )f x′ = ( )( )( )2 22 – 3 1 –x x
dx

xd x+

= ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 – 3 1 – – 2 – 3 1x x x x x x x xd d
dx dx

++ +

= ( )( ) ( )( )2 22 – 3 1 1– 2 – 4 – 3 0x x x x x x++ +

= ( )( ) ( )( )2 22 – 3 1 1– 2 – 4 – 3x x x x x x+ +

( )1f ′ − = ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 22 1 – 3 1 1 1– 2 1 1 – 1 4 1 – 3− − + − − − −+ 32

( )f x =
2 1

1
x

x
−
+

( )f x′ =
2 1

1
d x
dx x

− 
 + 

=
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 2 1 2 1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ − − − +

+

=
( )( ) ( )( )

( )2
1 2 0 2 1 1 0

1
x x

x
+ − − − +

+

=
( )2

3
1x +

( )2f ′ =
( )2

3
2 1+

1
3
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3. 1) จาก       

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น        

     

     

 2) จาก         

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น        

     

     

 

( )g x = ( )x f x = ( )
1
2x f x

( )g x′ = ( )
1
2d x f x

dx
 
  
 

= ( )( ) ( )
1 1
2 2d dx f x f x x

dx dx
 

+   
 

= ( ) ( )
1
21

2
x f x f x x

− 
′ +   

 

= ( ) ( )
2
f x

x f x
x

′ +

( )4g′ = ( ) ( )4
4 4

2 4
f

f ′ +

= ( ) 34 5
2 4

− +

=
37
4

−

( )g x =
( )f x
x

( )g x′ =
( )f xd

dx x
 
 
 

=
( )( ) ( ) ( )

2

d dx f x f x x
dx dx

x

−

=
( ) ( )( )

2
1x f x f x

x
′⋅ −

=
( ) ( )

2
x f x f x

x
′⋅ −

( )4g′ =
( ) ( )

2
4 4 4

4
f f′⋅ −

=
( )

2
4 5 3

4
⋅ − −

=
23
16

−
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4. 1) จาก    

 จะได        

     

 ดังนั้น       

     
     

 2) จาก         ( )
( )

3
f x
g x

= +  

 จะได       ( )
( )

3
f xd

dx g x
 

+  
 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

g x f x f x g x

g x

′ ′−
 

 ดังนั้น      ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

2 2 2 2

2

g f f g

g

′ ′−
 

    ( )( ) ( )( )
( )2

2 1 1 0

2

− −
 

     

5. จาก                          

 จะได                        

        
 จาก                   ( )0P′        

 จะได                   

 นั่นคือ                            

 จะไดวา                     ( )P x′   2 3ax −  

 จาก                           

 จะได                   

( )F x = ( ) ( )2 4f x g x+

( )F x′ = ( ) ( )( )2 4f xd
x

x
d

g+

= ( ) ( )2 4f x g x′ ′+

( )2F ′ = ( ) ( )2 2 4 2f g′ ′+

= ( ) ( )2 1 4 0− +
= 2−

( )F x =
( ) ( )

( )
3f x g x

g x
+

( )F x′ =

=

( )2F ′ =

=

=
1
2

−

( )P x = 2ax bx c+ +

( )P x′ = ( )2d ax bx c
dx

+ +

= 2ax b+
= 3−

( )2 0a b+ = 3−

b = 3−

=

( )1P′ = 1−

( )2 1 3a − = 1−
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 นั่นคือ                             

 จะไดวา                   ( )P x′   2 3x −  

 และ                        ( )P x   2 3x x c− +  

 จาก                          

 จะได          ( ) ( )21 3 1 c− +       

 นั่นคือ                             

 ดังนั้น                        

6. 1) จาก           เม่ือ x  แทนจํานวนวันตั้งแตเริ่มตนงานมหกรรมลดราคา 

 และ ณ เวลาเริ่มตนมหกรรมลดราคา ซ่ึง 0x =   

 จะได               =  18.125  

ดังนั้น  จํานวนสินคา ณ เวลาเริ่มตนมหกรรมลดราคา มีอยูประมาณ  ชิ้น 

 2) จะได       9.722≈  

ดังนั้น  จํานวนสินคาคงเหลือในวันท่ี  มีประมาณ  ชิ้น 

จาก         

     

     

     

จะได       0.373≈ −  

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาในวันท่ี  คือ 37−  ชิ้นตอวัน    
  

a = 1

=

=

( )1P = 1

= 1

c = 3

( )P x = 2 3 3x x− +

( )s x =
3 145

8
x
x
+
+

( )0s =
( )3 0 145

0 8
+
+

1,813

( )10s =
( )3 10 145
10 8

+
+

10 972

( )s x′ =
3 145

8
d x
dx x

+ 
 + 

=
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

8 3 145 3 145 8

8

d dx x x x
dx dx

x

+ + − + +

+

=
( )( ) ( )( )

( )2
8 3 0 3 145 1 0

8
x x

x
+ + − + +

+

=
( )2

121
8x

−
+

( )10s′ =
( )2

121
10 8

−
+

10
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 3) จะได       8.261≈  

ดังนั้น  จํานวนสินคาคงเหลือในวันท่ี  มีประมาณ  ชิ้น 

จาก          

จะได       0.229≈ −  

     

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาในวันท่ี  คือ 23−  ชิ้นตอวัน 

 4) จะได       0.667≈  

ดังนั้น  จํานวนสินคาคงเหลือในวันท่ี  มีประมาณ  ชิ้น 

จาก          

จะได        0.111≈ −  

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาในวันท่ี  คือ 11−  ชิ้นตอวัน 

5) จาก ( )S x′   =   
( )2

121
8x

−
+

 

 และ ( )28 0x + >  สําหรับทุก x∈ 

ดังนั้น  ( ) 0S x′ <  สําหรับทุก x∈ 

จะเห็นวาอัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาคงเหลือเปนจํานวนลบ หมายความ

วาจํานวนสินคาท่ีเหลือจะลดลงเม่ือจํานวนวันเพ่ิมข้ึน  

นั่นคือ มีลูกคาเขามาอุดหนุนสินคาอยูตลอด 

 แตอัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาคงเหลือจาก 2), 3) และ 4) จะเห็นวา  
121 121 1
324 529 9

> >    

( )15s =
( )3 15 145
15 8

+
+

15 826

( )s x′ =
( )2

121
8x

−
+

( )15s′ =
( )2

121
15 8

−
+

=
121
529

−

15

( )25s =
( )3 25 145

25 8
+
+

25 667

( )s x′ =
( )2

121
8x

−
+

( )25s′ =
( )2

121
25 8

−
+

25
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   แสดงวาการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาคงเหลือลดลงเม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน 

               นั่นคือ ยอดขายสินคาของรานนี้ลดลง เม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน 

               ดังนั้น ในชวงวันท่ี 10 ถึงวันท่ี 25 รานคานี้ขายสินคาไดทุกวัน แตขายไดนอยลงเม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน  

7. ให P  แทนรายรบัรวม (หนวยเปนบาท) ท่ีไดจากการขายสินคาหลังจากปปจจุบนั  

จะไดวา ( )P P x=  

 n  แทนจํานวนสินคาท่ีขายได (หนวยเปนชิ้น) ในปท่ี  ปหลังจากปปจจุบัน 

 ( )q x  แทนราคาของสินคา (หนวยเปนบาท) ในปท่ี  ปหลังจากปปจจุบัน 

 จะได      ( )n x    =  200,000 6,000x−   

      ( )q x    =  250 10x+   

      และ     ( )P x   =  ( ) ( )n x q x⋅  =  ( )( )200,000 6,000 250 10x x− +   

 จะได                      ( )P x    = ( )( )( )200,000 6,000 250 10d x x
dx

− +  

                                                         =   ( )( ) ( )( )200,000 6,000 10 250 10 6,000x x− + + −  

 นั่นคือ                  ( )3P′    =   ( )( )( ) ( )( )( )200,000 6,000 3 10 250 10 3 6,000− + + −  
   = 140,000 
 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของรายรับรวมท่ีไดจากการขายสินคาชนิดนี้ในปท่ี 3 คือ 

140,000 บาท 
 

x

x
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แบบฝกหัด 2.5  

1. 1) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 2) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 3) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  
  

2 3u x= +

( )5 52 3y ux += =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )5 2 3d du x
du dx

⋅ +

( )( )45 2u

( )410 2 3x +

1– 3u x=

( )3 31– 3xy u= =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )3 1– 3d d xu
du dx

⋅

( )( )23 3u −

( )29 1– 3x−
23 – 4u x=

( )2 44
3 – 4xy u= =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )24 3 – 4d du
du dx

x⋅

( )( )34 –8u x

( )2 3
3 –32 4x x−
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 4) ให           

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 5) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 6) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

  

22 – 3 4x xu +=

( )2 33
2 – 3 4y x ux += =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )23 2 – 3 4d du
du dx

x x+⋅

( )( )23 –3 8u x+

( ) ( )2 2
2 – 3 4 –3 83 x x x+ +

3 – 2u x x=

( )3 44
– 2y x x u= =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )4 3 – 2d du
du d

x
x

x⋅

( )( )3 24 3 – 2u x

( ) ( )3 234 – 2 3 – 2x x x

1 2u x= −
1
21 2y x u= − =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1
2 1 2d du x

du dx
 

⋅ −  
 

( )
1
21 2

2
u
− 

−  
 

1
1 2x

−
−
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 7) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 8) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 9) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

  

23 2u x= +
1

2 23 2y x u= + =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

22 3 2d du x
du dx

 
⋅ +  

 

( )
1
21 6

2
u x
− 

  
 

2

3
3 2

x
x +

2 3u x= −
1

3 2 33y x u= − =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

23 3d du x
du dx

 
⋅ −  

 

( )
2
31 2

3
u x
− 

  
 

( )
2

2 3

2

3 3

x

x −

22 – 1u t  =

( )2 33
2 – 1 s ut

− −= =

ds
dt

ds du
du dt

⋅

( ) ( )3 22 – 1d du
du d

t
t

 − ⋅

( )( )4 43 tu−−
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    =  

    =  
( )42

12

2 1

t

t
−

−
 

 10)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 11)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

  

( )2 4
1 2 – 12t t  

−
−

2 3 2u t t= − +

( )
2

22

1

3 2
s u

t t
−= =

− +

ds
dt

ds du
du dt

⋅

( ) ( )2 2 3 2d du t t
du dt

− ⋅ − +

( )( )32 2 3u t−− −

( )
( )32

2 2 3

3 2

t

t t

−
−

− +

2 2u x x= +
1
2

2

1
2

y u
x x

−
= =

+
dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

22 2d du x x
du dx

− 
⋅ +  

 

( )
3
21 2 2

2
u x
− 

− +  
 

( )
3

2 2

1

2

x

x x

+
−

+
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 12)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 13)  จาก         =  

 จะได         =  

   =  

   =  

  พิจารณา ( )33d x
dx

−  

  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได      =  

    =  

    =  

 ดังนั้น                                 =  

    =  

    =  

2 2 3u x x= − +
1
3

3 2

1
2 3

y u
x x

−
= =

− +
dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

23 2 3d du x x
du dx

− 
⋅ − +  

 

( )
4
31 2 2

3
u x
− 

− −  
 

( )
4

2 3

2 2

3 2 3

x

x x

−
−

− +

y ( ) ( )3– 3 2 1x x +

dy
dx

( ) ( )( )3– 3 2 1xd
dx

x +

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3– 3 2 1 2 1 – 3x x xd d
dx dx

x++ +

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3– 3 2 2 1 – 3x x
dx

xd
++

– 3u x=

( )3 3– 3x u=

( )( )3– 3d
dx

x ( ) ( )3 – 3d du
d dx

x
u

⋅

( )( )23 1u

( )23 – 3x
dy
dx

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3– 3 2 2 1 – 3x x
dx

xd
++

( ) ( ) ( ) ( )( )23– 3 2 –2 31 3x x x++

( )( )28 3 – 3x x−
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 14)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได  =   

    =   

    =   

    =  
 

    =  
( )

2

2
2 1 43
1 2 1 2

x
x x

 +      −  − 
 

    =   

 15)  จาก       =  

 จะได         =  

   =  

  พิจารณา ( )32 3d x
dx

+  

  ให         

  ดังนั้น  

2 1
1 2

xu
x

+
=

−
3

32 1
1 2

xy u
x

+ = = − 
dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )3 2 1
1 2

d d xu
du dx x

+ ⋅  − 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

2

1 2 2 1 2 1 1 2
3

1 2

d dx x x x
dx dxu

x

 − + − + − 
 

− 
 

( )( ) ( )( )
( )

2

2
1 2 2 2 1 22 13

1 2 1 2
x xx

x x

 − − + −+      −  − 

( )
( )

2

4
12 2 1

1 2
x

x
+

−

y ( )
( )

3

82

2 3

4 1

x

x

+

−

dy
dx

( )
( )

3

82

2 3

4 1

xd
dx x

 + 
  − 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

8 83 32 2

282

4 1 2 3 2 3 4 1

4 1

d dx x x x
dx dx

x

− + − + −

−

2 3u x= +

( )3 32 3x u+ =
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 โดยกฎลูกโซ จะได    =  

    =  

    =  

  พิจารณา ( )824 1d x
dx

−  

  ให        24 1y x= −   

  ดังนั้น ( )82 84 1x y− =   

 โดยกฎลูกโซ จะได   = ( ) ( )8 24 1d dy x
dx dx

⋅ −   

    = ( )( )78 8y x   

    = ( )7264 4 1x x −   

 ดังนั้น        =  

   = 

 

   =  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

7 22 2

162

4 1 2 3 6 4 1 2 3 64

4 1

x x x x x

x

− + − − +

−
 

   =  
( ) ( )

( )

2 2 2

92

2 3 24 6 128 192

4 1

x x x x

x

+ − − −

−
  

   =  
( ) ( )

( )

2 2

92

2 3 104 192 6

4 1

x x x

x

+ − − −

−
 

   =  

  

( )( )32 3d x
dx

+ ( ) ( )3 2 3d du x
du dx

⋅ +

( )( )23 2u

( )26 2 3x +

( )( )824 1d x
dx

−

dy
dx

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

8 83 32 2

282

4 1 2 3 2 3 4 1

4 1

d dx x x x
dx dx

x

− + − + −

−

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

8 72 32 2

282

4 1 6 2 3 2 3 64 4 1

4 1

x x x x x

x

− + − + −

−

( )( )

( )

22

92

2 52 96 3 2 3

4 1

x x x

x

+ + +
−

−
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2. วิธีท่ี 1  จาก         =  

 จะได                 =  

      =  

      =  
( )( ) ( )

( )

2

22

1 1 2 0

1

x x x

x

+ − +

+
 

      =  

 จาก    =  

 ให  =  

 จะไดวา ( )
1
23 1g x x u= − =  

 โดยกฎลูกโซ  จะได           = dg du
du dx

⋅  

      = ( )
1
2 3 1d du x

du dx
 

⋅ −  
 

 

      =  

      =  

 เนื่องจาก                 =  

โดยกฎลูกโซ  จะได           = ( ) ( )fog x′  

     =  

    =  

( )f x 2 1
x

x +

( )f x′ 2 1
d x
dx x

 
 + 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

22

1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ − +

+

( )
2

22

1

1

x

x

−

+

( )g x 3 1x −

u 3 1x −

( )g x′

( )
1
21 3

2
u
− 

  
 

3
2 3 1x −

( )F x ( )( )f g x

( )F x′

( )( )
( )( )( )

2

22

1 3
2 3 11

g x
xg x

−
⋅

−+

( )
( )

2

22

1 3 1 3
2 3 13 1 1

x

xx

− −
⋅

− − + 
 
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    =  

 วิธีท่ี 2  จาก            =   

      =     ( )3 1f x −  

      =  

      =  

 ดังนั้น                 =  

      =  

      =  

 ให  =  

 จะไดวา 
1
23 1x u− =  

 โดยกฎลูกโซ จะได  =  

      =  

      =  

 ดังนั้น               =  

      = 2

33 3 3 1
2 3 1

9

x x
x

x

 
− − 

−         

               =   ( )
( )2

9 6 3 1

9 2 3 1

x x

x x

− −

−
                 

2
2 3

6 3 1
x

x x
−

−

( )F x ( )( )f g x

( )2
3 1

3 1 1

x

x

−

− +

3 1
3
x
x
−

( )F x′ 3 1
3

d x
dx x

 −
  
 

( ) ( )

( )2

3 3 1 3 1 3

3

d dx x x x
dx dx

x

− − −

( ) ( )
2

3 3 1 3 1 3

9

dx x x
dx

x

− − −

u 3 1x −

( )3 1d x
dx

− ( ) ( )3 1d du x
du dx

⋅ −

( )
1
21 3

2
u
− 

  
 

3
2 3 1x −

( )F x′
( ) ( )

2

3 3 1 3 1 3

9

dx x x
dx

x

− − −
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      =   ( )2

6 9
9 2 3 1

x
x x

−

−
 

      =  

3. จาก     =  

 โดยกฎลูกโซ  จะได            =  

 ดังนั้น    =  

    =  
    = 9 5×   
    =  

4. จาก   =  ( )1x g x−  

 จะได                  =  

      =  

      =  

 จาก   =  

โดยกฎลูกโซ  จะได           =  

ดังนั้น            =  

    =  

    = ( ) ( )
2

3 3 3
9

3
g g′ − 

⋅ 
 

 

    = ( )
2

3 8 2
9

3
 − 

⋅ 
 

 

    = 22 
  

2
2 3

6 3 1
x

x x
−

−

( )F x ( )( )f g x

( )F x′ ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅

( )2F ′ ( )( ) ( )2 2f g g′ ′⋅

( )4 5f ′ ⋅

45

( )f x
( )g x
x

( )f x′ ( )g xd
dx x

 
 
 

( )( ) ( ) ( )
2

d dx g x g x x
dx dx

x

−

( ) ( )
2

x g x g x
x

′⋅ −

( )F x ( )( )f g x

( )F x′ ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅

( )2F ′ ( )( ) ( )2 2f g g′ ′⋅

( )3 9f ′ ⋅
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5. 1) จาก        =  

 จะได         =  

   =  

   =  

   =  

  จาก        =   =  

 จะได         =  

   =  

   =  

 2) โดยกฎลูกโซ จะได                 =  

    =  

    =  

  

( )x t
2

2
300
1

t
t+

dx
dt

2

2
300
1

d t
dt t
 
 + 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2

22

1 300 300 1

1

d dt t t t
dt dt

t

+ − +

+

( )( ) ( )

( )

2 2

22

1 600 300 2

1

t t t t

t

+ −

+

( )22

600

1

t

t+

( )P x 2 20x −
1
22 20x −

dP
dx

1
22 20d x

dx
 

−  
 

1
212 0

2
x
− 

−  
 
1
x

dP
dt

dP dx
dx dt

⋅

( )22

1 600

1

t
x t
⋅

+

( )22 2

2

1 600
300 1
1

t
t t
t

⋅
+

+
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 ดังนั้น                              =  

                                =   ( )
( )
600 2

2 10 3
25

5
⋅

 

    =  

6. ให    =  

 จาก   =   =    

 โดยกฎลูกโซ จะได           
  

 =  

      =  

      =  

      =  

จากท่ี t  แทนจํานวนชั่วโมง จะไดวา 0t >  นั่นคือ   จะไดวา อัตราการ

เปลี่ยนแปลงของจํานวนแบคทีเรียเปนบวก นั่นคือ แบคทีเรียมีจํานวนเพ่ิมข้ึนเม่ือเวลาผาน

ไปโดยอยูในรูปกําลังสี่ของเวลา   

ดังนั้น  ( )45 10dN t
dt

= +  และแบคทีเรียมีจํานวนเพ่ิมข้ึนเม่ือเวลาผานไปโดยอยูในรูปกําลังสี่

ของเวลา   
  

2t

dP
dt = ( )

( )
( )22 2

2

600 21

1 2300 2
1 2

⋅
+

+

4 15
5

u 10t +

( )N t ( )510t + 5u

dN
dt

dN du
du dt

⋅

( ) ( )5 10d du t
du dt

⋅ +

( )( )45 1u

( )45 10t +

( )45 10 0t + >
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7. ให     =   

 เนื่องจาก        =   
216

6 6 21610 1 10
1200

r u + = 
 

   

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

      =  

      =  

      =  

 ดังนั้น            

                   

                     

ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนเงินในบัญชีของวนิดา เทียบกับอัตราดอกเบี้ย 1.5%, 

2.5% และ 3% ตอป คือ , และ 

ตามลําดับ 

u 1
1200

r
+

( )A r

( )A r′ dA du
du dr

⋅

( )6 21610 1
1200

d d ru
du dr

 ⋅ + 
 

( )( )6 215 110 216
1200

u  
 
 

215

180,000 1
1200

r + 
 

( )1.5A′ =
2151.5180,000 1

1200
 + 
 

( )2.5A′ =
2152.5180,000 1

1200
 + 
 

( )3A′ =
2153180,000 1

1200
 + 
 

2151.5180,000 1
1200

 + 
 

2152.5180,000 1
1200

 + 
 

2153180,000 1
1200

 + 
 
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แบบฝกหัด 2.6  

1. 1) จาก  2 3y x x= −  

     จะได        ( )2 3 2 3dy d x x x
dx dx

= − = −   

  ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ 
3

3
x

dy
dx =

=  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน 3 

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ   

นั่นคือ  

 2) จาก  25 6y x= −   

 จะได         ( )25 6 10dy d x x
dx dx

= − =  

 ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ 
2

20
x

dy
dx =

=   

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน 20   

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ   

นั่นคือ  

 3) จาก  2y x x= −   

     จะได       ( )2 1 2dy d x x x
dx dx

= − = −      

 เม่ือ    จะได   

   ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด 1 1,
2 4

 
 
 

 คือ 
1
2

0
x

dy
dx =

=  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1
2

x =   เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1
2

x =  คือ   

นั่นคือ  

( )3, 0

( )3, 0 ( )3, 0

( )3, 0 ( )0 3 3y x− = −

3 9y x= −

( )2, 14

( )2, 14 ( )2, 14

( )2, 14 ( )14 20 2y x− = −

20 26y x= −

1
2

x =
21 1 1

2 2 4
y  = − = 

 

1 1,
2 4

 
 
 

0

1 10
4 2

y x − = − 
 

1
4

y =
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 4) จาก  
2 2xy
x
+

=   

     จะได         dy
dx

  =   
2 2d x

dx x
 +
 
 

   =   ( )12d x x
dx

−+   =   21 2x−−  

   เม่ือ    จะได    

     ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1,3  คือ 
1

1
x

dy
dx =

= −  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1x =  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1x =  คือ   

นั่นคือ  

 5)   จาก 3 23 4y x= −  

       ให      u  =  23 4x −  

     ดังนั้น   y   =  
1
3u   

  โดยกฎลูกโซ จะได        dy
dx

    =  dy du
du dx

⋅   

                                                      =    ( )
1

23 3 4d du x
du dx

 
⋅ −  

 
 

                                                      =    ( )
2
31 6

3
u x
− 

  
 

 

                                                      =    
( )223

2

3 4

x

x −
 

  ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )2,2−  คือ 
2

1
x

dy
dx =−

= −    

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )2,2−  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )2,2−  และมีความชัน 1−    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )2,2−   คือ ( ) ( )( )2 1 2y x− = − − −   

นั่นคือ y x= −  

1x =
21 2 3
1

y +
= =

( )1, 3 1−

( )3 1y x− = − −

4y x= − +
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 6)   จาก 
( )22

5

1
y

x x
=

− −
 

       ให      u  =  2 1x x− −  

     ดังนั้น  y   =  2
5

u
  

  โดยกฎลูกโซ จะได        dy
dx

   =   dy du
du dx

⋅   

                                                      =    ( )2
2

5 1d d x x
du dxu

  ⋅ − − 
 

 

                                                      =    ( )3
10 2 1x
u

 − − 
 

 

                                                      =    
( )

( )32

10 2 1

1

x

x x

−
−

− −
  

  ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด 
13,
5

 
 
 

 คือ 
3

2
5x

dy
dx =

= −    

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด 
13,
5

 
 
 

 เปนเสนตรงท่ีผานจุด 
13,
5

 
 
 

 และมีความชัน 2
5

−    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด 
13,
5

 
 
 

 คือ ( )1 2 3
5 5

y x − = − − 
 

  

นั่นคือ 
2 7
5 5

y x= − +  

2. เนื่องจาก กราฟของ  ขนานกับเสนสัมผัสเสนโคง  ท่ีจุด  

 ดังนั้น เสนตรง  มีความชันเทากับความชันของเสนสัมผัสเสนโคง   

 ท่ีจุด  

        จะได   2(3 8) 6dy d x x
dx dx

= + =     

 ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ 
1x

dy
dx =

   

 เนื่องจาก  ความชันของเสนตรง  คือ   

 ดังนั้น   
  

y ax= 23 8y x= + ( )1, 11

y ax= 23 8y x= +

( )1, 11

( )1, 11 = 6

y ax= a

6a =
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3. 1)   จากเง่ือนไขของโจทย สามารถเขียนกราฟของเสนตรง 1  และกราฟของฟงกชัน f   

  ไดมากกวาหนึ่งแบบ แตในท่ีนี้จะนําเสนอเปนแนวทางตัวอยางเพียงแบบเดียวเทานั้น  

 
 

 2) จากเง่ือนไขของโจทย สามารถเขียนกราฟของเสนตรง 2  และกราฟของฟงกชัน g   

  ไดมากกวาหนึ่งแบบ แตในท่ีนี้จะนําเสนอเปนแนวทางตัวอยางเพียงแบบเดียวเทานั้น 
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 3)   จากเง่ือนไขของโจทย สามารถเขียนกราฟของเสนตรง 3  และกราฟของฟงกชัน h   

  ไดมากกวาหนึ่งแบบ แตในท่ีนี้จะนําเสนอเปนแนวทางตัวอยางเพียงแบบเดียวเทานั้น 

 
 
4.  เนื่องจาก   คือ ความชันของเสนโคง  ท่ีจุด  

 และเสนตรง  เปนเสนสัมผัสเสนโคง  ท่ีจุด  

 ดังนั้น    คือความชันของเสนตรง   

 นั่นคือ   

5. เนื่องจาก   คือ ความชันของเสนโคง  ท่ีจุด   และ   

 ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ    

นั่นคือ  

6.  เนื่องจาก  2y x x= − +   

 จะได  ( )2 1 2dy d x x x
dx dx

= − + = − +    

ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  1 2
x a

dy a
dx =

= − +   

 เนื่องจาก  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  

 ดังนั้น  1 2 3a− + =    

 นั่นคือ  2a =      

( )2f ′ ( )y f x= ( )( )2, 2f

3 1x y− = ( )y f x= ( )( )2, 2f

( )2f ′ 3 1x y− =

( )2 3f ′ =

( )3f ′ ( )y f x= ( )( )3, 3f ( )3 1f = −

( )3, 1− 5

( )3, 1− ( )3, 1− 5

( )3, 1− ( ) ( )1 5 3y x− − = −

5 16y x= −

( ),a b

( ),a b 3
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 เนื่องจาก  เสนโคง  ผานจุด  

 ดังนั้น   2 22 2 2b a a= − + = − + =           

 จะได   และ  

7.  เนื่องจาก  23 5y x= −   

 จะได  ( )23 5 6 0 6dy d x x x
dx dx

= − = − =     

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ ( )
1

6 1 6
x

dy
dx =

= =   

 เนื่องจาก  เสนตรง y mx c= +  ขนานกับเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 2−   

 ดังนั้น  เสนตรง y mx c= +  มีความชัน 6 และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 นั่นคือ 6m =  และ c  เปนจํานวนจรงิใด ๆ 

8.  เนื่องจาก  3y x=    

 จะได   ( )3 23dy d x x
dx dx

= =    

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ ( )2

1

3 1 3
x

dy
dx =

= =   

 จะไดวา เสนตรงท่ีตองการมีความชัน 3 และผานจุด ( )2, 3     

      ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีตองการ คือ  ( )3 3 2y x− = −   นั่นคือ 3 3y x= −  

9. ให  ( ),a b  เปนจุดบนเสนโคง  3 3y x x= −  ซ่ึงเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดนี้ขนานกับแกน  

 เนื่องจาก  3 3y x x= −      

 จะได   ( )3 23 3 3dy d x x x
dx dx

= − = −   

ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  23 3
x a

dy a
dx =

= −   

เนื่องจาก เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( ),a b  ขนานกับแกน X   

ดังนั้น เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( ),a b  มีความชันเปน 0 

 นั่นคือ  23 3 0a − =                        

 จะได 1a = −   หรือ  1a =    

 เนื่องจาก  ( ),a b   เปนจุดบนเสนโคง 3 3y x x= −  

2y x x= − + ( ),a b

2a = 2b =

( )1, 2−

( )1, 1

X

( ),a b
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 ดังนั้น  3 3b a a= −   

 ดังนั้น เม่ือ 1a = −  จะได  ( ) ( )31 3 1 2b = − − − =    

 และ เม่ือ 1a =  จะได  ( )31 3 1 2b = − = −   

ดังนั้น จุดบนเสนโคง 3 3y x x= −  ซ่ึงเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดนี้ขนานกับแกน X  คือ 

 และ  

10. ให    เปนจุดบนเสนโคง  ซ่ึงเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดนี้มีความชัน  

 เนื่องจาก   4y x=  

 จะได   ( )4 34dy d x x
dx dx

= =      

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  34
x a

dy a
dx =

=  

 เนื่องจาก เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  มีความชัน  

 ดังนั้น  3 14
2

a =   

 นั่นคือ  1
2

a =   

 เนื่องจาก    เปนจุดบนเสนโคง  

 ดังนั้น  
4

4 1 1
2 16

b a  = = = 
 

    

จะไดวา เสนตรงท่ีมีความชัน  และสัมผัสเสนโคง   จะผานจุด ( ) 1 1, ,
2 16

a b  =  
 

  

เนื่องจากเสนตรงท่ีตองการ เปนเสนตรงท่ีผานจุด 1 1,
2 16

 
 
 

 และมีความชัน 1
2

    

ดังนั้น  เสนตรงท่ีมีความชัน 1
2

 และสัมผัสเสนโคง  4y x=  คือ  1 1 1
16 2 2

y x − = − 
 

  

นั่นคือ  

  

( )1, 2− ( )1, 2−

( ),a b 4y x= 1
2

( ),a b

( ),a b 1
2

( ),a b 4y x=

1
2

4y x=

1 3
2 16

y x= −
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11. เนื่องจาก   2y ax=    

 จะได  ( )2 2dy d ax ax
dx dx

= =   

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 2x =  คือ ( )
2

2 2 4
x

dy a a
dx =

= =  

 เนื่องจาก สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ี 2x =  คือ 4x y b+ =   

 ดังนั้น เสนสัมผัสเสนโคงท่ี 2x =  จะมีความความชัน 4−   

 นั่นคือ   4 4a− =   

 จะได  1a = −   

 เนื่องจาก เสนตรง 4x y b+ =  สัมผัสเสนโคง  2y x= −  ท่ี 2x =   

 และจุด  ( ) ( )22, 2 2, 4− = −   เปนจุดบนเสนโคง  2y x= −    

 ดังนั้น เสนตรง 4x y b+ =  ผานจุด  ( )2, 4−   

 นั่นคือ  ( ) ( )4 2 4 4b = + − =   

 ดังนั้น  1a = −   และ 4b =   
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แบบฝกหัด 2.7  

1.  1) จาก      ( )f x  = 25 – 4 2x x +  

  จะได    ( )f x′  = ( )25 – 4 2d x x
dx

+  

      = 10 – 4x  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )10 – 4d x
dx

 

      = 10  
 2) จาก      ( )f x  = 3 55 2 4 – 3x x x+ +  

  จะได    ( )f x′  = ( )3 55 2 4 – 3d x x x
dx

+ +  

      = 2 42 12 –15x x+  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )2 42 12 –15d x x
dx

+  

      = 324 – 60x x  

 3) จาก      ( )f x  = 43 2 5x x x− + −  =  
1

4 23 2 5x x x− + −  

  จะได    ( )f x′  = 
1

4 23 2 5x x
dx

xd
− + −

 
  
 

 

      = 
1

3 2112 2
2

x x
−

− +  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = 
1

3 2112 2
2

x xd
dx

− 
  
 

− +  

      = 
3

2 2136
4

x x
−

−  

      = 2
3
2

136
4

x
x

−  
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 4) จาก      ( )f x  = 23 2 4x x
x

− +  =  
1

1 23 2 4x x x−− +  

  จะได    ( )f x′  = 
1

1 23 2 4x
x

x xd
d

−− +
 
  
 

 

      = 
2

231 2 8
3

x x x
− −+ +  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = 
2

231 2 8
3dx

x x xd − − 
  +
 

+   

      = 
5

332 4 8
9

x x
− −− − +  

      = 5 3
3

2 4 8
9

x
x

− − +  

 5) จาก      ( )f x  = ( )( )2 35 – 3 7x x x+  =  5 335 16 3x x x− −  

  จะได    ( )f x′  = ( )5 335 16 3d
d

x x
x

x− −  

      = 4 2175 48 3x x− −  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )4 2175 48 3d
d

x x
x

− −  

      = 3700 96x x−  

 6) จาก      ( )f x  = 1x
x
+  =  11 x−+  

  จะได    ( )f x′  = ( )11d
dx

x−+  

      = 2x−−  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )2d
dx

x−−  

      = 32x−  

      = 3
2
x
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 7) จาก      ( )f x  = 3 2
5
x

x
−  =  13 2

5 5
x−−  

  จะได    ( )f x′  = 13 2
5 5

xd
dx

− − 
 
 

 

      = 22
5

x−  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = 22
5

d
x

x
d

− 
 
 

 

      = 34
5

x−−  

      = 3
4

5x
−  

2. 1) จาก      ( )f x  = –5 5x x+  

  จะได    ( )f x′  = ( )–5 5d x x
dx

+  

      = –6 45 5x x− +  

            ( )f x′′  = ( )–6 45 5d x x
dx

− +  

      = –7 330 20x x+  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )–7 330 20d x x
dx

+  

      = –8 2210 60x x− +  

      = 8
2210 60x

x
− +  

 2) จาก      ( )f x  = 25 – 4 7x x +  

  จะได    ( )f x′  = ( )25 – 4 7d x x
dx

+  

      = 10 – 4x  

            ( )f x′′  = ( )10 – 4d x
dx

 

      = 10  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )10d
dx

 

      = 0  
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 3) จาก      ( )f x  = –2 –13 4x x x+ +  

  จะได    ( )f x′  = ( )–2 –13 4d x x x
dx

+ +  

      = –3 –246 1x x−− +  

            ( )f x′′  = ( )–3 –2 16 4d x x
dx

− +−  

      = – 4 –318 8x x+  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )– 4 –3818d x x
dx

+  

      = –5 –42 47 2x x−−  

      = 5 4
472 2

x x
−−  

 4) จาก      ( )f x  = 
1

x
x +

 

  จะได    ( )f x′  = 
1

d x
dx x

 
 + 

 

      = 
( ) ( ) ( )

( )2

1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ − +

+
 

      = ( )( ) ( )
( )2
1 1 1

1
x x

x
+ −

+
 

      = ( ) 21x −+  

            ( )f x′′  = ( )( )21d x
dx

−+  

      = ( ) ( )32 1 1dx x
dx

−− + +  

      = ( ) 32 1x −− +  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )( )32 1d x
dx

−− +  

      = ( ) ( )46 1 1dx x
dx

−+ +  

      = ( ) 46 1x −+  

      = 
( )4

6
1x +
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3. จาก      ( )f x  = 23 – 2x  

 จะได     ( )f x′  = ( )23 – 2d x
dx

 

     = 6x  

      ( )f x′′  = ( )6d x
dx

 

     = 6  

 และ     ( )f x′′′  = ( )6d
dx

 

     = 0  
 ดังนั้น   ( )2f ′′′  = 0  

4. จาก            y  = 4
6
x

 =  46x−  

 จะได       
 
dy
dx

 = ( )46d
dx

x−  

     = 524x−−  

         
2

2
d y
dx

 = ( )524d
dx

x−−  

     = 6120x−  

            
3

3
d y
dx

 = ( )6120d
x

x
d

−  

     = 7720x−−  

 ดังนั้น    
  

4

4
d y
dx

 = ( )7720d
dx

x−−  

     = 85,040x−  

5. จาก        =    =   ( ) 11 x −−   

 จะได      = ( ) 11d x
dx

−−   

     = ( ) ( )21 1 1dx x
dx

−− − −   

     = ( ) ( )21 1 1x −− − −  

     = ( ) 21 x −−  
  

( )f x 1
1 x−

( )f x′
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             ( )f x′′   = ( ) 21d x
dx

−−   

     = ( ) ( )32 1 1dx x
dx

−− − −   

     = ( ) ( )32 1 1x −− − −  

     = ( )( )( ) 31 2 1 x −−  

             ( )f x′′′   = ( )( )32 1d x
dx

−−   

     = ( ) 32 1d x
dx

−−   

     = ( ) ( )42 3 1 1dx x
dx

− − − − 
 

  

     = ( ) ( )( )42 3 1 1x −− − −   

     = ( )( )( )( ) 41 2 3 1 x −−   
        
 ดังนั้น  ( ) ( )nf x  = ( )( )( ) ( )( ) ( )11 2 3 1 nn x − +−   

     = 
( ) 1

!
1 n

n
x +−
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แบบฝกหัด 2.8.1  

1.  จาก   ( ) 32 5s t t t= − +   

 จะไดวา   ( )v t   =   ( )s t′  =  26 1t −   

 และ  ( ) ( ) 12a t v t t′= =   

ดังนั้น ระยะหางของวัตถุจากตําแหนงเริ่มตน ขณะเวลา 1 วนิาที   

คือ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 31 0 2 1 1 5 2 0 0 5 1 1s s− = − + − − + = =  เมตร 

ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 1 วินาที คือ ( ) ( )21 6 1 1 5v = − =  เมตรตอวินาที 

       และ ความเรงของวัตถุขณะเวลา 1 วินาที คือ ( )1 12a =  เมตรตอวินาที2 

2.    จาก ( ) 3 2– 3 5s t t t t+ +=  

        จะไดวา  ( ) ( ) 23 6 1v t s t t t′= = − +  

      และ ( ) ( ) 6 6a t v t t′= = −  

      ดังนั้น ระยะหางของวัตถุจากตําแหนงเริ่มตนขณะ 1t =   

 คือ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 3 21 0 1 3 1 1 5 0 3 0 0 5 1 1s s− = − + + − − + + = − =  เมตร 

      ความเร็วของวัตถุขณะ 1t =   คือ ( ) ( ) ( )21 3 1 6 1 1 2v = − + = −  เมตรตอวินาที 

       และความเรงของวัตถุขณะ 1t =  คือ ( ) ( )1 6 1 6 0a = − =  เมตรตอวินาที2 

3.   จาก  ( ) 25 50s t t= − +  

      จะไดวา  ( ) ( ) 10v t s t t′= = −   

      และ  ( ) ( ) 10a t v t′= = −   

      1)  ระยะหางของวัตถุจากตําแหนงเริ่มตน หลังจากปลอยวัตถุไปแลว 3   วินาที  

  คือ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 23 0 5 3 50 5 0 50 45 45s s− = − + − − + = =  เมตร 

 2) ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 2  วินาที คือ ( ) ( )2 10 2 20v = − = −  เมตรตอวินาที 

 3) ความเรงของวัตถุขณะเวลา  วินาที คือ ( )5 10a = −  เมตรตอวินาที2  
  

5
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4.  จาก  ( ) 210 5s t t t= −   

 จะไดวา  ( ) ( ) 10 10v t s t t′= = −   

 และ  ( ) ( ) 10a t v t′= = −   

 1)   ความเร็วของกอนหินขณะเวลา  ใด ๆ คือ 10 10t−  เมตรตอวินาที 

 2)   ความเรงของกอนหินขณะเวลา  ใด ๆ คือ 10−  เมตรตอวินาที2 

 3)   วิธีท่ี 1 เนื่องจาก  ( ) 210 5s t t t= −   

   จะได  ( ) ( )25 1 5s t t= − − +  

   นั่นคือ กราฟของ s  เปนพาราโบลาคว่ําท่ีมีจุดยอดอยูท่ี ( )1, 5   

   ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 1 วินาที กอนหินจึงจะอยูในตําแหนงสูงท่ีสุดจาก 

   ตําแหนงเริ่มตน 

  วิธีท่ี 2 จาก  ( ) 210 5s t t t= −  

   จะได  ( ) ( ) 10 10v t s t t′= = −   

   เนื่องจาก เม่ือกอนหินอยูในตําแหนงท่ีสูงท่ีสุดจากตําแหนงเริ่มตน กอนหินจะ 

   มีความเร็วเปน 0 เมตรตอวินาที 

   นั่นคือ  ( ) 0v t =   

   จะได    10 10t−   = 0 
    t   = 1 
   ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 1 วินาที กอนหินจึงจะอยูในตําแหนงสูงท่ีสุดจาก 

   ตําแหนงเริ่มตน 
 
 
 
 
 

t

t
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แบบฝกหัด 2.8.2  

1. 1) เนื่องจาก  ( ) ( )2 2 2 1f x x x′ = − − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี ้

 
จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง ( ), 1−∞ −  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง ( )1,− ∞  

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ), 1−∞ −  และ f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )1,− ∞  

 2) เนื่องจาก   ( ) 4 1f x x′ = −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1
4

x =  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 

            จะไดวา ( ) 0f x′ <   บนชวง 1,
4

 −∞ 
 

 

และ ( ) 0f x′ >   บนชวง 1 ,
4

 ∞ 
 

 

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันลดบนชวง 1,
4

 −∞ 
 

 และ f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 1 ,
4

 ∞ 
 
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 3) เนื่องจาก  ( ) ( )( )23 2 8 3 4 2f x x x x x′ = − − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4
3

x = −  หรือ 2x =  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 

   จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง 4,
3

 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง 4 , 2
3

 − 
 

 

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 4,
3

 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

  และ   f  เปนฟงกชันลดบนชวง 4 , 2
3

 − 
 

 

 4) เนื่องจาก   ( ) ( )( )26 6 36 6 3 2f x x x x x′ = + − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 3x = −  หรือ 2x =  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 
   จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง ( ), 3−∞ −  และชวง ( )2, ∞  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง ( )3, 2−  

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ), 3−∞ −  และชวง ( )2, ∞  

  และ   f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )3, 2−  
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 5) เนื่องจาก   ( ) ( )( )23 4 4 3 2 2f x x x x x′ = − − = + −   

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 
   จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง  2,

3
 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง 2 , 2
3

 − 
 

 

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 2,
3

 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

  และ   f  เปนฟงกชันลดบนชวง 2 , 2
3

 − 
 

 

2. 1) จาก   ( ) 2 8 7f x x x= − +   

จะได  ( ) ( )2 8 2 4f x x x′ = − = −   

            ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  คือ 4  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 2f x′′ =   

            เนื่องจาก        ( )4f ′′  =   2   ซ่ึง  2 0>  

ดังนั้น f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 4x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )4 9f = −  

 2) จาก ( ) 3 3 6f x x x= − +   
จะได  ( ) ( ) ( )( )2 23 3 3 1 3 1 1f x x x x x′ = − = − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  หรือ  1x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  มี 2 คา คือ 1−  และ 1 

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 6f x x′′ =   

            เนื่องจาก       ( )1f ′′ −  =   6−   ซ่ึง  6 0− <  
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            และ               ( )1f ′′   =     6  ซ่ึง    6 0>  

ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 1x = −  และคาสูงสุดสัมพัทธคือ ( )1 8f − =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 1x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )1 4f =  

 3) จาก  ( ) 3 23 24 4f x x x x= − − +   

จะได  ( ) ( ) ( )( )2 23 6 24 3 2 8 3 4 2f x x x x x x x′ = − − = − − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4x =  หรือ  2x = −  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  มี 2 คา คือ 4  และ 2−  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) ( )6 6 6 1f x x x′′ = − = −   

             เนื่องจาก       ( )4f ′′  =   18   ซ่ึง  18 0>  

             และ            ( )2f ′′ −   =  18−  ซ่ึง 18 0− <  

ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 2x = −  และคาสูงสุดสัมพัทธคือ ( )2 32f − =  

  และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 4x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )4 76f = −  

 4) จาก  ( ) 4 28 12f x x x= − +   

จะได  ( ) ( ) ( )( )3 24 16 4 4 4 2 2f x x x x x x x x′ = − = − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 2x = − , 0x =  หรือ 2x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  มี 3 คา คือ 2− , 0  และ 2  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 212 16f x x′′ = −   

                เนื่องจาก      ( )2f ′′ −  =   32   ซ่ึง   32 0>  

           ( )0f ′′  =   16−  ซ่ึง 16 0− <  

             และ             ( )2f ′′  =   32   ซ่ึง   32 0>  

ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 0x =  และคาสูงสุดสัมพัทธคือ ( )0 12f =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 2x = −  และ 2x =  โดยคาต่ําสุดสัมพัทธคือ 

( )2 4f − = −  และ ( )2 4f = −  ตามลําดับ 
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 5) จาก  ( ) 4 34 8f x x x= − +   

จะได  ( ) ( )3 2 24 12 4 3f x x x x x′ = − = −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ  0x =  หรือ  3x =  

ดังนั้น คาวิกฤตของฟงกชัน f  มี 2  คา  คือ 0  และ 3             

พิจารณาคาของ ( )f x′  เม่ือ x  เปนคาวิกฤตและจํานวนจริงในชวงตาง ๆ  โดยใช 

เสนจํานวน ดังนี้ 

 
จะเห็นวา ( )f x′  ท่ี 0x =  ไมมีการเปลี่ยนจากจํานวนบวกเปนจํานวนลบหรือไมมีการ

เปลี่ยนจากจํานวนลบเปนจํานวนบวก 

ดังนั้น 0  เปนคาวิกฤตท่ีไมไดทําใหฟงกชันมีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธ 

เนื่องจาก ท่ี 3x =  เปนจุดแบงท่ีทําให ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนลบเปนจํานวนบวก  

ดังนั้น f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 3x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )3 19f = −   

3. 1) จาก  ( ) 2 4 3f x x x= − +   

 จะได  ( ) ( )2 4 2 2f x x x′ = − = −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 2x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0,5  คือ 2  

ตอไปคํานวณหา ( ) ( )0 , 2f f  และ ( )5f  จะได 

( )0f  =  3  

( )2f  =  1−  

( )5f  =  8  

สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 5x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ ( )5 8f =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2x =  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )2 1f = −  
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 2) จาก  ( ) 3 22 4 8f x x x x= − − +   

 จะได  ( ) ( )( )23 4 4 3 2 2f x x x x x′ = − − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 2
3

x = −  หรือ 2x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )2,3−  คือ 2
3

−  และ 2  

ตอไปคํานวณหา ( ) ( )22 , , 2
3

f f f − − 
 

 และ ( )3f  จะได 

( )2f −  =  0  

2
3

f  − 
 

 =  256
27

 

 ( )2f  =  0  

 ( )3f  =  5  

สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 2
3

x = −  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ 2 256
3 27

f  − = 
 

 

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2x = −  และ 2x =  โดยท่ีคาต่ําสุดสัมบูรณคือ 

( ) ( )2 2 0f f− = =  

 3) จาก  ( ) 4 3 22 9 27f x x x x= − − +   

 จะได  ( ) ( ) ( )( )3 2 24 6 18 2 2 3 9 2 2 3 3f x x x x x x x x x x′ = − − = − − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 3
2

x = − , 0x =  หรือ 3x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )2,4−  คือ 3
2

− , 0  และ 3  

ตอไปคํานวณหา ( ) ( ) ( )32 , , 0 , 3
2

f f f f − − 
 

 และ ( )4f  จะได 

( )2f −  =  23 

3
2

f  − 
 

 =  297
16

 

 ( )0f  =  27  

 ( )3f  =  27−  

 ( )4f  =  11  
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สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 0x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ ( )0 27f =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x =  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )3 27f = −  

 4) จาก    ( )f x  =   3 5 4x x+ −  

 จะได ( )f x′  =   23 5x +  

 เนื่องจาก  ( ) 23 5 0f x x′ = + >   ทุก ( )3, 1x∈ − −  

ดังนั้น  f   ไมมีคาวิกฤตในชวงเปด ( )3, 1− −  

ตอไปคํานวณหา ( )3f −  และ ( )1f −  จะได 

( )3f −  =  46−  

( )1f −  =  10−  

สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 1x = −  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ ( )1 10f − = −  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x = −  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )3 46f − = −  

4. จาก  ( ) 3 2f x x ax bx c= + + +  

 จะได  ( ) 23 2f x x ax b′ = + +  

 ดังนั้น คําตอบของสมการ ( ) 0f x′ =  คือ 
22 4 12

6
a a bx − ± −

=  หรือ 
2 3

3
a a bx − ± −

=  

 เนื่องจาก คาวิกฤตคือคําตอบของสมการ ( ) 0f x′ =  

 ดังนั้น  f  จะมีคาวิกฤต 2  คา เม่ือ 2 3 0a b− >  

       f  จะมีคาวิกฤต 1 คา เม่ือ 2 3 0a b− =  

 และ    f  จะไมมีคาวิกฤต เม่ือ 2 3 0a b− <  

 จะไดวา ตัวอยางจํานวนจริง ,a b  และ c  ท่ีทําให 

 1) f  มีคาวิกฤต 2 คา คือ 0a = , 3b = −  และ 0c =  

 2) f  มีคาวิกฤตเพียง 1 คา คือ  0a = , 0b =  และ 0c =  

 3) f  ไมมีคาวิกฤต คือ  0a = , 3b =  และ 0c =  
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แบบฝกหัด 2.8.3  

1.    จาก  100 0.04p x= −   

 เนื่องจากราคาสินคา p    เปนจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ 0  ดังนั้น [ ]0, 2500x∈   

 ให   แทนกําไรท่ีไดจากการผลิตสินคา  ชิ้น เม่ือ [ ]0, 2500x∈  

 จะได      

       

          เม่ือ   

 ดังนั้น     0.08 78x− +   

 ถา  แลวจะได  0.08 78 0x− + =  

นั่นคือ  975x =   

ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ 975 

ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 

     

   

   

 สรุปไดวา  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 975x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  

 ดังนั้น แมคาจะตองผลิตสินคาออกขายสัปดาหละ 975 ชิ้น จึงจะไดกําไรมากท่ีสุด 

2.  ให ( )C x  แทนคาใชจายรวมในการสั่งใหรถบรรทุกวิ่งดวยอัตราเร็วเฉลี่ย  กิโลเมตรตอชั่วโมง 

เม่ือ  

 เนื่องจาก ระยะเวลาท่ีรถบรรทุกของบริษัทวิ่งรับสงสินคาคือ  ชั่วโมง 

 ดังนั้น บริษัทจะตองจายคาน้ํามัน   บาท 

 และจายคาเบี้ยเลี้ยงคนขับ    บาท 

  

( )P x x

( )P x = ( )600 22px x− +

= ( ) ( )100 0.04 600 22x x x− − +

= 20.04 78 600x x− + − [ ]0,2500x∈

( )P x′ =

( ) 0P x′ =

( )0,2500

( ) ( )0 , 975P P ( )2,500P

( )0P = 600−

( )975P = 37,425

( )2,500P = 55,600−

P ( )975 37,425P =

x

[ ]25,80x∈

500
x

( )
2500 24 24

150
x

x
 

+ 
 

( )500 49
x
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 จะได      

        เม่ือ   

 ดังนั้น       

 ถา ( ) 0C x′ =   แลวจะได 

                           0 = 2

312,50080
x

−   

                               2

312,500
x

 = 80  

                            280x   = 312,500 
                                    2x   = 3,906.25 
           2 312,500x −   = 0 
         ( )( )62.5 62.5x x+ −  = 0  

 นั่นคือ  62.5x = −   หรือ 62.5x =  

 เนื่องจาก   

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

 ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 

                =  

                                             =  

                  =  

 สรุปไดวา  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )62.5 10,000C =   

 ดังนั้น บริษัทควรใหคนขับขับรถดวยอัตราเร็วเฉลี่ย 62.5 กิโลเมตรตอชั่วโมง จึงจะประหยัดท่ีสุด 

3. จากโจทยจะได 6 4 200x y+ =  

 นั่นคือ 350
2

y x= −   

 เนื่องจากความยาวและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากเปนจํานวนจริงบวก  

 ดังนั้น 1000,
3

x  ∈ 
 

 

 ให  แทนพ้ืนท่ีของท่ีดินท่ีลอมดวยลวดหนาม 

( )C x = ( ) ( )
2500 50024 24 49

150
x

x x
 

+ + 
 

=
312,50080x

x
+ [ ]25,80x∈

( )C x′ = 2
312,50080

x
−

( )62.5 25,80− ∉

( )25,80 62.5

( ) ( )25 , 62.5C C ( )80C

( )25C 14,500

( )62.5C 10,000

( )80C 10,306.25

C 62.5x =

A
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 จะได          

      33 50
2

x x − 
 

 

      29150
2

x x−   เม่ือ 1000,
3

x  ∈ 
 

 

 ดังนั้น    150 9x−  

 ถา  แลวจะได  150 9 0x− =  

 นั่นคือ  

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน A  จะได ( ) 9A x′′ = −  

เนื่องจาก 50 9
3

A  ′′ = − 
 

 ซ่ึง 9 0− <  

ดังนั้น A  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 50
3

x =  เพียงคาเดียวบนชวง 1000,
3

 
 
 

 

 สรุปไดวา A  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 50
3

x =  บนชวง 1000,
3

 
 
 

 

 และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  50
3

A 
 
 

  1,250  

 ดังนั้น จะลอมพ้ืนท่ีไดมากท่ีสุด 1,250  ตารางเมตร 

4. ให     แทนผลของการลบจํานวนจริง  ดวยกําลังสองของ  

 จะได   ( ) 2f x x x= −   เม่ือ ( ),x∈ −∞ ∞  

 ดังนั้น  ( ) 1 2f x x′ = −  

 ถา  แลวจะได   

นั่นคือ  

ดังนั้น  คาวิกฤต คือ  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน f  จะได ( ) 2f x′′ = −   

เนื่องจาก  1 2
2

f  ′′ = − 
 

  ซ่ึง 2 0− <   

A = 3xy

=

=

( )A x′ =

( ) 0A x′ =

50
3

x =

1000,
3

 
 
 

50
3

=

( )f x x x

( ) 0f x′ = 1 2 0x− =

1
2

x =

1
2
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ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 1
2

x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( ),−∞ ∞   

สรุปไดวา  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 1
2

x =  

นั่นคือ จํานวนจริงท่ีเม่ือนําจํานวนดังกลาวลบออกดวยจํานวนจริงนั้น แลวไดผลลบมีคามาก

ท่ีสุด คือ 1
2

  

5. ให  แทนจํานวนจํานวนหนึ่ง จะไดวา จํานวนอีกจํานวนหนึ่งมีคาเปน 10 x−  

 ให     แทนผลคูณของสองจํานวนดังกลาว 

 จะได      ( ) ( )10f x x x= −   เม่ือ ( ),x∈ −∞ ∞   

            210x x−  
 ดังนั้น 

   
      

 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  

 ดังนั้น  คาวิกฤต คือ  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 2f x′′ = −   

 เนื่องจาก  ( )5 2f ′′ = −   ซ่ึง 2 0− <   

 ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 5x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( ),−∞ ∞   

 สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 5x =  

 นั่นคือ จํานวนจริงสองจํานวนท่ีมีผลบวกเปน 10 และผลคูณของสองจํานวนนี้มีคามากท่ีสุด 

คือ 5 และ 10 – 5 = 5 

6.  1)  ให  และ  เปนจํานวนจริงสองจํานวนท่ีมากกวาหรือเทากับศูนยซ่ึง 1x y+ =
 

  ดังนั้น   และ  

  ให     แทนผลบวกของกําลังสองของ  และ 1 – x   

  จะได     

         เม่ือ   

  ดังนั้น    4 2x −   

  ถา  แลวจะได  4 2 0x − =  

x

( )f x

=

( )f x′ = 10 2x−

( ) 0f x′ = 10 2 0x− =

5x =

5

x y

1y x= − [ ]0, 1x∈

( )f x x

( )f x = ( )22 1x x+ −

= 22 2 1x x− + [ ]0, 1x∈

( )f x′ =

( ) 0f x′ =
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นั่นคือ  

ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด  คือ  

 ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 

    

                                  

      

 สรุปไดวา  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 0x =  และ 1x =  โดยท่ีคาสูงสุดสัมบูรณคือ 

 

 ดังนั้น จะตองเลือกจํานวนจริงสองจํานวนคือ 0 และ 1 จึงจะทําใหผลบวกของกําลังสอง

ของแตละจํานวนมีคามากท่ีสุด 

 2) จากขอ 1) สรุปไดวา  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ  

  ดังนั้น จะตองเลือกจํานวนจริงท้ังสองจํานวนเปน  จึงจะทําใหผลบวกของกําลังสอง

ของแตละจํานวนมีคานอยท่ีสุด 

7.    จาก            2400 20x x+ −        

       เนื่องจากกําไรและปริมาณปุยตองเปนจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ 0 จึงพิจารณาเฉพาะ 

      0, 10 10 5x  ∈ +   

 จะได ( ) 20 2p x x′ = −   

 ถา  ( ) 0p x′ =   แลวจะได  20 2 0x− =   

 นั่นคือ   10x =   

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0, 10 10 5+   คือ 10 

 ตอไปคํานวณหา ( ) ( )0 , 10p p  และ ( )10 10 5p +  จะได 

  

1
2

x =

( )0,1 1
2

( ) 10 ,
2

f f  
 
 

( )1f

( )0f = 1

1
2

f  
 
 

=
1
2

( )1f = 1

f

( ) ( )0 1 1f f= =

f
1
2

x = 1 1
2 2

f   = 
 

1
2

p =
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         ( )0 400p =  
        ( )10 500p =  

  ( )10 10 5 0p + =  

 นั่นคือ   เปนคาสูงสุดสัมบูรณ 

 จะไดวา จะตองใชปุย 10  กิโลกรัมตอท่ีดิน 1 ไร  จึงจะไดกําไรสุทธิสูงสุดและกําไรสุทธิสูงสุด

จากผลผลิตตอไรคือ 500 บาท 

8. จาก           เม่ือ [ )0,t∈ ∞   

 จะได    4 0.4t−  

 ถา ( ) 0C t′ =  แลวจะได  4 0.4 0t− =  

 นั่นคือ 10t =  

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0, ∞  คือ 10  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน C  จะได ( ) 0.4C x′′ = −   

 เนื่องจาก  ( )10 0.4C′′ = −   ซ่ึง 0.4 0− <   

 ดังนั้น  C  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 10x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, ∞  

 ตอไปคํานวณหาคา ( )0C  และ ( )10C  จะได 

         ( )0 10C =  
            ( )10 30C =  

นั่นคือ ( )10 30C =  เปนคาสูงสุดสัมบูรณ 

 จะไดวา อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุดเม่ือเวลาผานไป 10  วินาที และอุณหภูมิสูงสุดเปน 30  องศาเซลเซียส 

9.    ให x  แทนความยาวรั้วท่ีลอมดานท่ีอยูตรงขามแมน้ํา 

และ y  แทนความยาวรั้วท่ีลอมแตละดานท่ีเหลือ 

เนื่องจากตองการลอมรั้วเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีพ้ืนท่ี 384 ตารางเมตร 

จะได      xy    =     384  

นั่นคือ      y           =          

384
x

      เม่ือ  ( )0,x∈ ∞  

ให   P   แทนคาใชจายในการลอมรั้ว 

จะได      P    =     3,000 2,000x y+  

( )10 500p =

( )C t = 210 4 0.2t t+ −

( )C t′ =
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นั่นคือ  ( )P x   =     3843,000 2,000x
x

 +  
 

  เม่ือ  ( )0,x∈ ∞  

ดังนั้น  ( )P x′   =      ( )
2

2,000 384
3,000

x
−  

ถา ( )P x′  =  0  แลวจะได  ( )
2

2,000 384
3,000

x
−  =  0  

นั่นคือ x =  16  หรือ 16−  

เนื่องจาก ( )16 0,− ∉ ∞   

ดังนั้น คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0, ∞ คือ 16  

เนื่องจาก ( ) 0P x′ <   เม่ือ 0 16x< <  

และ ( ) 0P x′ >  เม่ือ 16x >  

 จะได  P  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )0, 16  และ P  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( )16, ∞   

ดังนั้น P  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 16x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, ∞  

 สรุปไดวา P  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 16x =  

นั่นคือ ( )16 96,000P =  เปนคาต่ําสุดสัมบูรณ 

เนื่องจาก x  =  16  จะได y  =  
384
16

  =  24  

ดังนั้น จะตองสรางรั้วใหมีความกวาง 16 เมตร และความยาว 24 เมตร จึงจะทําใหคาใชจาย

ต่ําท่ีสุด และคาใชจายต่ําท่ีสุดคือ 96,000 บาท 

10.  ให    แทนความจขุองกลองเม่ือตัดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวดานละ x  เซนติเมตรท่ีมุมท้ังสี่ออก 

 จะได      

        
 เนื่องจากความกวาง ความยาว ความสูง และปริมาตรของกลองเปนจํานวนจริงบวก  

 จะได ( )0, 10x∈  

 ดังนั้น      

       

 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  หรือ  

( )V x

( )V x = ( )( )20 2 24 2x x x− −

= 3 24 88 480x x x− +

( )V x′ = 212 176 480x x− +

= ( )24 3 44 120x x− +

( ) 0V x′ = ( )24 3 44 120 0x x− + =

22 2 31
3

x −
=

22 2 31
3

x +
=
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 เนื่องจาก  

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  มีเพียงคาเดียวคือ  

      เนื่องจาก ( ) ( )4 6 44V x x′′ = −  และ    

                    ( )22 2 31 22 2 314 6 44 4 4 31 0
3 3

V
    − −′′ = − = − <            

    

 ดังนั้น      เปนคาสูงสุดสัมพัทธ 

 เนื่องจาก  V   มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี  เพียงคาเดียวบนชวง   

 สรุปไดวา  V   มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี  บนชวง  

 และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  22 2 31 774.16
3

V
 −

≈  
 

  

 จะไดวา กลองจะมีความจุมากท่ีสุดประมาณ 774.16 ลูกบาศกเซนติเมตร เม่ือ   

         เซนติเมตร 

11.  ให   แทนกําไรท่ีไดจากการตั้งราคาสินคาชิ้นละ  บาท เม่ือ  

 เนื่องจาก จํานวนสินคาท่ีขายไดเม่ือตั้งราคาสินคาชิ้นละ  บาท คือ  ชิ้น

ตอสัปดาห 

 จะได      

          เม่ือ   

 ดังนั้น      

 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  17x =   

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด  คือ 17  

 ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 
  
  

( )22 2 31 0,10
3

+
∉

( )0,10 22 2 31
3

−

22 2 31
3

V
 −
  
 

≈ 774.16

22 2 31
3

x −
= ( )0,10

22 2 31
3

x −
= ( )0,10

22 2 31
3

x −
=

( )P x x [ ]4,20x∈

x ( )1,000 100 20 x+ −

( )P x = ( ) ( )( )4 1000 100 20x x− + −

= 2100 3,400 12,000x x− + − [ ]4,20x∈

( )P x′ = 200 3,400x− +

( ) 0P x′ = 200 3,400 0x− + =

( )4,20

( ) ( )4 , 17P P ( )20P
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     ( )4P  =  0 
     ( )17P  =  16,900 
     ( )20P  =  16,000 
 สรปุไดวา  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 17x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  

 ดังนั้น พอคาควรจะตั้งราคาสินคาชิ้นละ  บาท จึงจะไดกําไรจากการขายมากท่ีสุด 

12.  ให    แทนความยาวของดานของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ดังรูป 

 
 ให  ( )S x

 
แทนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก เม่ือ ( )0, 120x∈  

 เนื่องจาก ABC ADE∆ ∆   

 จะได  AB AD
BC DE

=    นั่นคือ 120 120
90

x
DE
−

=    ทําใหไดวา ( )90 120
120

x
DE

−
=  

 ดังนั้น   ( )S x    

          เม่ือ ( )0, 120x∈  

 ดังนั้น   ( )S x′    

 ถา ( ) 0S x′ =  แลวจะได   

 นั่นคือ 60x =   

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด  คือ 60  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน S  จะได ( ) 3
2

S x′′ = −   

P ( )17 16,900P =

17

x

= ( )90 120
120

x
x
 − 
 
 

= 2390
4

x x−

=
390
2

x−

390 0
2

x− =

( )0,120
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 เนื่องจาก  ( ) 360
2

S ′′ = −   ซ่ึง 3 0
2

− <   

 ดังนั้น  S  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 60x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, 120  

 สรุปไดวา S  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 60x =   

 ดังนั้น ความยาวและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีพ้ืนท่ีมากท่ีสุด คือ 60 หนวย และ 

( )90 120 60
45

120
−

=  หนวย ตามลําดับ 

13. จากรูป จะไดวา  

 ดังนั้น       s     

       

           เม่ือ  ( )0,w a∈   

 ดังนั้น     

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน s  จะได ( ) 6s w kw′′ = −   

 เนื่องจาก  2 3
3

as ak ′′ = − 
 

 ซ่ึง 2 3 0ak− <  

 ดังนั้น s  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 
3

aw =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, a  

 สรุปไดวา s  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 
3

aw =  

 นั่นคือ จะตองเลื่อยคานใหมีความกวาง 
3

aw =  เซนติเมตร และความหนา 

2 2 6
3

ad a w= − =  เซนติเมตร จึงจะรับน้ําหนักไดมากท่ีสุด 

14. จากโจทยจะไดวา เง่ือนไขของงบประมาณเขียนแทนไดดวยสมการ 150 300 315,000x y+ =   

 นั่นคือ  2,100 2x y= −  เม่ือ  0 1,050y≤ ≤       

 ภายใตเง่ือนไขนี้จะไดวา   ( )
21
33100 2,100 2P y y= −   

 ให  ( ) ( )
21
33100 2,100 2f y y y= −                                      

 ตองการหาคาสูงสุดของ  บนชวงปด  

  

2 2d a w= −

= 2kwd

= ( )2
2 2kw a w−

= 2 3a kw kw−

( )s w′ = 2 23a k kw−

( )f y [ ]0, 1050
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 หาจุดวิกฤตโดยพิจารณา 

    

       

ให   ( ) 0f y′ =   

จะได        

             
                           

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

ตอไปคํานวณหา ,  และ  จะได 

  0 

                                 

                             0 

 ดังนั้น ถา  จะใหคาสูงสุดสัมบูรณบนชวง  

นั่นคือ จํานวนปากกาลูกลื่นท่ีมากท่ีสุดท่ีโรงงานนี้จะผลิตไดใน 1 ชั่วโมงภายใตงบประมาณ 

315,000 บาท คือ 70,000 ดาม 

15. จุดบนพาราโบลาจะอยูในรูป  เม่ือ  เปนจํานวนจริง 

 ให   แทนระยะทางระหวางจุด  กับจุด  บนพาราโบลา 

 จะได      

         

 ดังนั้น      

( )f y′ = ( ) ( ) ( )
1 21 2
3 33 3

2 1100 2,100 2 100 2,100 2 2
3 3

y y y y
− −   − + − −   

   

=

1 2
3 3200 2,100 2 200

3 3 2,100 2
y y

y y
   −

−   −   

1
3200 2,100 2

3
y

y
 −
 
 

=

2
3200

3 2,100 2
y

y
 
 − 

2,100 2y− = y
y = 700
( )0, 1050 700

( )0f ( )700f ( )1,050f

( )0f =

( )700f = 70,000

( )1,050f =

700y = [ ]0, 1050

2

,
2
y y

 
 
 

y

( )d y ( )1, 4
2

,
2
y y

 
 
 

( )d y = ( )
22

21 4
2
y y

 
− + − 

 

=

1
4 2

8 17
4
y y

 
− + 

 

( )d y′ = ( )
1

4 2
31 8 17 8

2 4
y y y

−
 

− + − 
 
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 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  

 ดังนั้น  คาวิกฤต คือ  

 เนื่องจาก  เม่ือ  

 และ  เม่ือ  

ดังนั้น  d  เปนฟงกชันลดบน  และเปนฟงกชันเพ่ิมบน  

นั่นคือ d   มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( ),−∞ ∞  

ดังนั้น d มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และ   เปนคาต่ําสุดสัมบูรณ 

 จะไดวา จุดบนพาราโบลา  ท่ีอยูใกลจุด  มากท่ีสุด คือ  

16.   ใหจุด A มีพิกัดเปน ( ),0a  เม่ือ ( ),a p∈ ∞    

      ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีผานจุด A และ ( ),p q  และตัดแกน Y  ท่ีจุด B   คือ  

 ( )qy x a
p a

 
= − − 

  

        จากรูป จะไดวา จุด  จะมีพิกัดเปน 0, qa
a p

 
 − 

  

 ให  ( )f a  แทน OA OB+   

 จะได       ( )f a     qaa
a p

+
−

    เม่ือ  ( ),a p∈ ∞   

 ดังนั้น  ( )f a′       
( ) ( )

( )2

1
1

a p q qa

a p

− −
+

−
   ( )

( )

2

2

a p pq

a p

− −

−
 

 ถา ( ) 0f a′ =  แลวจะได  ( )
( )

2

2 0
a p pq

a p

− −
=

−
 

 นั่นคือ  a p pq= +  หรือ a p pq= −  

 เนื่องจาก   

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

 เนื่องจาก ( ) 0f a′ <  เม่ือ p a p pq< < +  

( ) 0d y′ = ( )
1

4 2
31 8 17 8 0

2 4
y y y

−
 

− + − = 
 

2y =

2

( ) 0d y′ < 2y <

( ) 0d y′ > 2y >

( ),2−∞ ( )2,∞

2y =

2y = ( )2 5d =

2 2y x= ( )1, 4 ( )
22 , 2 2, 2

2
 

= 
 

B

=

= =

( ),p pq p− ∉ ∞

( ),p ∞ p pq+
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 และ ( ) 0f a′ >  เม่ือ a p pq> +  

 ดังนั้น  เปนฟงกชันลดบน  และเปนฟงกชันเพ่ิมบน  

นั่นคือ   เปนคาต่ําสุดสัมพัทธเพียงคาเดียวบนชวง  

ดังนั้น   เปนคาต่ําสุดสัมบูรณบนชวง  

 จะไดวา คานอยท่ีสุดของ  ท่ีเปนไปไดคือ  

 

f ( ),p p pq+ ( ),p pq+ ∞

( ) 2f p pq p q pq+ = + + ( ),p ∞

( ) 2f p pq p q pq+ = + + ( ),p ∞

OA OB+ 2p q pq+ +
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แบบฝกหัด 2.9  

1. จาก      ( )F x     

 จะได ( )F x′  =  ( ) ( )
1

2 21 1 2
2

x x
−

−  

     =  
2 1
x

x −
 

 นั่นคือ ( )F x′  =  ( )f x  

 ดังนั้น ( )F x = 2 1x −   เปนปฏิยานุพันธหนึ่งของฟงกชัน ( )f x =
2 1
x

x −
 

2. 1) ( )4 23 5x x x dx+ +∫  =  4 23 5x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

       =  
5 3 2

3 5
5 3 2
x x x c

   
+ + +   

   
 

       =  
5 2

3 5
5 2
x xx c+ + +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 2) ( )3 2 22 3 6 2x x x dx−− + −∫  =  3 2 22 3 6 1 2x dx x dx dx x dx−− + −∫ ∫ ∫ ∫  

       =  
4 3 1

2 3 6 2
4 3 1
x x xx c

−     
− + − +     −     

 

       =  
4

3 26
2
x x x c

x
− + + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 3) 10
3

1x dx
x

 − 
 ∫  =  10 3x dx x dx−−∫ ∫  

      =  
11 2

11 2
x x c

−

− +
−

 

      =  
11

2
1

11 2
x c

x
+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 4) 2 4
1 2 dx
x x

 + 
 ∫  =  2 42x dx x dx− −+∫ ∫  

      =  
1 3

2
1 3

x x c
− − 
+ + − − 

 

      =  3
1 2

3
c

x x
− − +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

= 2 1x −



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 457 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 5) xdx∫  =   
1
2x dx∫  

    =   

3
2

3
2

x c+  

    =   
3
22

3
x c+      เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 6) 
23
32x x dx

 
−  

 
∫  =  

23
32x dx x dx−∫ ∫  

      =   

55
32

5 5
2 3

x x c− +  

      =  

55
322 3

5 5
x x c− +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 7) 2
1 1

2
dx

x x
 − 
 ∫  =  

1
2 21

2
x dx x dx

−− −∫ ∫  

      =   

1
1 21

11 2
2

x x c
−

 
 

− + −  
 

 

      =  1 x c
x

− − +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 8) ( )2 3x x dx−∫  =  ( )3 23x x dx−∫  

      =  3 23x dx x dx−∫ ∫  

      =  
4 3

3
4 3
x x c

 
− + 

 
 

      =  
4

3

4
x x c− +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว  
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 9) ( )1x x dx+∫  =  
3 1
2 2x x dx

 
+  

 
∫  

      =  
3 1
2 2x dx x dx+∫ ∫  

      =  

5 3
2 2

5 3
2 2

x x c+ +      

     =  

5 3
2 22 2

5 3
x x c+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 10) 3
2x dx

x
− 

 
 ∫  =  ( )2 32x x dx− −−∫  

      =  2 32x dx x dx− −−∫ ∫  

      =  
1 2

2
1 2

x x c
− − 
− + − − 

    

     =  2
1 1 c
x x

− + +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 11) ( )2 5 1x x dx+ +∫  =  2 5 1x dx x dx dx+ +∫ ∫ ∫  

      =  
3 2

5
3 2
x x x c

 
+ + + 

 
 

      =  
3 25

3 2
x x x c+ + +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 12) ( )6 15x dx+∫  =  
1
26 15 1x dx dx+∫ ∫  

      =  

3
2

6 153
2

x x c

 
 

+ + 
 
 

 

      =  
3
24 15x x c+ +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
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 13) ( )3 25 6x x dx+ +∫  =  3 25 6 1x dx x dx dx+ +∫ ∫ ∫  

      =  
4 3

5 6
4 3
x x x c

 
+ + + 

 
 

      =     
4 35 6

4 3
x x x c+ + +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 14) 6 8 x dx
x

 + 
 ∫  =  

1 1
2 26 8x dx x dx

−
+∫ ∫  

      =  

1 3
2 2

6 81 3
2 2

x x c

   
   

+ +   
   
   

 

      =  

3
21612

3
xx c+ +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 15) ( )4 3 212 6 10x x x dx− + −∫  =  4 3 212 6 10 1x dx x dx x dx dx− + −∫ ∫ ∫ ∫  

               =  
5 4 3

12 6 10
5 4 3
x x x x c

   
− + − +   

   
 

                             =  
5

4 33 2 10
5
x x x x c− + − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

3. จาก ( )f x′  =  x  

 จะได ( )f x  =  x dx∫  

   =  
2

2
x c+     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )2f  =  2  

 ดังนั้น 
22

2
c+  =  2  

 นั่นคือ       c  =  0  

 จะได  ( )f x  =  
2

2
x  

4. จาก ( )f x′′  =  2−  

 จะได ( )f x′  =  2dx−∫  

   =  12x c− +      เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 
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 เนื่องจาก f  มีคาสูงสุดสัมพัทธเม่ือ 1x =  

 จะไดวา  1  เปนคาวิกฤตของ  f  

 นั่นคือ   ( )1f ′  =  0  

            ( ) 12 1 c− +  =  0  
       1c  =  2  
 ดังนั้น ( )f x′  =  2 2x− +  

 จะได ( )f x  =  ( )2 2x dx− +∫  

         =  2 2 1x dx dx− +∫ ∫  

         =  
2

22 2
2
x x c

 
− + + 

 
 

         =  2
22x x c− + +  เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )1f  =  2  

        ( )2
21 2 1 c− + +  =  2  

        2c  =  1 
 ดังนั้น    ( )f x  =  2 2 1x x− + +  

5. 1) เนื่องจาก  

  จะได       ( )2 3 2y x x dx= − +∫  

  ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
3 23 2

3 2
x xy x c= − + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  แตเสนโคงนี้ผานจุด ( )2, 1  นั่นคือ  2x =  และ 1y =  สอดคลองกับสมการเสนโคง 

  แทน x  และ y  ในสมการเสนโคงดวย  2  และ  1  ตามลําดับ 

  จะได  
( ) ( )

23 3 221 2 2
3 2

c= − + +   นั่นคือ 1
3

c =  

     ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 
3 23 12

3 2 3
x xy x= − + +  

  

2 3 2dy x x
dx

= − +
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 2) เนื่องจาก   

 จะได     ( )32 4y x x dx= +∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
4

22
2
xy x c= + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

แตเสนโคงนี้ผานจุด ( )0, 5  นั่นคือ  0x =  และ 5y =  สอดคลองกับสมการเสนโคง 

 แทน x  และ y  ในสมการเสนโคงดวย  0  และ  5  ตามลําดับ 

 จะได  ( )
4

205 2 0
2

c= + +   นั่นคือ 5c =  

  ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 
4

22 5
2
xy x= + +  

 3) เนื่องจาก  2 46 3 2dy x x
dx

= + −  

 จะได       ( )2 46 3 2y x x dx= + −∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
5

3 26
5
xy x x c= + − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

แตเสนโคงนี้ผานจุด ( )1, 0  นั่นคือ  1x =  และ 0y =  สอดคลองกับสมการเสนโคง 

 แทน x  และ y  ในสมการเสนโคงดวย  1  และ  0  ตามลําดับ 

 จะได  ( ) ( ) ( )53 2 1
0 6 1 1

5
c= + − +   นั่นคือ 33

5
c = −  

  ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ  5 32 336
5 5

y x x x= − + + −    

6. 1) เนื่องจาก                  ( )a t  =  ( )v t′  

 ดังนั้น                    ( )v t′  =  6 2t−  

 จะได                    ( )v t  =  ( )6 2t dt−∫  

       =  2
16t t c− +     เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0v  =  5  

 ดังนั้น              ( ) ( )2
16 0 0 c− +  =  5  

                                1c  =  5  

32 4dy x x
dx

= +
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 จะได                            ( )v t  =    เม่ือ 0 3t≤ ≤  

 เนื่องจาก                ( )v t  =  ( )s t′  

 ดังนั้น                           ( )s t′  =  26 5t t− +  

 จะได                            ( )s t  =  ( )26 5t t dt− +∫  

       =  
3

2
23 5

3
tt t c− + +  เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0s  =  0  

 ดังนั้น    ( ) ( ) ( )
3

2
2

0
3 0 5 0

3
c− + +  =  0  

                                2c  =  0  

 จะได                            ( )s t  =      เม่ือ 0 3t≤ ≤
 
 

 2) เนื่องจาก                  ( )a t  =  ( )v t′  

 ดังนั้น                    ( )v t′  =  2120 12t t−  

 จะได                    ( )v t  =  ( )2120 12t t dt−∫  

       =  2 3
160 4t t c− +   เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0v  =  0  

 ดังนั้น          ( ) ( )2 3
160 0 4 0 c− +  =  0  

                                1c  =  0  
 จะได                            ( )v t  =     เม่ือ 0 10t≤ ≤   

  เนื่องจาก                       ( )v t  =  ( )s t′  

 ดังนั้น                           ( )s t′  =  2 360 4t t−  

 จะได                            ( )s t  =  ( )2 360 4t t dt−∫  

       =  3 4
220t t c− +    เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0s  =  4  

 ดังนั้น              ( ) ( )3 4
220 0 0 c− +  =  4  

                                2c  =  4  
  จะได                               ( )s t  =  3 420 4t t− +   เม่ือ 0 10t≤ ≤  

26 5t t− +

3
23 5

3
tt t− +

2 360 4t t−
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 3) เนื่องจาก        ( )a t  =  ( )v t′  

 ดังนั้น          ( )v t′  =  2 5 4t t+ +  

 จะได           ( )v t  =  ( )2 5 4t t dt+ +∫  

      =  
3 2

1
5 4

3 2
t t t c+ + +   เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก                ( )0v  =  2−  

 ดังนั้น    ( ) ( ) ( )
3 2

1
0 5 0

4 0
3 2

c+ + +  =  2−  

                                 1c  =  2−  

 จะได                 ( )v t  =     เม่ือ 0 15t≤ ≤  

  เนื่องจาก         ( )v t  =  ( )s t′  

 ดังนั้น                 ( )s t′  =  
3 25 4 2
3 2
t t t+ + −  

 จะได                  ( )s t  =  
3 25 4 2
3 2
t t t dt

 
+ + − 

 
∫  

       =  
4 3

2
2

5 2 2
12 6
t t t t c+ + − +   เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก                          ( )0s  =  3−  

 ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
4 3

2
2

0 5 0
2 0 2 0

12 6
c+ + − +  =  3−  

                                           2c  =  3−  

  จะได   ( )s t  =   
4 3

25 2 2 3
12 6
t t t t+ + − −

  
เม่ือ  0 15t≤ ≤

 
  

3 25 4 2
3 2
t t t+ + −
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7. 1) ให  ( )s t  เปนความสูงของวัตถุจากพ้ืนดิน (หนวยเปนเมตร) ณ เวลา t  วินาที  

   ( )v t  เปนความเร็วของวัตถุ (หนวยเปนเมตรตอวินาที) ขณะเวลา t  ใด ๆ 

   ( )a t  เปนความเรงของวัตถุ (หนวยเปนเมตรตอวินาที2) ขณะเวลา t  ใด ๆ 

  เนื่องจาก  ( ) ( )a t v t′=   และความเรงมีทิศลงสูพ้ืนโลก 

  ดังนั้น  ( ) 9.8v t′ = −   

  จะได                ( )v t   =   ( )9.8 dt−∫  

              =   19.8t c− +   เม่ือ  1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )0v = 98    

 ดังนั้น                 ( )0v   =   98 

         ( ) 19.8 0 c− +  =   98 
                             1c  =   98 
 นั่นคือ  ( ) 9.8 98v t t= − +  

 เนื่องจาก  ( ) ( )v t s t′=   

 จะได                          ( )s t′  =   9.8 98t− +   

 ดังนั้น                          ( )s t  =   ( )9.8 98t dt− +∫  

                               =   2
24.9 98t t c− + +    เม่ือ   เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก             ( )0s  =   0  

 ดังนั้น    ( ) ( )2
24.9 0 98 0 c− + +  =   0  

                             2c  =   0  
 จะได                        ( )s t  =   24.9 98t t− +  

 เนื่องจาก        ( )s t  ≥   0  

 ดังนั้น    24.9 98t t− +  ≥   0  

         ( )20t t −  ≤   0  

 นั่นคือ  0 ≤ t ≤ 20  

 จะได                   ( )s t   =   24.9 98t t− +   เม่ือ 0 ≤ t ≤ 20  
  

2c
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 2) จาก                  ( )s t′  =  9.8 98t− +  

 ถา                    ( )s t′  =  0  

 จะได       t   10  

 ดังนั้น คาวิกฤตของฟงกชัน s  ในชวง ( )0, 20  คือ 10 

 เนื่องจาก   ( ) ( ) ( )210 4.9 10 98 10 490s = − + =   

     ( ) ( ) ( )20 4.9 0 98 0 0s = − + =   

 และ  ( ) ( ) ( )220 4.9 20 98 20 0s = − + =   

 สรุปไดวา ฟงกชัน S  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 10s =  และคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )10 490s =   

 ดังนั้น วัตถุข้ึนไปถึงตําแหนงสูงสุด เม่ือเวลาผานไป 10 วินาที และตําแหนงสูงสุดของวัตถุ  

 คือ 490 เมตร 

3) ตองการหา t  ท่ีทําให ( ) 249.9s t =  

 เนื่องจาก ( )s t  =   24.9 98t t− +   เม่ือ 0 ≤ t ≤ 20  

 ดังนั้น  249.9  =   24.9 98t t− +  

 นั่นคือ  2 20 51t t− + = 0  

  ( )( )3 17t t− − = 0  

 จะได  3t =   หรือ  17t =  

 นั่นคือ  ตองใชเวลา  3  วินาที หรือ 17  วินาที วัตถุจึงอยูสูง 249.9  เมตร จากพ้ืนดิน 

8. เนื่องจาก ( )a t = ( )1 20
4

t−  เม่ือ 0 20t≤ ≤  และ ( )a t = ( )v t′  

 ดังนั้น   
                    

( )v t
 
=

  
( )1 20

4
t dt−∫  

            =
  

2

15
8
tt c− +     เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว และ 0 20t≤ ≤  

 เนื่องจาก 
             

( )0v  =   0  

 ดังนั้น 
   

( )
2

1
05 0
8

c− +  =   0  

                                  1c  =   0  

 จะได ( )v t =
2

5
8
tt −  เม่ือ 0 20t≤ ≤  

=
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 เนื่องจากรถไฟแลนดวยความเร็วเทาเดิมหลังวินาทีท่ี 20  

 และ ( )20v = ( )
2205 20

8
− = 50  

 ดังนั้น หลังวินาทีท่ี 20  รถไฟแลนดวยความเร็ว 50  เมตรตอวินาที 

 เนื่องจาก           ( )v t =
2

5
8
tt −         เม่ือ 0 20t≤ ≤  และ ( )v t = ( )s t′  

 ดังนั้น               ( )s t =
  

2

5
8
tt dt

 
− 

 
∫  

            =
  

2 3

2
5
2 24
t t c− +

     
 เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว และ 0 20t≤ ≤  

 เนื่องจาก    
        

( )0s  =   0  

 ดังนั้น ( )2 3

2
5 0 0

2 24
c− +  =   0  

                                  2c  =   0  

 จะได ( )s t =
2 35

2 24
t t
−  เม่ือ 0 20t≤ ≤  

 เนื่องจาก ( )20s =
( ) ( )2 35 20 20

2 24
− = 2000

3
 

 ดังนั้น ณ วินาทีท่ี 20  รถไฟอยูหางจากสถานีตนทางเปนระยะ 2000
3

 เมตร 

 เนื่องจาก หลังวินาทีท่ี 20  รถไฟแลนดวยความเร็ว 50  เมตรตอวินาที 

 ดังนั้น จากวินาทีท่ี 20  จนถึงวินาทีท่ี 30  รถไฟแลนไดระยะทางเพ่ิมข้ึนอีก ( )50 30 20 500− =  เมตร 

 นั่นคือ เม่ือเวลาผานไป 30  วินาที รถไฟจะอยูหางจากสถานีตนทางเปนระยะทาง 
2,000 500 1,166.67

3
+ ≈  เมตร 
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9. เนื่องจาก ( )d N t
dt

=   
2 41200 15t t−  

 ดังนั้น 
        

( )N t  =
  

( )2 41200 15t t dt−∫  

   = 3 5400 3t t c− +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก 
                     

( )0N  =   600  

 ดังนั้น 
 

( ) ( )3 5400 0 3 0 c− +  =   600  
                c  = 600  
 จะได ( )N t = 3 5400 3 600t t− +  

 ดังนั้น จํานวนปรสิต ณ เวลา t  สัปดาห คือ 3 5400 3 600t t− +  ตัว 

10. เนื่องจาก 
 

( )d H t
dt  =   

1
41

4
t  

 ดังนั้น 
          

( )H t
   
=

  

1
41

4
t dt∫  

         =   

5
4

5
t c+   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก 
          

( )0H  =   1 

 ดังนั้น 
               

5
40

5
c+  =   1 

                                  c  =   1 

 จะได ( )H t =

5
4

1
5
t

+  

 ดังนั้น ตนไมตนนี้จะสูง 

5
4

1
5
t

+  เมตร ในเวลา t  ป 
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11. 1) ให ( )C x  เปนคาใชจายรวมสําหรับงานชนิดหนึ่ง (หนวย : รอยบาท)  

   เม่ือ x  แทนจํานวนวันนับตั้งแตเริ่มงาน 

   เนื่องจาก    ( )E x  =   120 60x +  และ ( )C x′ = ( )E x  

  ดังนั้น   
      

( )C x  =   ( )120 60x dx+∫  

       =   
260 60x x c+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  เนื่องจาก  
                      

( )0C
 
=   0  

  ดังนั้น 
     

( ) ( )260 0 60 0 c+ +  =   0  
                                           c  =   0  
  จะได ( )C x = 260 60x x+  

  เนื่องจาก ( )10C = ( ) ( )260 10 60 10+ = 6,600  

  ดังนั้น หากงานดังกลาวใชเวลา 10  วัน คาใชจายรวมจะเปน 6,600 100 660,000× =  บาท 

 2) เนื่องจาก ( )25C = ( ) ( )260 25 60 25+ = 39,000  

  ดังนั้น หากงานดังกลาวใชเวลา 25  วัน คาใชจายรวมจะเปน 3,900,000  บาท 

 นั่นคือ คาใชจายรวมท่ีเพ่ิมข้ึนนับตั้งแตวันท่ี 10  ถึงวันท่ี 25  คือ 

 3,900,000 660,000− = 3,240,000  บาท 

12.   ให ( )F x  เปนพลังงานรวมโดยประมาณท่ีบานอยูอาศัยใช ณ ป ค.ศ. 2000x +   

       จะได      ( ) ( )F x f x dx= ∫  

                                 ( )22.17 9.74 19.956x x dx= − +∫  

                                 3 22.17 4.87 19.956
3

x x x c= − + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

       ดังนั้น    ( ) ( ) ( ) ( )3 22.1740 40 4.87 40 19.956 40 39,299.57
3

F c c= − + + = +  

                       ( ) ( ) ( ) ( )3 22.1715 15 4.87 15 19.956 15 1,644.84
3

F c c= − + + = +  

     นั่นคือ พลังงานรวมท่ีบานอยูอาศัยใชตั้งแต ค.ศ. 2015 ถึง 2040 มีคาประมาณ 

        ( ) ( )40 15 37,654.73F F− =  ลานลานบีทีย ู  
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แบบฝกหัด 2.10  

1. 1)  เนื่องจาก ( )
4

3 3 3
4
xx dx x c+ = + +∫   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 3 3f x x= +  คือ ( )
4

3
4
xF x x c= + +  

  ดังนั้น         ( )
4

3

3

3x dx+∫  =   
44

3

3
4
x x

 
+ 

 
 

     =   ( ) ( )
4 44 33 4 3 3

4 4
   

+ − +   
   

 

     =   187
4

 

 2) เนื่องจาก  ( )2 2 3x x dx− −∫  = 
3 22 3

3 2
x x x c− − +  

   = 
3

2 3
3
x x x c− − +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2 2 3f x x x= − −  คือ ( )
3

2 3
3
xF x x x c= − − +   

 ดังนั้น     ( )
4

2

1

2 3x x dx− −∫   =  
43

2

1

3
3
x x x

 
− − 

 
 

    =  ( ) ( )
3 3

2 24 14 3 4 1 3 1
3 3

   
− − − − −   

   
 

    =   3−  

 3) เนื่องจาก    ( )34 2x x dx+∫  = 
4 24 2

4 2
x x c+ +  

     = 4 2x x c+ +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 34 2f x x x= +  คือ ( ) 4 2F x x x c= + +  

  ดังนั้น      ( )1 3

1
4 2x x dx

−
+∫  = ( ) 14 2

1
x x

−
+  

     = ( ) ( ) ( )( )4 24 21 1 1 1+ − − + −  
     = 0 
  

c
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 4) เนื่องจาก             2

1 dx
x∫  = 2x dx−∫  

     = 
1

1
x c
−

+
−

 

     = 1 c
x

− +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2
1f x
x

=  คือ ( ) 1F x c
x

= − +  

 ดังนั้น                     
1

2
3

1 dx
x

−

−
∫  =  

1

3

1
x

−

−

 − 
 

 

    =  1 1
1 3

   − − −   − −   
 

    =  2
3

 

 5) เนื่องจาก     2
3

3x dx
x

 + 
 ∫  = 2 33x dx x dx−+∫ ∫  

     = 
3 2

3
3 2
x x c

− 
+ + − 

 

     = 
3

2

3
3 2
x c

x
− +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2
3

3f x x
x

= +  คือ ( )
3

2
3

3 2
xF x c

x
= − +  

 ดังนั้น          
4

2
3

2

3x dx
x

 + 
 ∫  =  

43

2
2

3
3 2
x

x
 

− 
 

 

    =  
( ) ( )

3 3

2 2
4 3 2 3
3 32 4 2 2

   
− − −      

   
 

    =  1,819
96

 

  

c

c
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 6)    เนื่องจาก ( )4 2 1x x dx− + −∫  = 4 2 1x dx x dx dx− + −∫ ∫ ∫  

     = 
5 3

5 3
x x x c− + − +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 4 2 1f x x x= − + −  คือ ( )
5 3

5 3
x xF x x c= − + − +  

 ดังนั้น      ( )
1

4 2

1

1x x dx
−

− + −∫  =  
15 3

1
5 3
x x x

−

 
− + − 
 

 

    =  ( ) ( ) ( )
5 35 3 1 11 1 1 1

5 3 5 3

 − − 
− + − − − + − −       

 

    =  26
15

−  

 7) เนื่องจาก     ( )2 1x x dx+∫  = ( )3x x dx+∫   

       = 3x dx x dx+∫ ∫  

       = 
4 2

4 2
x x c+ +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) ( )2 1f x x x= +  คือ ( )
4 2

4 2
x xF x c= + +  

 ดังนั้น              ( )
1

2

0

1x x dx+∫  =  
14 2

0
4 2
x x 

+ 
 

 

    =  
4 2 4 21 1 0 0
4 2 4 2

   
+ − +   

   
 

    =  3
4

 

  

c

c
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 8)    เนื่องจาก   ( )22 2 1x x dx+∫  = ( )6 4 22x x x dx+ +∫  

       = 6 4 22x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

       = 
7 5 32

7 5 3
x x x c+ + +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) ( )22 2 1f x x x= +  คือ ( )
7 5 32

7 5 3
x x xF x c= + + +  

 ดังนั้น          ( )
1

22 2

0

1x x dx+∫  = 
17 5 3

0

2
7 5 3
x x x 

+ + 
 

  

    =  ( ) ( )5 57 3 7 32 1 2 01 1 0 0
7 5 3 7 5 3

   
+ + − + +      

   
 

    =  92
105

 

 9)    เนื่องจาก     
3

2
3
xx dx

 
− 

 
∫  = 312

3
x dx x dx−∫ ∫  

       = 
2 42 1

2 3 4
x x c− ⋅ +  

       = 
4

2

12
xx c− +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( )
3

2
3
xf x x= −  คือ ( )

4
2

12
xF x x c= − +  

 ดังนั้น          
4 3

1

2
3
xx dx

 
− 

 
∫  =  

44
2

1
12
xx

 
− 

 
 

    =  
4 4

2 24 14 1
12 12

   
− − −   

   
 

    =  25
4

−  

  

c

c
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 10)  เนื่องจาก      ( )22 1x x dx+∫  = ( )5 32x x x dx+ +∫     
        = 5 32x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

       = 
6 4 2

6 2 2
x x x c+ + +      เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) ( )22 1f x x x= +  คือ ( )
6 4 2

6 2 2
x x xF x c= + + +  

 ดังนั้น           ( )
2

22

0

1x x dx+∫  =  
26 4 2

0
6 2 2
x x x 

+ + 
 

 

    =  
6 4 2 6 4 22 2 2 0 0 0

6 2 2 6 2 2
   

+ + − + +   
   

 

    =  62
3

 

2. เนื่องจาก ( )v t  เปนปฏิยานุพันธของ ( )a t   

 ดังนั้น ( )
5

0

a t dt∫ = ( ) ( )5 0v v−  

 เนื่องจาก ( )
5

0

10a t dt =∫  และ ( )0 20v =  

 ดังนั้น 10 = ( )5 20v −  

 นั่นคือ ( )5v = 30  

 จะไดวา ความเร็วของรถยนตคันนี้ขณะเวลา 5  วินาที คือ 30  เมตรตอวินาที 
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แบบฝกหัด 2.11  

1. 1) กราฟของ ( ) 2f x x=  เปนรูปพาราโบลาหงาย และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยู

ในชวง [ ]3, 0−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2y x=  จาก  3x = −  ถึง 0x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]3, 0−  

 จะได   ( )
00 3

2

3 3

0 9 9
3
xA x dx

− −

= = = − − =∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2y x=  จาก 3x = −  ถึง 0x =  เทากับ  

 9  ตารางหนวย 

2) กราฟของ ( ) 1f x x= +  เปนเสนตรง และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 1−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 1y x= +  จาก  1x = −  ถึง 1x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 1−  

 จะได   ( )
11 2

1 1

3 11 2
2 2 2
xA x dx x

− −

   = + = + = − − =   
  

∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 1y x= +  จาก 1x = −  ถึง 1x =  เทากับ 

2  ตารางหนวย 

3) กราฟของ ( ) 26f x x x= + −  เปนรูปพาราโบลาคว่ํา และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x   

 ท่ีอยูในชวง   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 26y x x= + −  จาก 1x = −  ถึง 1x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 1−  

 จะได   ( )
11 2 3

2

1 1

37 31 346 6
2 3 6 6 3
x xA x x dx x

− −

   = + − = + − = − − =   
  

∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 26y x x= + −  จาก 1x = −  ถึง 1x =  

เทากับ 34
3

 ตารางหนวย 

  

[ ]1, 1−
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4) กราฟของ ( ) 29f x x= −  เปนรูปพาราโบลาคว่ํา และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยู

ในชวง [ ]3, 3−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 29y x= −  จาก  3x = −  ถึง 3x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]3, 3−  

 จะได   ( ) ( )
33 3

2

3 3

9 9 18 18 36
3
xA x dx x

− −

 
= − = − = − − = 

 
∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 29y x= −  จาก 3x = −  ถึง 3x =  เทากับ 

36  ตารางหนวย 

5) กราฟของ ( ) 2 25f x x= −  เปนรูปพาราโบลาหงาย และ ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก x  ท่ี

อยูในชวง [ ]1, 3−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 25y x= −  จาก  1x = −  ถึง 3x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 3−  

 จะได   ( )
33 3

2

1 1

74 27225 25 66
3 3 3
xA x dx x

− −

   = − − = − − = − − − =   
  

∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 25y x= −  จาก 1x = −  ถึง 3x =  

เทากับ 272
3

 ตารางหนวย 

2. จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
1

0

1 0F F f x dx− = ∫  

 เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]0, 1  เทากับ ( )( )1 1 2 1
2

=  ตารางหนวย 

 ดังนั้น      ( )
1

0

1f x dx = −∫    

 และเนื่องจาก ( )0 0F =    

 ดังนั้น      ( ) ( ) ( )
1

0

1 0 1 0 1F f x dx F= + = − + = −∫  

 ตอไปหาคาของ  ( )2F  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
2

1

2 1F F f x dx− = ∫  
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เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]1, 2  เทากับ 

( )( )1 32 1 1
2 2

+ =  ตารางหนวย 

ดังนั้น     ( )
2

1

3
2

f x dx = −∫    

และเนื่องจาก ( )1 1F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

3 52 1 1
2 2

F f x dx F= + = − + − = −∫  

ตอไปหาคาของ  ( )3F  

จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
3

2

3 2F F f x dx− = ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]2, 3  เทากับ 
 

( )( )1 11 1
2 2

=  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
3

2

1
2

f x dx = −∫     

และเนื่องจาก ( ) 52
2

F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( )
3

2

1 53 2 3
2 2

F f x dx F  = + = − + − = − 
 ∫  

ตอไปหาคาของ  ( )4F  

จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
4

3

4 3F F f x dx− = ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]3, 4  เทากับ 
 

( )( )1 11 1
2 2

=  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
4

3

1
2

f x dx =∫     

และเนื่องจาก ( )3 3F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
4

3

1 54 3 3
2 2

F f x dx F= + = + − = −∫  

ตอไปหาคาของ  ( )5F  
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จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
5

4

5 4F F f x dx− = ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]4, 5  เทากับ 
 

( )( )1 11 1
2 2

=  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
5

4

1
2

f x dx =∫     

และเนื่องจาก ( ) 54
2

F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( )
5

4

1 55 4 2
2 2

F f x dx F  = + = + − = − 
 ∫  

สรุปไดวา  ( )1 1F = − , ( ) 52
2

F = − , ( )3 3F = − , ( ) 54
2

F = −  และ ( )5 2F = −  

3.    ให  F  เปนปฏิยานุพันธของฟงกชัน  f  

      จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
2

0

2 0F F f x dx− = ∫    

      เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]0, 2  เทากับ 5  ตารางหนวย 

      ดังนั้น    ( )
2

0

5f x dx =∫    

 และเนื่องจาก ( )0 3F =
 

 ดังนั้น      ( ) ( ) ( )
2

0

2 0 5 3 8F f x dx F= + = + =∫
 

 
ตอไปหาคาของ  ( )5F  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
5

2

5 2F F f x dx− = ∫  

 เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]2, 5  เทากับ 16  ตารางหนวย 

 ดังนั้น     ( )
5

2

16f x dx = −∫    

 และเนื่องจาก ( )2 8F =  

 ดังนั้น     ( ) ( ) ( )
5

2

5 2 16 8 8F f x dx F= + = − + = −∫  
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 ตอไปหาคาของ  ( )6F  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
6

5

6 5F F f x dx− = ∫  

 เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]5, 6  เทากับ 10  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
6

5

10f x dx =∫     

และเนื่องจาก ( )5 8F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
6

5

6 5 10 8 2F f x dx F= + = + − =∫  

สรุปไดวา  ( )2 8F = , ( )5 8F = −  และ ( )6 2F =  

4. เนื่องจาก ( ) 60v t =  เม่ือ 20 1
60 60 180

t = =
×

 ชั่วโมง 

 ดังนั้น ตองหา 1
180

s 
 
 

 

 เนื่องจาก ( )s t  เปนปฏิยานุพันธของ ( )v t  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( )
1

180

0

1 0
180

s s v t dt  − = 
  ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ v  บนชวง 10,
180

 
  

 เทากับ 

( ) ( ) ( )1 5 1 5 1 10 1130 30 50 50 60
2 60 60 2 60 60 2 60 60 48

     + + + + =     × × ×     
 ตารางหนวย 

ดังนั้น      ( )
1

180

0

11
48

v t dt =∫    

และเนื่องจาก ( )0 0s =  

ดังนั้น      ( ) ( )
1

180

0

1 11 110 0
180 48 48

s v t dt s  = + = + = 
  ∫  

นั่นคือ รถยนตคันนี้แลนได 11
48

 กิโลเมตร ในเวลา 20 วินาที  
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แบบฝกหัดทายบท  

1. 1) ( )6 4

0
lim 7 11 9
x

x x
→

− +   =  ( ) ( )6 47 0 11 0 9− +   =   9 

 2) 
7 5

1

1lim
x

x x
x→

+ +   =  
7 51 1 1

1
+ +  =  3 

 3) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

               
3 2 2

2
x x x

x
− − −

−
  = 

( )( )22 1
2

x x x
x

− + +

−
  =  2 1x x+ +         เม่ือ   2x ≠  

             ดังนั้น  
 
  

3 2

2

2lim
2x

x x x
x→

− − −
−

 =  ( )2

2
lim 1
x

x x
→

+ +   =   7  

 4) เนื่องจาก 1x − = ( )1x− −  เม่ือ 1x <  

จะได          
1

1lim
1x

x
x−→

−

−
 = 

( )1

1lim
1x

x
x−→

−

− −
   

  = 
( )

( )
( )1

11lim
1 1x

xx
x x−→

− −−
⋅

− − − −
   

  = 
( ) ( )

( )1

1 1
lim

1x

x x
x−→

− − −

− −
  

  = ( )( )
1

lim 1
x

x
−→
− − −   

  = 0 
และเนื่องจาก 1x − = 1x −  เม่ือ 1x >  

จะได          
1

1lim
1x

x
x+→

−

−
 = 

1

1lim
1x

x
x+→

−
−

    

 = 
1

1 1lim
1x

x x
x+→

− ⋅ −
−

 

  = 
1

lim 1
x

x
+→

−   

  = 0 

 เนื่องจาก  
1 1

1 1lim lim 0
1 1x x

x x
x x− +→ →

− −
= =

− −
 

 ดังนั้น  
1

1lim 0
1x

x
x→

−
=

−
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 5) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

              
31 1

1 1
x

x x
 −
 + − 

  = 
( )( )21 11

1 1
x x x

x x

 − + +
 
 + − 

   

   =  
 

2 1
1

x x
x
+ +
+

      เม่ือ   1x ≠  

 ดังนั้น  
 
  

3

1

1 1lim
1 1x

x
x x−→

  −
   + −  

   =    
2

1

1lim
1x

x x
x−→

+ +
+

  =   3
2  

 6) 
2

22

6 5lim
4 5x

x x
x x→

− +
+ −

  =  
( )
( )

2

2

2 6 2 5
2 4 2 5
− +
+ −

  =  
3
7

−  

 7) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                       2
1
1

x
x
−
−

  = 
1

1 1
x

x x
−

− +
 

  เนื่องจาก 1x − = ( )1x− −  และ 1x + = 1x +  เม่ือ 1 1x− < <  

จะได          21

1lim
1x

x
x−→

−
−

 = ( )( )1

1lim
1 1x

x
x x−→

−
− − +

   

     = 
1

1lim
1x x−→

 − + 
   

   = 
1
2

−  

  และเนื่องจาก 1x − = 1x −  และ 1x + = 1x +  เม่ือ 1x >  

จะได           21

1lim
1x

x
x+→

−
−

 = ( )( )1

1lim
1 1x

x
x x+→

−
− +

   

     = 
1

1lim
1x x+→ +

   

   = 
1
2

 

 เนื่องจาก  2 21 1

1 1lim lim
1 1x x

x x
x x− +→ →

− −
≠

− −
 

 ดังนั้น  21

1lim
1x

x
x→

−
−

  ไมมีคา 
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 8) วิธีท่ี 1  จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                 
2 4 4

2
x x

x
− +

−
 = 

22
2

x
x
−
−

 

    เนื่องจาก 2x − = ( )2x− −   เม่ือ 2x <  

     จะได       
2

2

4 4
lim

2x

x x
x−→

− +

−
   =  

2

2

2
lim

2x

x
x−→

−
−

   

   = 
( )( )2

2

2
lim

2x

x
x−→

− −

−
   

   = ( )
2

lim 2
x

x
−→

−  

   = 0 
    และเนื่องจาก 2x − = 2x −  เม่ือ 2x >  

     จะได       
2

2

4 4
lim

2x

x x
x+→

− +

−
   =  

2

2

2
lim

2x

x
x+→

−
−

   

    = 
( )2

2

2
lim

2x

x
x+→

−
−

 

    = ( )
2

lim 2
x

x
+→

−  

    = 0  

   เนื่องจาก  
2 2

2 2

4 4 4 4
lim lim 0

2 2x x

x x x x

x x− +→ →

− + − +
= =

− −
 

   ดังนั้น        
2

2

4 4
lim 0

2x

x x
x→

− +
=

−
 

  วิธีท่ี 2   จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                         
2 4 4

2
x x

x
− +

−
 = 

22
2

x
x
−
−

 = 
( )22

2
x
x
−
−

=  2x −   เม่ือ  2x ≠  

           จะได   
2

2

4 4
lim

2x

x x

x→

− +

−
  =  ( )

2
lim 2
x

x
→

−   =   0 

           ดังนั้น  
2

2

4 4
lim 0

2x

x x
x→

− +
=

−
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2. 1)    ( )
0

lim
x

f x
+→

  = ( )
0

lim 1
x

x
+→

+     

   = 0 + 1 
   = 1 

       2)     ( )
0

lim
x

f x
−→

  = 
0

1
lim

1x

x
x−→

+
−

 

   = ( )
0

1
lim

1x

x
x−→

− +
−

    เนื่องจาก 0x <  

   = 0 1
1 0
+
−

 

   = 1 
 3)   เนื่องจาก ( ) ( )

0 0
lim 1 lim
x x

f x f x
− +→ →

= =  จะได ( )
0

lim 1
x

f x
→

=   

 4)   เนื่องจาก  ( )
2

lim
x

f x
−→

 = ( )
2

lim 1
x

x
−→

+  

   = 2 + 1 
   = 3 
      และ        ( )

2
lim
x

f x
+→

 = ( )2

2
lim 5 9
x

x x
+→

− +  

   = ( ) ( )22 5 2 9− +  
   = 3 
          ดังนั้น  ( )

2
lim 3
x

f x
→

=  

        5)  ( )
3

lim
x

f x
→−

  = 
3

1
lim

1x

x
x→−

+
−

 

   = ( )
3

1
lim

1x

x
x→−

− − +
−

     เนื่องจาก 0x <  

   = 
( )

3 1
1 3

+
− −

 

   = 4
4

  

   = 1 
        6)   ( )

3
2

lim
x

f x
→

  = ( )
3
2

lim 1
x

x
→

+  

   = 
3 1
2
+  

   = 5
2
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3.    1) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                      
2 6

2
x x

x
+ −
−

  =   
( )( )2 3

2
x x

x
− +

−
 

   = 3x +   เม่ือ 2x ≠   

 ดังนั้น            
 

( )
2

lim
x

f x
→

  =   ( )
2

lim 3
x

x
→

+   

   = 2 + 3 
    = 5 

2)          ( )
2

lim
x

g x
→

  =   
2

lim
x

x
→

 

    =   
2

lim
x

x
→

 เนื่องจาก 0x >  

    =   2  

3)   เนื่องจาก ( )
2

lim
x

f x
→

 และ ( )
2

lim
x

g x
→

 หาคาได 

    จะได   ( )
( )

( )
( )

2
2

2

lim 5lim
lim 2
x

x
x

f xf x
g x g x

→

→
→

 
= =  

 
 

4)   ( ) ( )( )
2

lim 5 4
x

f x g x
→−

−  = ( ) ( )5 2 4 2f g− − −  

  = ( ) ( )5 2 3 4 2− + −  
   = 3−   

4. 1) จาก  ( )
2

2
1 , 1

2 , 1

x xf x x x
x

 −
≠=  −

 =

 

  ดังนั้น  ( )1 2f =  

เนื่องจาก         ( )
1

lim
x

f x
→

 = 
2

21

1lim
x

x
x x→

−
−

   

  = 
( )( )

( )1

1 1
lim

1x

x x
x x→

− +
−

 

  = 
1

1lim
x

x
x→

+
 

  = 2 
เนื่องจาก  ( )

1
lim
x

f x
→

 = ( )1f  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  
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 2) จาก  ( )
3

2

1 , 1

2 , 1

x x x
f x

x x

 + + ≤= 
+ >

 

ดังนั้น  ( )1 3f =   

เนื่องจาก   ( )
1

lim
x

f x
−→

 =  ( )3

1
lim 1
x

x x
−→

+ +   =  3  

และ         ( )
1

lim
x

f x
+→

 =  ( )2

1
lim 2
x

x
+→

+       =  3  

จะไดวา     ( )
1

lim
x

f x
−→

  =  3   =  ( )
1

lim
x

f x
+→

 

ดังนั้น   ( )
1

lim
x

f x
→

  =  3   

เนื่องจาก  ( )
1

lim
x

f x
→

 = ( )1f  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

 3) จาก  ( )
3 1 , 1

1
2 , 1

x xf x x
x

 −
≠=  −

 =

 

 จะได  ( )1 2f =  

 และ              ( )
1

lim
x

f x
→

  =   
3

1

1lim
1x

x
x→

−
−

 

  = 
( )( )2

1

1 1
lim

1x

x x x

x→

− + +

−
 

  = ( )2

1
lim 1
x

x x
→

+ +  

  = 3 
 เนื่องจาก  ( ) ( )

1
lim 1
x

f x f
→

≠  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

 4) จาก  ( ) 9
10

1 , 0 1

10 , 1

x x
f x x x

x

− < <
=  −


≥

 

ดังนั้น  ( )1 10f =  

และ ( )
1 1

lim lim10 10
x x

f x
+ +→ →

= =  

ตอไปจะหา  ( )
1

lim
x

f x
−→

 ซ่ึงเทากับ 91
10

1lim
x

x

x x
−→

−

−
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    จัดรูปฟงกชันใหม โดยใชเอกลักษณ ( )( )2 11 1 1n nx x x x x −− = − + + + +     

             จะได         9
10

1x

x x

−

−

 = 

1 1 2 9
10 10 10 10

9 1
10 10

1 1

1

x x x x

x x

  
− + + + +    

  
 

−  
 



 

   = 

1 2 9
10 10 10

9
10

1 x x x

x

+ + + +    เม่ือ 1x ≠  

 ดังนั้น  
 
   ( )

1
lim
x

f x
−→

 = 

1 2 9
10 10 10

91
10

1lim
x

x x x

x
−→

+ + + +

 

   = 

1 2 9
10 10 10

9
10

1 1 1 1

1

+ + + +

 

   = 10 
 เนื่องจาก   ( )

1
lim
x

f x
−→

 = ( )
1

lim
x

f x
+→

  =  10  

 ดังนั้น    ( )
1

lim
x

f x
→

 = 10  

 เนื่องจาก    ( )
1

lim
x

f x
→

 = ( )1f  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

5. พิจารณา ( ) ( )( )2
1 1

2 57 10
f x

x xx x
= =

− −− +
 

 จะได ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซ่ึง 2 7 10 0x x− + ≠   

 เนื่องจาก ( )( )2 7 10 2 5x x x x− + = − −  จะได ( )f x  ไมนิยามท่ี 2x =  และ 5x =   

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  ทุก { }2,5c∈ −     

        1)   เนื่องจาก ( )2 ,2∉ −∞  และ ( )5 ,2∉ −∞  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),2−∞   

      2)   เนื่องจาก [ )2 3,4∉  และ [ )5 3,4∉   

  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ )3,4   

       3)   เนื่องจาก ( )2 4,5∉  และ ( )5 4,5∉  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )4,5   
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        4)   เนื่องจาก ( )2 5,∉ ∞  และ ( )5 5,∉ ∞   

    จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )5,∞  

6.  พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน g  ท่ี 2x = −  และ 1x =    

เนื่องจาก ( ) ( ) ( )
2 2 2

lim lim 2 lim 2 2 2 4
x x x

g x x x
− − −→− →− →−

= − = − − = − − − =  

และ       ( ) ( )
2 2

lim lim 6 2 6 4
x x

g x x
+ +→− →−

= + = − + =  

จะไดวา   ( ) ( )
2 2

lim lim 4
x x

g x g x
− +→− →−

= =  

ดังนั้น        ( )
2

lim 4
x

g x
→−

=  

และ  ( )2 2 6 4g − = − + =   

เนื่องจาก ( ) ( )
2

lim 2
x

g x g
→−

= −  

ดังนั้น g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x = −   

ตอไปพิจารณาท่ี 1x =   

เนื่องจาก ( ) ( )
1 1

lim lim 6 7
x x

g x x
− −→ →

= + =   

และ ( ) ( )2

1 1
lim lim 6 6
x x

g x x x
+ +→ →

= − + =   

นั่นคือ ( )
1

lim
x

g x
→

 หาคาไมได  

ดังนั้น g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =   

      1)   เนื่องจาก ( ]1 , 3∉ −∞ −  จะไดวา g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ], 3−∞ −   

        2)   เนื่องจาก ( )1 1 6 7g = + =   

            นั่นคือ ( ) ( )
1

1 lim
x

g g x
−→

=  

  จะไดวา g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,1−   

       3)   เนื่องจาก [ ]1 4,3∈ −  จะไดวา g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ]4,3−   

        4)   เนื่องจาก ( )1 1,∉ ∞  จะไดวา g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,∞   
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7.     1)   จากโจทย f  จะเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x = −   

                ดังนั้น          ( )
2

lim
x

f x
−→−

    = ( )
2

lim
x

f x
+→−

 

                      ( )2

2
lim 1

x
ax x

−→−
− −     =   ( )

2
lim

x
x a

+→−
−  

          ( ) ( )22 2 1a − − − −  = ( )2 a− −  
    4 1a +   = 2a− −   

  จะได                     a   = 3
5

−   

        2)   จากโจทย f  จะเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี  2x =   

  และ 4x =   

            เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x =   

               จะได             ( )
2

lim
x

f x
−→

   = ( )
2

lim
x

f x
+→

 

                                ( )
2

lim
x

ax b
−→

+   = 
2

lim 1
x

x
+→

−  

                            2a b+    =    ( )
2

lim 1
x

x
+→
− −  

                            2a b+  =  1     ----- (1) 
            เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 4x =  

               จะได            ( )
4

lim
x

f x
−→

    =  ( )
4

lim
x

f x
+→

 

                                   
4

lim 1
x

x
−→

−     = ( )2

4
lim
x

x ax b
+→

− −  

                               ( )
4

lim 1
x

x
−→
− −  = ( )2

4
lim
x

x ax b
+→

− −  

                                     3 = ( ) ( )24 4a b− −   
                             4a b+  = 13 ----- (2)  
             จาก (1) และ (2) จะได 6a =  และ 11b = −   
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8.   g  อาจเปนหรือไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดก็ได ตัวอยางเชน 

 ให ( ) 0f x =  ทุก x∈  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

 เนื่องจาก ( ) ( )1 1f g≠  

 ดังนั้น ถา ( ) 0g x =  ทุก x∈  แลว g  จะเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

 ให ( )
0 , 1
1 , 1

x
g x

x
≠

=  =
   จะไดวา ( ) ( )f x g x=  สําหรับทุกจํานวนจริง  1x ≠   

     แต g  ไมตอเนื่องท่ี 1x =   

 ดังนั้น g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

9.   เนื่องจาก f  ตอเนื่องท่ี 1x =  

 ดังนั้น  ( )
1

lim
x

f x
→

  มีคา 

 นั่นคือ  ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  

 จาก  ( ) ( )
1 , 1

2 , 1
ax x

f x
a b x b x
− <=  + − ≥

 

 จะได ( )
1

lim
x

f x
−→

 =  ( )
1

lim 1
x

ax
−→

−   =  1a −  

 และ     ( )
1

lim
x

f x
+→

 =  ( )( )
1

lim 2
x

a b x b
+→

+ −  =  2a  

 ดังนั้น       1a −  =  2a  

 นั่นคือ           a  =  1−  

 เนื่องจาก    ( )f x  =   ( )2a b x b+ −   =  ( )2b x b− −  เม่ือ  1x ≥  

 ดังนั้น      ( )f x′  =  ( )( )2d b x b
dx

− −  =  2b −    เม่ือ  1x >  

 เนื่องจาก    ( )2f ′  =  2  

 ดังนั้น       2b −  =  2  

 นั่นคือ     b  =  4  

 จะได  ( )
2

lim
x

f x
→

 =  ( )( )
2

lim 2
x

b x b
→

− −  

     =  ( )
2

lim 2 4
x

x
→

−  

     =   0 
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10.  1) 1.1 ( )
3

lim 1
x

f x
−→−

= −  

  1.2 ( )
3

lim 1
x

f x
+→−

=  

  1.3 ( )
3

lim
x

f x
→−

 ไมมีคา เนื่องจาก ( ) ( )
3 3

lim lim
x x

f x f x
− +→− →−

≠  

  1.4 ( )
1

lim 2
x

f x
→−

= −   

  1.5 ( )
0

lim 2
x

f x
→

= −   

  1.6 ( )2 3f =   
  1.7 ( )

2
lim 1
x

f x
→

=   

  1.8 ( )4 3f =   

  1.9  ( )
4

lim
x

f x
→

 ไมมีคา เนื่องจาก ( ) ( )
4 4

lim 4 3 lim
x x

f x f x
− +→ →

= ≠ =  

2) 2.1 ไมมีคา  

เนื่องจาก 2

4
lim
x

x
→

 มีคา 

และ ถา ( )( )2

4
lim
x

x f x
→

+  มีคาแลว จะทําให 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2

4 4 4 4
lim lim lim lim
x x x x

f x x f x x x f x x
→ → → →

= + − = + −  มีคาดวย  

  ซ่ึงขัดแยงกับขอ 1.9  

 2.2 ควรนิยามคาของ ( )1 2f − = −   
11.  1)  
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2)  

 
     3)   3.1 เนื่องจาก   ( )12

lim
x

f x
→−

 = 
2

2

4lim
2x

x
x→−

−
+

 

       = ( )( )
2

2 2
lim

2x

x x
x→−

− +
+

 

       = ( )
2

lim 2
x

x
→−

−  

       = 4−   
  และ  ( )1 2f −  ไมมีคา 

  ดังนั้น 1f   เปนฟงกชันไมตอเนื่องแบบขจัดไดท่ี 2x = −   

  เนื่องจาก    ( )2
0

lim
x

f x
−→

 = ( )
0

lim
x

x
−→
−  

       = 0 
  และ     ( )2

0
lim
x

f x
+→

 = 
0

lim
x

x
+→

 

       = 0 
  ดังนั้น    ( )20

lim
x

f x
→

 = 0 

  เนื่องจาก        ( )2 0f  = 1 

  ดังนั้น             ( )2 0f  ≠   ( )20
lim
x

f x
→

   

  ดังนั้น 2f   เปนฟงกชันไมตอเนื่องแบบขจัดไดท่ี 0x =   

 3.2 ตองนิยามคาของ ( )1f x  ท่ี 2x = −  โดยนิยามให  ( ) ( )1 12
2 lim 4

x
f f x

→−
− = = −  

  ตองนิยามคาของ ( )2f x  ท่ี 0x =  ใหม โดยนิยามให ( ) ( )2 20
0 lim 0

x
f f x

→
= =  
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12.  1)   ตัวอยางกราฟของฟงกชันท่ีสอดคลอง 

 
 2)   ตัวอยางกราฟของฟงกชันท่ีสอดคลอง    

 



     
     
     

    
 

492 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

13. ให ( ) 2

1y f x
x

= =  จะได อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยน

จาก a  เปน a h+   คือ 

                
( ) ( )f a h f a

h
+ −

  =   
( )2 2

1 1
aa h

h

−
+

 

    =   
( )

2

22

2ah h
ha a h
− −

+
 

    =   
( )22

2a h
a a h
− −

+
 

      1)   อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x   เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 3 คือ  

                      
( ) ( )2 1 2

1
f f+ −

 =   
( )
( )22

2 2 1
2 2 1
− −

+
 

    = 
5

36
−  

2) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x   เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.1 คือ 

                      
( ) ( )2 0.1 2

0.1
f f+ −

 =   
( )
( )22

2 2 0.1
2 2 0.1
− −

+
 

    = 4.1
17.64

−  

    = 205
882

−  

3) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x   เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.01 คือ 

                    
( ) ( )2 0.01 2

0.01
f f+ −

 =   
( )
( )22

2 2 0.01
2 2 0.01
− −

+
 

    = 4.01
16.1604

−  

    ≈   0.25−   
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4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ  y  เทียบกับ  x  ขณะท่ี 2x =  คือ 

                    
( ) ( )

0

2 2
lim
h

f h f
h→

+ −
  =   

( )
( )220

2 2
lim

2 2h

h
h→

− −

+
 

    = 
( )
( )22

2 2 0
2 2 0
− −

+
 

    = 1
4

−  

14.  1) เนื่องจาก  y  = 
3

2
3 2
x x x+ −  

    = 
13
22

3 2
x x x+ −  

 จะได      y′  = 
13
22

3 2
d x x x
dx

 
+ −  

 
 

         = 
12
23 1 12

3 2 2
x x

− + −  
 

 

         = 2 1 1
2

x
x

+ −  

 2)   ให            u  = 2 3 4x x+ −  

  จะได  y  = 3u  

  ดังนั้น        y′  = dy du
du dx

⋅  

    = ( ) ( )3 2 3 4d du x x
du dx

⋅ + −  

    = ( )23 2 3u x⋅ +  

    = ( ) ( )
223 3 4 2 3x x x+ − +  
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 3)   ให            u  = 24 5 7x x− +  

  จะได  y  = 5u−  

  ดังนั้น        y′  = dy du
du dx

⋅  

    = ( ) ( )5 24 5 7d du x x
du dx

− ⋅ − +  

    = ( )65 8 5u x−− ⋅ −  

    = ( ) ( )
625 4 5 7 8 5x x x
−

− − + −  

 4) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก     y  = ( )32 2 1x x +  

       = 5 4 3 28 12 6x x x x+ + +  

    จะได         y′  = ( )5 4 3 28 12 6d x x x x
dx

+ + +  

       = ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 28 12 6d d d dx x x x
dx dx dx dx

+ + +  

       = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 28 5 12 4 6 3 2x x x x+ + +  

       = 4 3 240 48 18 2x x x x+ + +   
  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก     y  = ( )32 2 1x x +  

    จะได         y′  = ( )( )32 2 1d x x
dx

+  

       = ( )( ) ( ) ( )3 32 22 1 2 1d dx x x x
dx dx

+ + +   

       = ( )( ) ( ) ( )3 32 2 1 2 1 2dx x x x
dx

+ + +  

    ให            u   = 2 1x +  

    จะได  ( )( )32 1d x
dx

+  = ( ) ( )3 2 1d du x
du dx

⋅ +  

       = ( )( )23 2u  

       = ( )26 2 1x +  

    ดังนั้น        y′  = ( )( ) ( ) ( )3 32 2 1 2 1 2dx x x x
dx

+ + +  

       = ( )( ) ( ) ( )2 32 6 2 1 2 1 2x x x x+ + +  

       = ( )( ) ( )22 2 1 3 2 1x x x x+ + +   
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       = ( )( ) ( )22 2 1 5 1x x x+ +  
       = 4 3 240 48 18 2x x x x+ + +   

 5) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก     y  = ( ) ( )2 3

4

2 1 1x x
x

+ −
 

       = 4 3 2 15 8 4x x x x x− − − −+ − − + −  

    จะได         y′  = ( )4 3 2 15 8 4d x x x x x
dx

− − − −+ − − + −  

       = 5 4 3 24 3 10 0 4x x x x− − − −− − + + + −   

       = 
2 3 5

5
4 3 10 4x x x x

x
− − + + −  

  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก    y  = ( ) ( )2 3

4

2 1 1x x
x

+ −
 

    จะได        y′  = 
( ) ( )2 3

4
2 1 1x xd

dx x

 + −
 
 
 

 

             = 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 2 34 4

24

2 1 1 2 1 1d dx x x x x x
dx dx

x

+ − − + −
 

       = 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 34 3

8

2 1 1 2 1 1 4dx x x x x x
dx

x

+ − − + −
 

    จาก ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 3 2 3 3 22 1 1 2 1 1 1 2 1d d dx x x x x x
dx dx dx

+ − = + − + − +  

    ให    u = 1 x−   และ  v = 2 1x +   

    จะได    ( )( )31d x
dx

−  = ( ) ( )3 1d du x
du dx

⋅ −  

       = ( )( )23 1u −   

       = ( )23 1 x− −   

    และ   ( )( )22 1d x
dx

+  = ( ) ( )2 2 1d dv x
dv dx

⋅ +  

       = ( )( )2 2v   

       = ( )4 2 1x +  
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    จะได ( ) ( )( )2 32 1 1d x x
dx

+ −  = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 32 1 3 1 1 4 2 1x x x x+ − − + − +   

         = ( )( ) ( )21 10 1 2 1x x x− − +   

  ดังนั้น       y′  = 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 34 3

8

2 1 1 2 1 1 4dx x x x x x
dx

x

+ − − + −
 

     = 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 34 3

8

1 10 1 2 1 2 1 1 4x x x x x x x

x

− − + − + −
 

                    = 
( )( ) ( )2 2

5

2 1 1 2 3 4x x x x

x

+ − + +
−   

                        = 
2 3 5

5
4 3 10 4x x x x

x
− − + + −  

        6)  ให       u   =   6 1
2 3

x
x

+
−

      

  จะได     y  =  5u  

 ดังนั้น   y′  = dy du
du dx

⋅  

  = ( )5 6 1
2 3

d d xu
du dx x

+ ⋅  − 
 

  = 4 6 15
2 3

d xu
dx x

+ ⋅  − 
 

  = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

4

2

2 3 6 1 6 1 2 36 15
2 3 2 3

d dx x x xx dx dx
x x

− + − + −+  ⋅ −  −
 

  = ( )( ) ( )( )
( )

4

2

2 3 6 6 1 36 15
2 3 2 3

x xx
x x

− − + −+  ⋅ −  −
 

  = 
( )

4

2
6 1 155
2 3 2 3

x
x x

+  ⋅ −  −
 

  = 
( )

( )

4

6

75 6 1

2 3

x

x

+

−
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 7)   เนื่องจาก            y  = 
( )31

x
x +

  = 
( )

1
2

31
x

x +
 

 จะได               y′  = 
( )

1
2

31
d x
dx x

 
 
 + 
 

 

   = 
( ) ( )( )

( )( )

1 1
3 32 2

23

1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

 
+ − +  

 

+
 

   = 
( ) ( )( )

( )

1 1
3 32 2

6

11 1
2

1

dx x x x
dx

x

− 
+ − +  

 
+

 

  ให                     u  = 1x +  

  จะได    ( )( )31d x
dx

+  = ( ) ( )3 1d du x
du dx

⋅ +  

      = ( )( )23 1u  

      = ( )23 1x +  

 จะได               y′  = 
( ) ( )( )

( )

1 1
3 22 2

6

11 3 1
2

1

x x x x

x

− 
+ − +  

 
+

 

   = 
( ) ( )

( )

1 1
2 2 2

6

11 1 3
2

1

x x x x

x

−  
+  + −      

+
 

   = 
( )

( )

1 1 1
2 2 2 2

6

1 11 3
2 2

1

x x x x

x

− 
+ + −  

 
+

 

   = 
( )

1 1
2 2

4

1 5
2 2

1

x x

x

− 
−  

 
+
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   = 
( ) ( )4 4
1 5

2 1 2 1
x

x x x
−

+ +
 

       = 
( )4

1 5
2 1

x
x x
−

+
 

 8) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก         y  = 1
2 1

x
x x

−
+ −

 

     = ( )2 1
2 1

x x
x x

− −

+ −
 

     = 
( )( )2 1 2 1

2 1

x x x x

x x

− + − −

+ −
 

     = 2 1x x− −  

     = ( )
11
222 1x x− −  

    จะได              y′  = ( )
11
222 1d x x

dx
 

− −  
 

 

     = ( )
11
222 1d dx x

dx dx
  

− −        
 

     = ( )
11
22

12 1
2

d x x
dx

− 
− − 

 
 

    ให                u  = 2 1x −  

    จะได  ( )
1
22 1d x

dx
 

− 
 

 = ( )
1
2 2 1d du x

du dx
 

⋅ −  
 

 

     = ( )
1
21 2

2
u
− 

  
 

 

     = 1
2 1x −

 

    จะได             y′  = 
1
21 1

22 1
x

x
−

−
−

 

     = 1 1
2 1 2x x

−
−
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  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก         y  = 1
2 1

x
x x

−
+ −

 

    จะได               y′  = 1
2 1

d x
dx x x

− 
 + − 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2 1 1 1 2 1

2 1

d dx x x x x x
dx dx

x x

+ − − − − + −

+ −
 

     = 
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2 1 1 1 2 1

2 1

d dx x x x x
dx dx

x x

 + − − − + − 
 

+ −
 

  ให               u  = 2 1x −  

  จะได ( )2 1d x
dx

−  = ( )
1
22 1d x

dx
 

− 
 

 

     = ( )
1
2 2 1d du x

du dx
 

⋅ −  
 

 

     = ( )
1
21 2

2
u
− 

  
 

 

     = 1
2 1x −

 

  และ       ( )d x
dx

 = 
1
2d x

dx
 
  
 

 

     = 
1
21

2
x
−

 

     = 1
2 x

 

  จะได                y′  = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2 1 1 2 1

2 1

d dx x x x x
dx dx

x x

 + − − − + − 
 

+ −
 

     = 
( ) ( )

( )2

1 12 1 1
2 2 1

2 1

x x x
x x

x x

 + − − − + − 

+ −
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 9)  เนื่องจาก             y  = 
4 34

1
6 3x x− +

  = ( )
1

4 3 46 3x x
−

− +  

   ให                     u  = 4 36 3x x− +  

   จะได                  y  = 
1
4u

−
 

  ดังนั้น                y′  = ( )
1

4 34 6 3d du x x
du dx

− 
⋅ − +  

 
 

   = ( )
5

3 241 4 18
4

u x x
−

− ⋅ −  

                                                    = ( ) ( )
5

4 3 3 241 6 3 4 18
4

x x x x
−

− − + ⋅ −  

 10)  เนื่องจาก             y  = 

( )
5
35 3

1

x x x+ −
  = ( )

5
1 3

5 3 2x x x
−

 
+ − 

 
 

   ให                     u  = ( )
1

5 3 2x x x+ −  

   จะได                  y  = 
5
3u

−
 

  ดังนั้น                y′  = ( )
5 1

5 33 2d du x x x
du dx

−   
⋅ + −        

 

   = ( ) ( )
8 1

5 33 25
3

d du x x x
dx dx

−     
− + −          

 

   = ( ) ( )
8

1 13
5 3 4 32 25 5

3
dx x x x x x
dx

−     
− + − + −            

 

  ให                     v  = 3x x−  

  จะได ( )
1

3 2d x x
dx

 
−  

 
 = ( )

1
32d dv x x

dv dx
 

⋅ −  
 

 

      = ( )
1

221 3 1
2

v x
− 

−  
 

 

      = ( ) ( )
1

3 221 3 1
2

x x x
−

− −  
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 ดังนั้น                 y′   = ( ) ( )
8

1 13
5 3 4 32 25 5

3
dx x x x x x
dx

−     
− + − + −            

 

                                = ( ) ( ) ( )
8

1 13
5 3 4 3 22 25 15 3 1

3 2
x x x x x x x

−
−   

− + − + − −      
   

 

15.   1)     ให ( ) 3 23 4f x x x= − +  จะได ( ) 23 6f x x x′ = −   

     เม่ือ 1x = −  จะได ( ) ( ) ( )3 21 1 3 1 4 0f − = − − − + =  และ ( ) ( ) ( )21 3 1 6 1 9f ′ − = − − − =  

     ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1, 0−  คือ 9   

สมการของเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน  คือ  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 0−  ท่ีมี 1x = −  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 0−   

และมีความชัน 9    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 0−  ท่ีมี 1x = −  คือ ( )( )0 9 1y x− = − −   

นั่นคือ 9 9y x= +  

2)   ให ( )
2 2

3 5
xf x
x
−

=
−

    

 จะได  ( )
( )( ) ( )( )

( )

2

2

3 5 2 2 3

3 5

x x x
f x

x

− − −
′ =

−
  

ดังนั้น  ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )

2

2

3 4 5 2 4 4 2 3 24
73 4 5

f
− − −

′ = =
−

  

 นั่นคือ ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )4, 2   คือ 2
7

 

 สมการของเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน  คือ  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )4, 2  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )4, 2  และมีความชัน 2
7

   

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )4, 2  คือ ( )22 4
7

y x− = −   

นั่นคือ 2 6
7 7

y x= +  

  

( )1 1,x y m ( )1 1y y m x x− = −

( )1 1,x y m ( )1 1y y m x x− = −
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16.   ฟงกชัน f  จะมีเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )0, 2  ก็ตอเม่ือ ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h→

+ −  หาคาได  

       เนื่องจาก       ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h−→

+ −     =  ( )
0

0 2 2
lim
h

h
h−→

+ − −
 

  =  
0

2 2
lim
h

h
h−→

− −  

  =  ( )
0

2 2
lim
h

h
h−→

− − −  

  = 
0

2 2lim
h

h
h−→

− + −  

  = ( )
0

lim 1
h −→

−  

  = 1−   

      และ            ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h+→

+ −    =  
( ) ( )( )2

0

2 2 0 0 2
lim
h

h h

h+→

− + − + −
 

   =  
2

0

2lim
h

h h
h+→

− −  

  = ( )
0

lim 2
h

h
+→
− −  

  = 2−   

      จะไดวา ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 0
lim lim
h h

f h f f h f
h h− +→ →

+ − + −
≠   

      นั่นคือ ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h→

+ −  หาคาไมได  

       ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมมีเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )0,2  

17.   ให ( ) 22 11 15f x x x= + +  จะได ( ) 4 11f x x′ = +    

      และ ( ) ( )3 4 3 11 1f ′ − = − + = −  

 นั่นคือ ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )3,0−  คือ 1−  

      เนื่องจากเสนตรง y mx c= +  ตั้งฉากกับเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )3,0−  

      จะได  ( )1 1m ⋅ − = −   นั่นคือ 1m =  

 เนื่องจาก ( )3,0−  เปนจุดอยูบนเสนตรง y mx c= +  ดังนั้น ( )( )0 1 3 c= − +  

      จะได 3c =  ดังนั้น 3 1 2c m− = − =  
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18.   เนื่องจาก  ( )f x  = 
2 3

1
x
x
+
+

 

 จะได          ( )f x′  = 
2 3

1
d x
dx x

 +
 + 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1 3 3 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ + − + +

+
 

     = 
( )( ) ( )( )

( )

2

2

1 2 0 3 1 0

1

x x x

x

+ + − + +

+
 

     = 
( )

2

2
2 3
1

x x
x
+ −
+

 

 ดังนั้น         ( )0f ′  = ( )
( )

2

2

0 2 0 3
0 1
+ −

+
 

     = 3−   

 และ           ( )1f ′  = ( )
( )

2

2

1 2 1 3
1 1
+ −

+
 

     = 0 
19.   จาก 2 2 4x y+ =  

 จะได y = ( )
1

2 24 x± −   

      เนื่องจากจุดท่ีตองการหาความชันคือ ( )1, 3−   

  ดังนั้นตองใชสมการ y = ( )
1

2 24 x− −  

      ตอไปจะหาเสนสัมผัสเสนโคง ( )
1

2 24y x= − −  ท่ีจุด ( )1, 3−  

 ให          u  = 24 x−  

 จะได         y  = 
1
2u−  

 ดังนั้น              dy
dx

 = ( )
1

22 4d du x
du dx

 
− ⋅ − 
 

 

     = ( )
1
21 2

2
u x
− 

− − 
 

 

     = 
24

x
x−
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 จะได          
1x

dy
dx =

 = 
2

1
4 1−

 

     = 1
3

 

ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  คือ  1
3

 

สมการของเสนตรงท่ีผานจุด ( )1 1,x y  และมีความชัน m  คือ ( )1 1y y m x x− = −  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 3−  และมีความชัน 1
3

  

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  คือ ( ) ( )13 1
3

y x− − = −   

นั่นคือ 1 4
3 3

y x= −  

ดังนั้น สมการของเสนสัมผัสวงกลม 2 2 4x y+ =  ท่ีจุด ( )1, 3−  คือ 1 4
3 3

y x= −  

20.   จาก            y  = 3 2x ax b+ +  

 จะได       dy
dx

 = 23 2x ax+  

 ดังนั้น        
1x

dy
dx =−

 = ( ) ( )23 1 2 1a− + −  

     = 3 2a−  
นั่นคือ  ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  คือ  3 2a−  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคง ท่ีจุด ( )1, 3−  ตั้งฉากกับเสนตรง 3y x=  ซ่ึงมีความชัน 1
3

 และ

เสนตรงสองเสนท่ีตั้งฉากกันจะมีผลคูณของความชันของเสนตรงสองเสนนั้นเปน 1−  

ดังนั้น เสนสัมผัสเสนโคง ท่ีจุด ( )1, 3−  จะตองมีความชันเปน 3−  

นั่นคือ         
1x

dy
dx =−

 = 3−  

           3 2a−  = 3−  
จะได          a  = 3  

เนื่องจาก จุด ( )1, 3−  อยูบนเสนโคง y = 3 23x x b+ +  

จะได          3  = ( ) ( )3 21 3 1 b− + − +  
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 ดังนั้น          b  = 1 

 นั่นคือ สมการของเสนโคงคือ y = 3 23 1x x+ +  

 เม่ือ 1x =  จะได 3 21 3 1 1 5y = + ⋅ + =  

 ดังนั้น พิกัดของจุดตัดของเสนโคงนี้กับเสนตรง 1x =  คือ ( )1, 5  

21.   วิธีท่ี 1 ให               a   = 3 5x +  

   จะได            x  = ( )1 5
3

a −  

   จาก  ( )3 5f x +   = 2 1x x− +  

   จะได      ( )f a   = ( ) ( )
21 15 5 1

3 3
a a − − − + 

 
 

     = 21 13 49
9 9 9

a a− +  

          ดังนั้น     ( )f a′   = 21 13 49
9 9 9

d a a
da

 − + 
 

 

     = 2 13
9 9

a −  

                         ( )f a′′   = 2 13
9 9

d a
da

 − 
 

 

     = 2
9

 

   และ      ( )f a′′′   = 2
9

d
da

 
 
 

 

     = 0 

   จะได     ( )2f ′   = ( )2 132
9 9

−   = 1−   

                        ( )2f ′′    = 2
9

 

   และ      ( )2f ′′′   = 0  
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 วิธีท่ี 2 จาก              ( )3 5f x +   = 2 1x x− +  

   จะได      ( )( )3 5d f x
dx

+  = ( )2 1d x x
dx

− +  

                ( ) ( )3 5 3 5df x x
dx

′ + ⋅ +  = 2 1x −  

              ( )3 5 3f x′ + ⋅   = 2 1x −  

                               ( )3 5f x′ +   = 2 1
3 3

x −  

   ดังนั้น     ( )( )3 5d f x
dx

′ +  = 2 1
3 3

d x
dx

 − 
 

 

                    ( ) ( )3 5 3 5df x x
dx

′′ + ⋅ +   = 2
3

 

                               ( )3 5 3f x′′ + ⋅   = 2
3

 

                                   ( )3 5f x′′ +   = 2
9

 

   และ       ( )( )3 5d f x
dx

′′ +  = 2
9

d
dx

 
 
 

 

               ( ) ( )3 5 3 5df x x
dx

′′′ + ⋅ +   = 0  

                        ( )3 5 3f x′′′ + ⋅   = 0  

                            ( )3 5f x′′′ +   = 0  

   เนื่องจาก  3 5 2x + =   เม่ือ  1x = −  

   ดังนั้น   ( ) ( )( ) ( )2 12 3 1 5 1 1
3 3

f f′ ′= − + = − − = −    

      ( ) ( )( ) 22 3 1 5
9

f f′′ ′′= − + =   

   และ  ( ) ( )( )2 3 1 5 0f f′′′ ′′′= − + =  
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22.   สมมติวาพหุนามดีกรีสามท่ีตองการคือ ( ) 3 2P x ax bx cx d= + + +   

 จะได ( ) 23 2P x ax bx c′ = + +   

  และ  ( ) 6 2P x ax b′′ = +   

  เนื่องจาก ( )0 5P′ =   จะไดวา ( ) ( )25 3 0 2 0a b c= + +  นั่นคือ 5c =    

  เนื่องจาก ( )1 2P′′ =   จะไดวา  2 6 2a b= +     ----- (1) 

  เนื่องจาก ( )2 9P′′ =   จะไดวา 9 12 2a b= +    ----- (2) 

  จาก (1) และ (2) จะได 7
6

a =  และ 5
2

b = −  

   ดังนั้น ( ) 3 27 5 5
6 2

P x x x x d= − + +  

  เนื่องจาก ( )1 2P − =  จะไดวา ( ) ( ) ( )3 27 52 1 1 5 1
6 2

d= − − − + − +   

        นั่นคือ 32
3

d =    

 ดังนั้น พหุนามดีกรีสามท่ีตองการ คือ ( ) 3 27 5 325
6 2 3

P x x x x= − + +   

23.  เนื่องจาก          ( )F x   = ( )( )g f x         

 โดยกฎลูกโซ จะได     ( )F x′   = ( )( ) ( )g f x f x′ ′⋅   

 ดังนั้น  ( )( )3F g′  =  ( )( )( ) ( )( )3 3g f g f g′ ′⋅  

 เนื่องจาก ( ) ( ) ( ) ( )3 3, 3 5, 3 3, 3 2g g f f′ ′= = = = −   

 จะได  ( )( )3F g′  = ( )( ) ( )3 3g f f′ ′⋅   

    = ( ) ( )3 2g′ ⋅ −   
    = ( )5 2−   
    = 10−   
24. เนื่องจาก          ( )F x   = ( )( )f g x         

 โดยกฎลูกโซ จะได     ( )F x′   = ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅  

 เนื่องจาก ( )f x   = ( )( )2
4g x x−   

 โดยกฎลูกโซ จะได  ( )f x′  = ( )( ) ( )2 4g x g x′⋅ −   

 ทําใหไดวา  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 4 2 1 5 4 6f g g′ ′= ⋅ − = − =  

 ดังนั้น  ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 5 6 5 30F f g g f′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ = × =    
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25.   ให            u  = ( ) ( )2x g x g x⋅ +  

 จะได          ( )f x  = 
3
2u  

 ดังนั้น        ( )f x′  = ( ) ( )( )
3

22d du x g x g x
du dx

 
⋅ ⋅ + 

 
 

     = ( )( ) ( )( )
1

223
2

d du x g x g x
dx dx

  ⋅ +  
  

 

     = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 23
2

d dx g x g x x g x g x
dx dx

 ⋅ + ⋅ + 
 

 

 เนื่องจาก     ( )( )d x g x
dx

⋅  = ( )( ) ( ) ( )d dx g x g x x
dx dx

+  

        = ( ) ( )x g x g x′⋅ +  

 และ           ( )( )2d g x
dx

  = ( )( ) ( )( )2 dg x g x
dx
⋅  

        = ( ) ( )2g x g x′⋅  

 ดังนั้น        ( )f x′  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )23 2
2

x g x g x x g x g x g x g x′ ′⋅ + ⋅ + + ⋅  

 จะได         ( )6f ′  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )23 6 6 6 6 6 6 2 6 6
2

g g g g g g′ ′⋅ + ⋅ + + ⋅  

     = 23 1 16 2 2 6 2 2 2
2 2 2

 ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ 
 

 

     = 42 

26. จาก             ( )D x   = 
3

6
2 1x

x
+

  

จะได           ( )1D   = ( )3
6

2 1 1
1

+
  =  3  

 และ            ( )10D   = ( )3
6

2 10 1
10

+
  =  

2,001
1,000

 

     ตอไปหา ( )D x′  จาก ( ) ( )
13

3 6 2
6

2 1 2xD x x x
x

− −+
= = +   

 ให                 u   = 3 62x x− −+   
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  จะได          ( )D x′   = ( )
1

3 62 2d du x x
du dx

− − 
⋅ +  

 
   

      = ( )
1

4 721 6 6
2

u x x
− − − 

− −  
 

  

      = 
4 7

3 6

3 3

2

x x

x x

− −

− −

+
−

+
 

 ดังนั้น           ( )1D′   = ( ) ( )
( )

4 7

3 6

3 1 3 1

2 1 1

− −

− −

+
−

+
  =   2 3−   

 และ          ( )10D′   = ( ) ( )
( ) ( )

4 7

3 6

3 10 3 10

2 10 10

− −

− −

+
−

+
   =   3,003

10,000 2,001
−  

27.  1) เนื่องจาก คากอสรางเริ่มตนคิดเปน  ลานบาท 

  และคากอสรางตอชั้นคิดเปน ( )7.9 0.04 1x+ −  ลานบาทตอชั้น 

ดังนั้น คากอสรางท้ังหมดเม่ือตองการสรางคอนโดมิเนียมจํานวน  ชั้น คือ  

                ( )C x   = ( )( )10 7.9 0.04 1x x+ + −  

   = 20.04 7.86 10x x+ +   ลานบาท 

 2) เนื่องจาก 

     ( ) ( )11 10C C−   = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 20.04 11 7.86 11 10 0.04 10 7.86 10 10+ + − + +  

            =  ( ) ( )2 20.04 11 10 7.86 11 10− + −  
            = 8.7 

 ดังนั้น ตนทุนท่ีเพ่ิมข้ึน เม่ือเพ่ิมจํานวนชั้นของคอนโดมิเนียม จาก 10 ชั้นเปน 11 ชั้น  

 คือ 8.7 ลานบาท 

 3) เนื่องจาก   ( )C x  = 20.04 7.86 10x x+ +  

  จะได       ( )C x′    = ( )20.04 7.86 10d x x
dx

+ +  

    = 0.08 7.86x +   
  ดังนั้น      ( )10C′  = ( )0.08 10 7.86+  
    = 8.66 

10

x
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 4) จะเห็นวาการคํานวณ ( ) ( )2 20.04 11 10 7.86 11 10− + −  มีความยุงยากมากกวา    

             การคํานวณ ( )0.08 10 7.86+  แตคาท่ีไดจากการคํานวณท้ังสองแบบมีคาตางกัน  

             เพียง 0.04  ซ่ึงคิดเปน 40,000  บาท จึงพออนุโลมไดวาไมแตกตางกันมาก 

28. 1) ( ) ( )200 1 200R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 201 201 400 1000 200 200− − −   
     ≈   299.22 
  ( ) ( )400 1 400R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 401 401 400 1000 400 400− − −   
     ≈   81.22 
  ( ) ( )600 1 600R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 601 601 400 1000 600 600− − −   
     ≈   82.08−   
  ( ) ( )800 1 800R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 801 801 400 1000 800 800− − −   
     ≈   300.78−  
 2) ให  21000u x x= −          

  ดังนั้น  ( )
1

2 2400 1000 400R x x x u= − =   

  โดยกฎลูกโซ จะได     ( )R x′   = dR du
du dx

⋅   

     = ( )
1

22400 1000d du x x
du dx

 
⋅ − 

 
  

     = ( )
1
2200 1000 2u x

− 
− 

 
  

     = ( )
2

200 1000 2

1000

x

x x

−

−
  

  ดังนั้น    ( )200R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 200

1000 200 200

−

−
 = 300 

      ( )400R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 400

1000 400 400

−

−
 ≈   81.65 

      ( )600R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 600

1000 600 600

−

−
 ≈   81.65−   

  และ    ( )800R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 800

1000 800 800

−

−
 = 300−   
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 3) คาท่ีไดมีความใกลเคียงกัน 

แตความซับซอนในการคํานวณ  ( ) ( )1R x R x+ −  มีมากกวาการคํานวณ ( )R x′    

เพราะมีการดําเนินการปรากฏในการคํานวณ ( ) ( )1R x R x+ −  มากกวาท่ีปรากฏใน

การคํานวณ ( )R x′  

29.  1) จาก        ( )F t  = 
2

14060
12 t

−
+

  

          ( )F t′   =  ( )
1

2 2140 12d t
dt

−
− ⋅ +   

  ให             u   =   212 t+      

  จะได         ( )
1

2 212d t
dt

−
+  =  ( )

1
22 12d du t

du dt
−
⋅ +    

             =  ( )
3
21 2

2
u t
−

−   

        =  

( )
3

2 212

t

t
−

+
  

  นั่นคือ         ( )F t′   = 

( )
3

2 2

140

12

t

t+
 

 ดังนั้น    ( )5F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 5

12 5+
  = 3

2

700

37
 ≈  3.1103 

     ( )10F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 10

12 10+

  = 3
2

1,400

112
 ≈  1.1811 

     ( )20F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 20

12 20+

  = 
3
2

2,800

412
 ≈  0.3348 

     ( )40F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 40

12 40+

  = 3
2

5,600

1,612
  ≈  0.0865 

2) คําตอบท่ีคํานวณไดในขอ 1) มีคาลดลงเขาใกล 0 เม่ือ t  มีคาเพ่ิมข้ึน 

 จึงสามารถแปลความหมายไดวา เม่ือเวลาผานไปนานข้ึนความสามารถในการสแกน

สินคาของพนักงานแทบจะคงท่ี 
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30. 1)   จาก    ( )f x   = 2 4 55 3 6x x x− + −   

  จะได ( )f x′   = 3 46 24 5x x x− + −  

  ดังนั้น ( )f x′′   = 2 36 72 20x x− + −  

  และ ( )f x′′′   = 2144 60x x−  

 2) เนื่องจาก  ( )f x  = 
2 2

3

6 6
x xx

−

− +   = 
1 2 2
3

6 6
x xx

−

− +  

  จะได ( )f x′  = ( )
2

33 22
3 6 6

xx x
− −− ⋅⋅

− +   = 2 3
3

1 1
3 3

3

x
x

x
− −   

  ดังนั้น ( )f x′′   = ( )
5

43 32 1
3 3 3 3

xx
− −− ⋅ − − − 

 
  = 5 4

3

2 1 1
3

9
x

x
− − +  

  และ ( )f x′′′   =  
8

532 5 4
9 3

x x
− −  − − −  

  
  = 8 5

3

10 4

27
x

x
−   

 3) เนื่องจาก ( )f x   = ( )3 21 3 2 3x x x
x

 − − 
 

   

    = 4 3 26 9 2 3x x x x− + + −   
  จะได ( )f x′   = ( ) ( ) ( ) ( )3 24 6 3 9 2 2 1 3x x x− + + −    

    = 3 224 27 4 3x x x− + + −   
  ดังนั้น  ( )f x′′   = ( ) ( ) ( )23 24 2 27 1 4x x− + +   

    = 272 54 4x x− + +   
  และ ( )f x′′′   = ( ) ( )2 72 1 54x− +   
    = 144 54x− +  

 4) จาก ( )f x   = 2
4

x
x
−
−

   

  จะได ( )f x′  = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

4 2 2 4

4

d dx x x x
dx dx

x

− − − − −

−
  

    = 
( ) ( )

( )2

4 2
4

x x
x

− − −

−
  

    = 
( )2

2
4x

−
−

  

  ให u   = 4x −   
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  จะได ( )f x′   = 2

2
u

−  

    = 22u−−   

  ดังนั้น ( )f x′′  = ( )( ) 32 2 du u
dx

−− −   

    = ( )34 4du x
dx

− −  

    = 34u−   
    = ( ) 34 4x −−   

    = 
( )3

4
4x −

 

  จาก ( )f x′′  = 34u−   

  จะได ( )f x′′′   = ( ) ( )44 3 4du x
dx

−− −   

    = 412u−−   

    = 
( )4

12
4x

−
−

  

31. จาก  ( )f x   = 4
1 2x−

 = ( ) 14 1 2x −−   

 จะได ( )f x′   = ( )( ) ( )24 1 1 2 2x −− − −   = ( )( )( ) 24 1 2 1 2x −−   

   ( )f x′′   = ( )( )( )( ) ( )34 1 2 2 1 2 2x −− − −   = ( )( )( ) 324 2 1 2 1 2x −⋅ −  

   ( )f x′′′   = ( )( )( )( ) ( )424 2 1 2 3 1 2 2x −⋅ − − −  = ( )( )( ) 434 2 1 2 3 1 2x −⋅ ⋅ −   

    โดยการทําซํ้าเชนนี้เรื่อยไป จะไดวา      

              ( ) ( )nf x  =  ( )( )( ) 14 2 ! 1 2 nn n x − −−      =    
( )

2

1

2 !
1 2

n

n

n
x

+

+

⋅

−
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32.  1) จาก   ( )F x  = ( )x f x    

  จะได     ( )F x′  = ( )( )d x f x
dx

  

    =  ( )( ) ( ) ( )d dx f x f x x
dx dx

+  

    = ( ) ( )x f x f x′ +  

   ( )F x′′   = ( ) ( )( )d xf x f x
dx

′ +    

    = ( )( ) ( )( )d dxf x f x
dx dx

′ +  

    = ( )( ) ( ) ( ) ( )d dx f x f x x f x
dx dx

′ ′ ′+ +   

    = ( ) ( ) ( )xf x f x f x′′ ′ ′+ +   
    = ( ) ( )2xf x f x′′ ′+   

   ( )F x′′′   = ( ) ( )( )2d xf x f x
dx

′′ ′+   

    = ( )( ) ( )( )2d dxf x f x
dx dx

′′ ′+   

    = ( )( ) ( ) ( ) ( )2d dx f x f x x f x
dx dx

′′ ′′ ′′+ +   

    = ( ) ( ) ( )2xf x f x f x′′′ ′′ ′′+ +   
    = ( ) ( )3xf x f x′′′ ′′+   

  และ ( )(4)F x   = ( ) ( )( )3d xf x f x
dx

′′′ ′′+   

    = ( )( ) ( )( )3d dxf x f x
dx dx

′′′ ′′+   

    = ( )( ) ( ) ( ) ( )3d dx f x f x x f x
dx dx

′′′ ′′′ ′′′+ +   

    = ( ) ( ) ( ) ( )4 3xf x f x f x′′′ ′′′+ +   

    = ( ) ( ) ( )4 4xf x f x′′′+   

 2) ( )( )nF x  =  ( ) ( ) ( ) ( )1n nx f x n f x−+   เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวาหรือเทากับ 2  
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33. เริ่มตนดวยการหาอนุพันธของฟงกชัน f  ดังนี้ 

   ( )f x′   = 
2 1

1
d x x
dx x

 + −
 − 

 

    = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1 1 1 1

1

d dx x x x x x
dx dx

x

− + − − + − −

−
  

    = ( )( ) ( )( )
( )

2

2

1 2 1 0 1 1 0

1

x x x x

x

− + − − + − −

−
 

    = 
( )

2

2

2
1

x x
x
−

−
  

    = 
( )
( )2

2
1

x x
x
−

−
  

 ดังนั้น  ( ) 0f x′ =   เม่ือ 0x =  หรือ 2x =   

 ตรวจสอบคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง ดังนี้ 

 
 จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง ( ),0−∞  และชวง ( )2,∞   

 และ  ( ) 0f x′ <   บนชวง ( )0,1  และชวง ( )1,2  

 ดังนั้น f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ),0−∞  และชวง ( )2,∞   

 และ f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )0,1  และชวง ( )1,2  
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34. จาก  ( )f x   = ( )2 3g x −  

 จะได ( )f x′   = ( ) ( )2 23 3dg x x
dx

′ − ⋅ −     = ( ) ( )2 3 2g x x′ − ⋅  

 ดังนั้น ( ) 0f x′ =   เม่ือ 0x =  หรือ ( )2 3 0g x′ − =   

 เนื่องจาก 1 เปนคาวิกฤตเพียงคาเดียวของ g   

 ดังนั้น  ( )2 3 0g x′ − =   เม่ือ 2 3 1x − =   นั่นคือ 2x = −  หรือ 2x =   

 จะได ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0, 2x x= = −  หรือ 2x =  

 สรุปไดวา คาวิกฤตท้ังหมดของ f  คือ 0, 2−  และ 2 

35. เนื่องจาก ( )f x   = 3 2 2x ax bx+ − +   

 และ  ( )1f   = 1−   

 จะได ( ) ( )3 21 1 1 2a b+ − +   = 1−   

 นั่นคือ b   = 4a +   

 เนื่องจาก ( )f x′   = ( )3 2 2d x ax bx
dx

+ − +   

    = 23 2x ax b+ −   
    = ( )23 2 4x ax a+ − +   

 ดังนั้น  ( )1f ′  = ( ) ( ) ( )23 1 2 1 4a a+ − +   
    = 1a −   
 เนื่องจาก f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 1x =   

 ดังนั้น ( )1f ′  = 0 

 นั่นคือ  1a −  = 0 

 จะได a   = 1 

 และ  b   = 1 4+   
    = 5 
 ดังนั้น a b+   = 1 5+   
    = 6 
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36. 1) จาก ( )f x   = 4 218x x−   

  จะได ( )f x′  = 34 36x x−   = ( )( )4 3 3x x x− +   

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 3, 0x x= − =  หรือ 3x =  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  มี 3 คา คือ 3, 0−  และ 3  

  ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของ f   

  จะได ( )f x′′   = 212 36x −   

  เนื่องจาก ( )3f ′′ −   = 72 ซ่ึง 72 0>   

   ( )0f ′′   = 36−   ซ่ึง 36 0− <   

  และ ( )3f ′′   = 72 ซ่ึง 72 0>  

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 0x =  โดยคาสูงสุดสัมพัทธ คือ ( )0 0f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 3x = −  และ 3x =  โดยคาต่ําสุดสัมพัทธ คือ  

  ( ) ( )3 3 81f f− = = −   

 2) จาก ( )f x   = 427 2x−   

  จะได ( )f x′  = 38x−   

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0x =  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  มี 1 คา คือ 0 

  พิจารณาคาของ ( )f x′   เม่ือ x  เปนคาวิกฤตและจํานวนจริงในชวงตาง ๆ   

  โดยใชเสนจํานวน ดังนี้  

 
  จะเห็นวา ( )f x′  ท่ี 0x =  เปนจุดแบงท่ีทําให ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปน 

  จํานวนจริงลบ  

  ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 0x =  โดยคาสูงสุดสัมพัทธ คือ ( )0 27f =   
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37. 1) จาก ( )f x   = 25 2x x− −   

  จะได ( )f x′  = 2 2x− −   = ( )2 1 x− +    

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )2, 3−  มี 1 คา คือ 1−  

ตอไปหา ( ) ( )2 , 1f f− −  และ ( )3f   

  จะได ( )2f −   = ( ) ( )25 2 2 2− − − −   = 5 

   ( )1f −   = ( ) ( )25 2 1 1− − − −   = 6 

   ( )3f   = ( ) ( )25 2 3 3− −   = 10−   

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 1x = −  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )1 6f − =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x =  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )3 10f = −  

 2) จาก ( )f x   = 3 26 15 7x x x− − +   

  จะได ( )f x′  = 23 12 15x x− −   = ( )( )3 1 5x x+ −    

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  หรือ 5x =  เนื่องจาก ( )1 0, 6∉  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )0, 6  มี 1 คา คือ 5 

  ตอไปหา ( ) ( )0 , 5f f  และ ( )6f  

  จะได ( )0f   = ( ) ( )230 6 0 15 0 7− − +   = 7 

   ( )5f   = ( ) ( )235 6 5 15 5 7− − +   = 93−   

   ( )6f   = ( ) ( )236 6 6 15 6 7− − +   = 83−   

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 0x =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )0 7f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 5x =  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )5 93f = −  

 3) จาก ( )f x   = 4 3 23 6 24 18 7x x x x+ − + −   

  จะได ( )f x′  = 3 212 18 48 18x x x+ − +   = ( )( )( )6 1 2 1 3x x x− − +   

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 11,
2

x x= =  หรือ 3x = −  เนื่องจาก ( )3 3,2− ∉ −  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )3,2−  มี 2 คา คือ 1 และ 1
2

  

  ตอไปหา ( ) ( )13 , , 1
2

f f f −  
 

 และ ( )2f  
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  จะได ( )3f −   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 3 6 3 24 3 18 3 7− + − − − + − −   = 196−   

   1
2

f  
 
 

  = 
4 3 21 1 1 13 6 24 18 7

2 2 2 2
       + − + −       
       

  = 3.0625−   

   ( )1f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 1 6 1 24 1 18 1 7+ − + −   = 4−   

   ( )2f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 2 6 2 24 2 18 2 7+ − + −   = 29  

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 2x =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )2 29f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x = −  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )3 196f − = −  

 4) จาก ( )f x   = 5 4 3 26 15 130 210 720 976x x x x x+ − − + +   

  จะได ( )f x′  = 4 3 230 60 390 420 720x x x x+ − − +   

    = ( )( )( )( )30 4 2 1 3x x x x+ + − −    

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4, 2, 1x x x= − = − =  หรือ 3x =   

  เนื่องจาก ( )2, 4 2,4− ∉ −  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )2, 4−  มี 2 คา คือ 1 และ 3  

  ตอไปหา ( ) ( ) ( )2 , 1 , 3f f f−  และ ( )4f  

  จะได ( )2f −   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 2 60 2 390 2 420 2 720− + − − − − − +   = 216−   

   ( )1f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 1 60 1 390 1 420 1 720+ − − +  = 1,377  

   ( )3f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 3 60 3 390 3 420 3 720+ − − +   = 409  

   ( )4f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 4 60 4 390 4 420 4 720+ − − +   = 2,160  

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 4x =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )4 2,160f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2x = −  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )2 216f − = −  

38. 1) จุดบนเสนโคง 2y x=   จะอยูในรูป ( )2,x x  

  ให ( )d x  แทนระยะทางระหวางจุด ( )3,0  กับจุด ( )2,x x   

  จะได      ( )d x  = ( ) ( )22 23 0x x− + −    ( )2 43x x− +   

  ให   u   = ( )2 43x x− +  

  จะได      ( )d x   = 
1
2u  

  



     
     
     

    
 

520 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  ดังนั้น     ( )d x′  = ( )( )
1

2 42 3d du x x
du dx

 
⋅ − + 

 
 

     = ( )
1

4 221 6 9
2

du x x x
dx

− 
⋅ + − + 

 
 

     = 
( )

( )3

2 4

1 4 2 6 0
2 3

x x
x x

 
  + − +
 − + 

  

     = 
( )

3

2 4

2 3

3

x x

x x

+ −

− +
  

     = 
( )( )

( )

2

2 4

1 2 2 3

3

x x x

x x

− + +

− +
 

  ถา ( ) 0d x′ =  แลวจะได  
( )( )

( )

2

2 4

1 2 2 3
0

3

x x x

x x

− + +
=

− +
 

  เนื่องจาก  ( )22 22 2 3 1 2 0x x x x+ + = + + + >  และ ( )2 43 0x x− + >   

ดังนั้น  1 0x − =    นั่นคือ  1x =   

ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด ( ),−∞ ∞  มี 1 คา คือ 1 

เนื่องจาก ( ) 0d x′ <   เม่ือ 1x <   และ  ( ) 0d x′ >   เม่ือ 1x >   

ดังนั้น  d  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 1x =   เพียงคาเดียวในชวงเปด ( ),−∞ ∞   

นั่นคือ d   มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 1x =   โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )1 5d =   

ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด ( )3, 0   กับเสนโคง 2y x=  คือ 5  หนวย 

 2)   จุดบนเสนโคง  เม่ือ  จะอยูในรูป  

  ให   แทนระยะทางระหวางจุด  กับจุด  เม่ือ  

  จะได     ( )d x   = ( ) ( )22 20 3x x− + −   

     = ( )22 2 3x x+ −      เม่ือ  3 3x− ≤ ≤    

  ให  u   = ( )22 2 3x x+ −  

  จะได ( )d x  = 
1
2u   

2y x= 3 3x− ≤ ≤ ( )2,x x

( )d x ( )0,3 ( )2,x x 3 3x− ≤ ≤
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  ดังนั้น ( )d x′  = ( )( )
1

22 22 3d du x x
du dx

 
⋅ + − 

 
  

     =  

     =  

     =  

     =   เม่ือ  3 3x− ≤ ≤  

  ถา  แลวจะได   

  เนื่องจาก   

ดังนั้น   

นั่นคือ  ,  หรือ   

ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  มี 3 คา คือ , 0 และ  

ตอไปคํานวณหา , , ,  และ   

จะได ( )3d −   = 3 5   

  ( )2.5d −   = 11
2

  

  ( )0d   = 3 

  ( )2.5d   = 11
2

 

  ( )3d   = 3 5   

  

( )
1

4 221 5 9
2

du x x
dx

− 
⋅ − + 

 

( )
( )3

22 2

1 4 10 0
2 3

x x
x x

 
  − + 
 + − 

( )

3

22 2

2 5

3

x x

x x

−

+ −

( )
( )

2

22 2

2 5

3

x x

x x

−

+ −

( ) 0d x′ =
( )
( )

2

22 2

2 5
0

3

x x

x x

−
=

+ −

( )22 2 3 0x x+ − >

( )22 5 0x x − =

0x = 2.5x = − 2.5x =

( )3,3− 2.5− 2.5

( )3d − ( )2.5d − ( )0d ( )2.5d ( )3d
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สรุปไดวา d  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และ  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ

คือ ( ) ( ) 112.5 2.5
2

d d− = =   

ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด  กับเสนโคง  เม่ือ  คือ  หนวย 

39.   ให  ( )A x   แทนพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีความยาวเสนรอบรูป 6  เซนติเมตร  

 และมีความยาวฐาน x  เซนติเมตร  

 
    จากรูป สามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีความยาวเสนรอบรูป 6 เซนติเมตร และมีความยาวฐาน  

 x   เซนติเมตร จะสูง 
2 26 9 3

2 2
x x x−   − = −   

   
 เซนติเมตร  

เนื่องจาก 9 3 0x− >  จะไดวา 3x <   

 ดังนั้น ( )A x   = 1 9 3
2

x x−   = 2 31 9 3
2

x x−   เม่ือ 0 3x< <  

 ให u    = 2 39 3x x−  

 จะได ( )A x  = 
1
21

2
u   

  
  

2.5x = − 2.5x =

( )0,3 2y x= 3 3x− ≤ ≤
11
2
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 ดังนั้น  ( )A x′   = ( )
1

2 321 9 3
2

d du x x
du dx

 
⋅ − 

 
  

   = ( )
1

221 18 9
4

u x x
− 

− 
 

  

   = 
2

2 3

18 9
4 9 3

x x
x x
−

−
  

   = ( )9 2
4 9 3

x
x

−

−
 เม่ือ 0 3x< <  

 เนื่องจาก 9 3 0x− >  เม่ือ 0 3x< <  

 ดังนั้น ( ) 0A x′ =  เม่ือ 0x =   

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 3  มี 1 คา คือ 2 

 เนื่องจาก ( ) 0A x′ >  เม่ือ 2x <  และ ( ) 0A x′ <  เม่ือ 2x >  

 ดังนั้น  A  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 2x =   เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0, 3   

นั่นคือ A   มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 2x =   โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )2 3A =   

 ดังนั้น ความยาวฐานของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วนี้ท่ีทําใหรูปสามเหลี่ยมมีพ้ืนท่ีมากท่ีสุด คือ  

2 เซนติเมตร 

40.   ให      r  แทนรัศมีของฐานของทรงกระบอก 

                h   แทนความสูงของทรงกระบอก 

        และ   C  แทนคาวัสดุท่ีใชในการทําบรรจุภัณฑทรงกระบอก ท่ีมีรัศมีของฐานของยาว  

   r  เซนติเมตร และมีความสูง  เซนติเมตร 

      เนื่องจากทรงกระบอกมีความจุ 20π  ลูกบาศกเซนติมเมตร 

 ดังนั้น 2r hπ  = 20π  

 จะได              h  = 2

20
r

       เม่ือ  ( )0,r∈ ∞   

     เนื่องจาก         C  = ( ) ( )22 100 80 2r rhπ π+   

   =  ( ) 2
2

202 100 80 2r r
r

π π  +   
  

  

 นั่นคือ ( )C r   = 2 3,200200 r
r
ππ +   เม่ือ  ( )0,r∈ ∞   

h
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 ดังนั้น ( )C r′   = 2

3,200400 r
r

ππ −   

   = 
( )3

2

400 8r
r

π −
  

      ถา ( ) 0C r′ =   แลวจะได 2r =   

 เนื่องจาก ( ) 0C r′ <  เม่ือ 2r <   และ  ( ) 0C r′ >   เม่ือ  2r >   

       ดังนั้น  C  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 2r =  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0,∞   

     นั่นคือ C  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2r =   

 โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( ) ( )2 3,2002 200 2 7,539.82
2

C ππ= + ≈   

 ดังนั้น โรงงานตองออกแบบบรรจุภัณฑใหมีความยาวรัศมีของฐานเปน 2 เซนติเมตร  

 และมีความสูง 2

20 5
2

=  เซนติเมตร โดยจะใชตนทุนนอยท่ีสุดประมาณ 7,539.82  บาท  

 ในการผลิตบรรจุภัณฑ 1 ชิ้น  

41.   ให   r    แทนรัศมีของฐานของกรวย 

 และ l   แทนสวนสูงเอียงของกรวย 

 เนื่องจากกรวยมีพ้ืนท่ีผิวขางเปน 30π  ตารางหนวย 

 ดังนั้น          rlπ  = 30π  

 นั่นคือ   l   = 30
r

  เม่ือ 0r >   

 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะไดวา กรวยมีความสูง  
2

2 2 230l r r
r

 − = − 
 

  หนวย 

       ตอไปหาชวงท่ีเปนไปไดของ r   

 เนื่องจาก 
2

230 0r
r

  − > 
 

 และ 0r >   

 จะได                                   4 230r −  <  0                

                                   ( )( )2 230 30r r− +  <  0 

                        ( )( )( )230 30 30r r r− + +  <  0 

 นั่นคือ ( )30, 30r∈ −   

 แตเนื่องจาก 0r >  ดังนั้น  ( )0, 30r∈   
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 ให  ( )V r   แทนปริมาตรของกรวยท่ีมีพ้ืนท่ีผิวขางเปน 30π  ตารางหนวย และรัศมีฐาน 

   ยาว r  หนวย 

 จะได  ( )V r  = 
2

2 21 30
3

r r
r

π   − 
 

  

 นั่นคือ  ( )V r  = 2 61 900
3

r rπ −   เม่ือ ( )0, 30r∈   

 ให  u   = 2 6900r r−   

 จะได  ( )V r  = 
1
21

3
uπ   

 ดังนั้น  ( )V r′  = ( )
1

2 621 900
3

d du r r
du dx

π
 

⋅ − 
 

  

    = ( )
1

521 1,800 6
6

u r rπ
− 

− 
 

  

    = 
( )4

4

300

900

r

r

π −

−
   เม่ือ  ( )0, 30r∈  

 ดังนั้น  ( ) 0V r′ =  เม่ือ  
1
4300r = −   หรือ 

1
4300r =    

 เนื่องจาก ( )
1
4300 0, 30− ∉  

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 30  มี 1 คา คือ 
1
4300  

 เนื่องจาก ( ) 0V r′ >  เม่ือ 
1
4300r <   และ  ( ) 0V r′ <  เม่ือ 

1
4300r >    

       ดังนั้น  V  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 
1
4300r =  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0, 30   

     นั่นคือ V  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 
1
4300r =   โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ 

  
1
4300V

 
 
 

  = 
2 61 1

4 41 900 300 300
3
π

   
−   

   
  

   = 
1
41 300 900 300

3
π
 

− 
 

  

   = 3
4

20 15

3
π   
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 ดังนั้น รัศมีของฐานของกรวยควรจะยาว 
1 1
4 4300 3 10=  หนวย และจะไดสวนสูงเอียง คือ  

 
3
4

1
4

30 3 10
3 10

=  หนวย 

 ดังนั้น สวนสูงเอียงและรัศมีของฐานของกรวยท่ีทําใหกรวยมีปริมาตรมากท่ีสุด คือ 
1
43 10  หนวย 

และ 
3
43 10  หนวย ตามลําดับ 

42.   ให   r  แทนรัศมีของฐานของทรงกระบอก 

 และ h    แทนความสูงของทรงกระบอก 

 เนื่องจากพ้ืนท่ีผิวของทรงกระบอกคือ 80π  ตารางหนวย 

 ดังนั้น  22 2r rhπ π+  =  80π  

 นั่นคือ  h   = 40 r
r
−   เม่ือ  0r >   

 ตอไปหาชวงท่ีเปนไปไดของ r    

เนื่องจาก 
40 0r
r
− >  และ 0r >  จะได 2 40 0r − <   

นั่นคือ ( )( )2 10 2 10 0r r+ − <   

ดังนั้น  ( )0, 2 10r∈   

 ให  ( )V r  แทนปริมาตรของทรงกระบอกท่ีมีพ้ืนท่ีผิวเปน 80π  ตารางหนวย และรัศมีฐาน 

   ยาว r  หนวย 

 จะได  ( )V r  = 2r hπ  

     = 2 40r r
r

π  − 
 

   

 นั่นคือ  ( )V r   = 340 r rπ π−    เม่ือ  ( )0, 2 10r∈  

 ดังนั้น  ( )V r′   = ( )340d r r
dr

π π−   

     = 240 3 rπ π−   เม่ือ  ( )0, 2 10r∈  

 ดังนั้น  ( ) 0V r′ =   เม่ือ  40
3

r = −  หรือ 40
3

r =  

 เนื่องจาก  ( )40 0, 2 10
3

− ∉  
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 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 2 10  มี 1 คา คือ 40
3

 

 เนื่องจาก ( ) 0V r′ >   เม่ือ 40
3

r <   และ  ( ) 0V r′ <   เม่ือ 40
3

r >  

       ดังนั้น  V  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 40
3

r =  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0, 2 10  

     นั่นคือ V  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 40
3

r =   โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ 40 160 10
3 3 3

V π
 

=  
 

  

 ดังนั้น รัศมีของฐานของทรงกระบอกควรยาว 40 2 30
3 3

=  หนวย และจะไดวา ความสูง

ของทรงกระบอก คือ 40 40 4 30
3 340

3

− =  หนวย 

 ดังนั้น ความสูงและรัศมีของกระปองนี้ท่ีทําใหกระปองมีปริมาตรมากท่ีสุด คือ 4 30
3

 หนวย 

และ 2 30
3

 หนวย ตามลําดับ 

43. 1) จาก    ( )h t   = 
3

210
2
tt −     เม่ือ 0 10t≤ <      

  จะได ( )h t′   = 
3

210
2

d tt
dt
 

− 
 

   

     =   
2320

2
tt −     เม่ือ 0 10t< <  

  จาก  ( )h t  = ( )2625 5 15t− −     เม่ือ 10 15 5 5t≤ ≤ +  

  จะได ( )h t′   = ( )( )2625 5 15d t
dt

− −    

     =   ( )25 150 500d t t
dt

− + −   

     = 10 150t− +     เม่ือ 10 15 5 5t< < +  

  ตอไปจะหา  ( )10h′    

  โดยจะพิจารณาวา ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

10 10 10 10
lim lim
k k

h k h h k h
k k− +→ →

+ − + −
=  

  พิจารณา ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k−→

+ −
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  จาก  ( )h t  = 
( )

3
2

2

10 , 0 10
2

625 5 15 , 10 15 5 5

tt t

t t


− ≤ <


 − − ≤ ≤ +

  

  จะได    ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k−→

+ −
  = 

( ) ( ) ( )( )
3

2 2

0

10
10 10 625 5 10 15

2
lim
k

k
k

k−→

 +
+ − − − − 

 
   

      = 
( ) ( )3

2

0

10
10 10 500

2
lim
k

k
k

k−→

 +
+ − − 

 
   

      = 
( )2

0

1010 10 500
2lim

k

kk

k−→

+ + − − 
   

      = 
( )2

0

1010 500
2lim

k

kk

k−→

− + − 
   

      = 
2 3

0

100 10lim
2k

k k k
k−→

− −  

      = 
2

0

100 10lim
2k

k k
−→

− −  

      = 50 

  พิจารณา ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k+→

+ −
 

  จะได    ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k+→

+ −
  = 

( )( )( ) ( )( )2 2

0

625 5 10 15 625 5 10 15
lim
k

k

k−→

− + − − − −
 

      = 
( )( )( )2

0

625 5 10 15 500
lim
k

k

k−→

− + − −
 

      = 
2

0

50 5lim
k

k k
k−→

−  

      = ( )
0

lim 50 5
k

k
−→

−  

      = 50 

  เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

10 10 10 10
lim lim 50
k k

h k h h k h
k k− +→ →

+ − + −
= =  

  ดังนั้น  ( ) ( )
0

10 10
lim 50
k

h k h
k→

+ −
=  
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  นั่นคือ  ( )10 50h′ =  

  สรุปไดวา   ( )

2320 , 0 10
2

50 , 10

10 150 , 10 15 5 5

tt t

h t t

t t


− < <

′ = =
− + < < +


  

 2) เนื่องจาก  ( )
23 320 20

2 2
t th t t t  ′ = − = − 

 
  เม่ือ 0 10t< <  

  และ  320 0
2
tt  − = 

 
 เม่ือ 0t =  หรือ 40

3
t =   

  ดังนั้น  ( ) 0h t′ ≠   เม่ือ 0 10t< <   

  นั่นคือ  h  ไมมีคาวิกฤตบนชวงเปด ( )0, 10   

  เนื่องจาก  ( )10 50 0h′ = ≠   

  ดังนั้น  10  ไมเปนคาวิกฤตของ h   

  เนื่องจาก  ( ) 10 150h t t′ = − +   เม่ือ 10 15 5 5t< < +   

  และ  10 150 0t− + =  เม่ือ 15t =   

  ดังนั้น  15 เปนคาวิกฤตของ h   

  สรุปไดวา จุดวิกฤตท้ังหมดของ h  บน ( )0, 15 5 5+  คือ 15t =   

  คํานวณหา ( ) ( )0 , 15h h  และ ( )15 5 5h +  

    ( )0h   = 0 

    ( )15h   = 625 

  ( )15 5 5h +   = 0 

  สรุปไดวา h  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 15t =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )15 625h =   

  ดังนั้น บั้งไฟเคลื่อนท่ีไดสูงท่ีสุด 625 เมตร ณ เวลา 15 วินาที 

44. จากโจทยจะไดวา เง่ือนไขของงบประมาณเขียนแทนไดดวยสมการ 

   100 100x y+   = 100,000    เม่ือ  0 1,000x≤ ≤   

 นั่นคือ       y    =  1,000 x−   

 ภายใตเง่ือนไขนี้จะไดวา P   = ( )
1 3
4 410 1,000x x−    
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 ให   ( )f x   = ( )
1 3
4 410 1,000x x−  

 ตองการหาคาสูงสุดของ f  บนชวงปด [ ]0,1000   

 หาจุดวิกฤตโดยพิจารณา 

   ( )f x′   = ( ) ( ) ( )
1 31 3
4 44 4

3 110 1,000 1 1,000 10
4 4

x x x x
−−  ⋅ − − + − ⋅  

 
     

    = 
( )

( )
1 3
4 4

1 3
4 4

5 1,00015

2 1,000 2

xx

x x

−
− +

−
  

 ให  ( )f x′  = 0 

 จะได ( )
3
4

3
4

5 1,000

2

x

x

−
  = 

( )

1
4

1
4

15

2 1,000

x

x−
  

   1,000 x−   = 3x    
   x   = 250 
 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 1000  คือ 250 

 ตอไปคํานวณหา ( ) ( )0 , 250f f  และ ( )1,000f   

 จะได ( )0f   = 0 

   ( )250f   = 
3
42,500 3⋅    ≈   5,698.77   

   ( )1,000f   = 0 

 ดังนั้น ถา 250x =  จะใหคาสูงสุดสัมบูรณบนชวง [ ]0,1000   

นั่นคือ จํานวนเสื้อท่ีมากท่ีสุดท่ีโรงงานนี้จะผลิตไดใน 1 ชั่วโมงภายใตงบประมาณ 100,000 บาท 

คือ 5,698 ตัว 
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45. 1)  ( )4 3 25 4 6 2 7x x x x dx− + − +∫   = 
5 4 3 2

5 4 6 2 7
5 4 3 2
x x x x x c

       
− + − + +       

       
 

    = 5 4 3 22 7x x x x x c− + − + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 2)     
4 3

23 4
2

13 4x x x dx
x

 
− − + 

 
∫     =  

4 3
2 23 43 4x x x x dx− 

− − + 
 
∫  

     = 

7 7
3 13 4

3 47 7 3 1
3 4

x x x x c
−

   
   

− − + +   
−   

  

 

    = 
7 7 3
3 49 16 1

7 7 3
xx x c

x
− − − +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 3) ( )23 1x x dx+ +∫   = 
1

2 23 1x dx x dx dx+ +∫ ∫ ∫  

    = 

3
3 2

3 33
2

x x x c
 

+ + + 
 

  

    = 

3
2

3 2
3
xx x c+ + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 4) ( )( )222 1x x dx+∫  = ( )5 32 4 2x x x dx+ +∫  

    = 5 32 4 2x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

    = 
6 4 2

2 4 2
6 4 2
x x x c

     
+ + +     

     
  

    = 
6

4 2

3
x x x c+ + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 5) 
1x dx
x

 
− 

 ∫  = 
1
2x dx x dx

−
−∫ ∫  

    = 
1

2 2

12
2

x x c− +  

    = 
2

2
2
x x c− +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
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 6)  ( )3 2 1x x x x dx+ + +∫  = 
7 5 3 1
2 2 2 2x x x x dx

 
+ + +  

 
∫  

   = 
7 5 3 1
2 2 2 2x dx x dx x dx x dx+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

   = 

9 7 5 3
2 2 2 2

9 7 5 3
2 2 2 2

x x x x c+ + + +  

   = 

9 7 5 3
2 2 2 22 2 2 2

9 7 5 3
x x x x c+ + + +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 7) 
2 3

5
x x dx

x
+

∫  = ( )3 2x x dx− −+∫  
   = 3 2x dx x dx− −+∫ ∫  

   = 
2 1

2 1
x x c
− −

+ +
− −

 

   = 2
1 1

2
c

xx
− − +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว  

 8) ( )( )2 4 21 1x x x dx+ − +∫  = ( )6 1x dx+∫  

   = 6 1x dx dx+∫ ∫  

   = 
7

7
x x c+ +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

46. จาก   ( )f x′′   = 6 2x −  

จะได          ( )f x′  = ( )f x dx′′∫  

   =  ( )6 2x dx−∫   

   = 
2

16 2
2
x x c

 
− + 

 
 

   = 2
13 2x x c− +  เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

เนื่องจาก  f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ เม่ือ 1x =   

จะได        ( )1f ′  = 0  

  ( ) ( )2
13 1 2 1 c− +  = 0  

 นั่นคือ 1c   = 1−   
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 ดังนั้น ( )f x′   = 23 2 1x x− −  

 และไดวา     ( )f x    =   ( )23 2 1x x dx− −∫  

   = 
3 2

3 2
3 2
x x x c

   
− − +   

   
 

   = 3 2x x x c− − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

เนื่องจาก  f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธเทากับ 1−  เม่ือ 1x =  

จะได              ( )1f  = 1−  

  ( ) ( ) ( )3 21 1 1 c− − +  = 1−  

นั่นคือ  c  =   0 

ดังนั้น        ( )f x  = 3 2x x x− −  

47.  1) เนื่องจาก 3 24 9 5dy x x
dx

= + −  

 จะได ( )3 24 9 5y x x dx= + −∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 4 33 5y x x x c= + − +   เม่ือ  เปนคาคงตัว 

เนื่องจาก เสนโคงนี้ผานจุด ( )0, 5  นั่นคือ 0x =  และ 5y =  สอดคลองกับสมการเสน

โคง 

 แทน  และ  ในสมการเสนโคงดวย  0  และ  5  ตามลําดับ 

 จะได ( ) ( )345 0 3 0 5 0 c= + − +   หรือ  5c =   

    ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 4 33 5 5y x x x= + − +  

  2) เนื่องจาก 35 3dy x x
dx

= − −  

 จะได  ( )35 3y x x dx= − −∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
3 4
25 2

4
xy x x c= − − +   เม่ือ  เปนคาคงตัว 

และเสนโคงนี้ผานจุด ( )4, 2−  นั่นคือ 4x =  และ 2y = −  สอดคลองกับ 

สมการเสนโคง 

 แทน  และ  ในสมการเสนโคงดวย  4  และ  2−   ตามลําดับ 

c

x y

c

x y
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 จะได ( ) ( ) ( )43
2

4
2 5 4 2 4

4
c− = − − +  หรือ 58c =   

    ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 
3 4
25 2 58

4
xy x x= − − +  

48.  1)   เนื่องจาก    ( )v t  = 25 2 8t t− −  

 จะได ( )a t = ( )v t′  = 10 2t −  

 ดังนั้น       ( )a t  = 10 2t −  

 เนื่องจาก ( )s t   = ( )v t dt∫  

 จะได  ( )s t  = ( )25 2 8t t dt− −∫  

   = 
3

25 8
3
t t t c− − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )3s   = 6 

 จะได 6 = 
( ) ( ) ( )

3
25 3

3 8 3
3

c− − +  

   c   = 6−   

 ดังนั้น ( )s t  = 
3

25 8 6
3
t t t− − −  

2) เนื่องจาก ( )v t  = 2 35 6 4t t t− −  

 จะได   ( )a t = ( )v t′   =  25 12 12t t− −  

 ดังนั้น ( )a t  = 25 12 12t t− −  

 เนื่องจาก ( )s t  = ( )v t dt∫  

 จะได ( )s t  = ( )2 35 6 4t t t dt− −∫  

   = 
2

3 45 2
2
t t t c− − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )3s  = 4−   

 จะได 4−  = 
( ) ( ) ( )

2
3 45 3

2 3 3
2

c− − +  

  c   = 217
2

 

 ดังนั้น ( )s t   = 
2

3 4217 5 2
2 2

t t t+ − −  
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49. ( ) ( )2 3 2 6
3

x x xf x f x
dx

x
 + + +
  + 
∫  = 

( )( )( )2 3
3

x f x x
dx

x
+ +

+∫  

      = ( )( )2x f x dx+∫  

      = ( )2x dx f x dx+∫ ∫  

      = ( )
2

2
2
x F x c+ +  เม่ือ 3x ≠ −  และ c  เปนคาคงตัว 

50. จาก  dN
dt

 = 6 t   =   
1
26t   

 จะได ( )N t  = 
1
26t dt∫   

    = 

3
2

6 3
2

t c

 
 

+ 
 
 

 

    = 
3
24t c+    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )0N  = 100 

 ดังนั้น ( )
3
24 0 c+  = 100 

 นั่นคือ c   = 100 

 จะได ( )N t   = 
3
24 100t +   

 ดังนั้น ( )10N  = ( )
3
24 10 100+  

    = 40 10 100+  
    ≈   226.4911 
 ดังนั้น  จะมีตนไมถูกเผาประมาณ 226 ตนเม่ือเวลาผานไป 10 ชั่วโมง 

51. จาก   ( )H x′  = 25 2x−   

 จะได      ( )H x  = ( )25 2x dx−∫   

    = 225x x c− +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

     เนื่องจาก ( )0H  คือจํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 0 ชิ้น 

 ดังนั้น         ( )0H  = 0 

           ( ) 225 0 0 c− +  = 0  
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 นั่นคือ          c   = 0 

 จะได            ( )H x  = 225x x−   

 ดังนั้น       ( )6H  = ( ) 225 6 6−   = 114 

 และ    ( )12H  = ( ) 225 12 12−  = 156 

 ดังนั้น  จํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 6 และ 12 ชิ้นแรก คือ 114 และ 156 ชั่วโมง 

ตามลําดับ 

 จะเห็นวา จํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 6 ชิ้นแรก คือ 114 ชั่วโมง 

      ดังนั้น จํานวนชั่วโมงเฉลี่ยท่ีตองใชในการผลิตสินคา 1 ชิ้น คือ 114 19
6

=  ชั่วโมง 

 และเนื่องจากจํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 12 ชิ้นแรก คือ 156 ชั่วโมง  

 ดังนั้น จํานวนชั่วโมงเฉลี่ยท่ีตองใชในการผลิตสินคา 1 ชิ้น คือ 156 13
12

=  ชั่วโมง 

 สรุปไดวา เม่ือผลิตสินคามากข้ึน จํานวนชั่วโมงเฉลี่ยท่ีตองใชในการผลิตสินคา 1 ชิ้นจะลดลง 

52.  จาก                   ( )v t′  = a  

 จะได                  ( )v t = a dt∫  

    = 1at c+         เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก           ( )0v   = 0 

 ดังนั้น ( ) 10a c+   = 0 

 จะได                     1c  = 0 

 จาก                  ( )s t′   = ( )v t    =  at   

 จะได                  ( )s t   = at dt∫  

    =  
2

22
at c+   เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก            ( )0s   = 0 

 ดังนั้น ( )2

2
0
2

a
c+   = 0 

 จะได                    2c  = 0 

 นั่นคือ                ( )s t  = 
2

2
at
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53.  1)    ความสูงของดาดฟาตึกมีคาเทากับความสูงของวัตถุจากพ้ืนดินขณะเวลา 0 วินาที  

      ดังนั้น  ความสูงของดาดฟาตึก คือ ( ) ( )20 4.9 0 0 20 20s = − − + =  เมตร 

 2)    จาก          ( )s t   =   24.9 20t t− − +  

         จะได        ( )v t  = ( )s t′  
    = 9.8 1t− −   
  ดังนั้น ความเร็วตนของวัตถุ คือ ( ) ( )0 9.8 0 1 1v = − − = −  เมตรตอวินาที 

 3)   ข้ันแรกหาเวลาขณะท่ีวัตถุมีความเร็ว 10.8−  เมตรตอวินาที 

            เนื่องจาก   ( )v t  = 9.8 1t− −   

            จะได      10.8−  = 9.8 1t− −  

      นั่นคือ  t   = 1  วินาที 

  จาก ( )s t   = 24.9 20t t− − +   

  จะได ( )1s   = ( ) ( )24.9 1 1 20− − +   

    = 14.1  เมตร 

  ดังนั้น ขณะท่ีวัตถุมีความเร็ว 10.8−  เมตรตอวินาที วัตถุอยูสูงจากพ้ืนดิน 14.1 เมตร 

54. ให 1 1,a v  และ 1s  แทนฟงกชันแสดงความเรง ความเร็ว และตําแหนง ของรถยนตคันหนา 

ขณะเวลา t  ชั่วโมง ตามลําดับ 

และ 2 2,a v  และ 2s  แทนฟงกชันแสดงความเรง ความเร็ว และตําแหนง ของรถยนตคันหลัง 

ขณะเวลา t  ชั่วโมง ตามลําดับ 

เม่ือกําหนดใหขณะเวลาท่ีคนขับรถยนตท้ังสองคันเรงเครื่อง เปนเวลา 0t =  ชั่วโมง  

จะได  ( ) ( )1 20 0 40v v= =    

เนื่องจาก คนขับรถยนตคันหนาขับดวยความเรง 40 กิโลเมตรตอชั่วโมง2 

      จะได      ( )1a t    =  40 

เนื่องจาก คนขับรถยนตคันหลังขับดวยความเรง 90 กิโลเมตรตอชั่วโมง2 

      จะได      ( )2a t    =  90 

 จาก  ( )v t  = ( )a t dt∫  

 จะได  ( )1v t  = 40 dt∫  = 140t c+   เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

และ  ( )2v t  = 90 dt∫  = 290t c+   เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 
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 เนื่องจาก  ( ) ( )1 20 0 40v v= =    

 จะได  ( )1 40 40v t t= +   และ  ( )2 90 40v t t= +  

 จาก  ( )s t   = ( )v t dt∫  

 จะได ( )1s t   = ( )40 40t dt+∫  = 2
120 40t t k+ +  เม่ือ 1k  เปนคาคงตัว 

 และ  ( )2s t   = ( )90 40t dt+∫  = 2
245 40t t k+ +  เม่ือ 2k  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น  ( ) ( )1 2s t s t−   = ( ) ( )2 2
1 220 40 45 40t t k t t k+ + − + +   =  ( )2

1 225t k k− + −   

 เนื่องจากขณะเวลา 0t =  ชั่วโมง รถยนตท้ังสองอยูหางกัน 1
36

 กิโลเมตร 

 จะได   1 2k k−   =  1
36

 

      นั่นคือ  ( ) ( )1 2s t s t−   =   2 125
36

t− +  

จะไดวา เม่ือเวลาผานไป 2 นาที 

  1 2
2 2

60 60
s s   −   
   

 = 
22 125

60 36
 − + 
 

 =  0  กิโลเมตร 

      นั่นคือ เม่ือเวลาผานไป 2 นาที หากคนขับรถยนตท้ังสองคันไมลดความเรง รถคันหลังจะชนคันหนา  

55. 1)   ( )3 23 3x x dx− +∫   = 
4

3 3
4
x x x c− + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น  ( )
1

3 2

2

3 3x x dx
−

− +∫   =  
14

3

2

3
4
x x x

−

 
− + 

 
  

   =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

3 31 2
1 3 1 2 3 2

4 4

   −
   − + − − − + −
   
   

 

                    =   15
4

−  

2) ( )44 5x dx−∫  = 54x x c− +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น         ( )
3

4

1

4 5x dx−∫     = ( ) 35

1
4x x−   

    = ( ) ( )( ) ( )( )5 54 3 3 4 1 1− − −  

    = 234−   
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3) 
3 3
2 2x x dx

− 
− 

 
∫  = 

5 1
2 2

5 1
2 2

x x c
−

− +
−

   

    = 

5
22 2

5
x c

x
+ +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น       
4 3 3

2 2

1

x x dx
− 

− 
 
∫  = 

45
2

1

2 2
5
x

x

 
 +  
 

 

   =   ( ) ( )
5 5
2 22 4 2 12 2

5 54 1

   
   + − +      
   

 

   = 57
5

  

 4)   ( )( )1 3x x dx+ +∫   = ( )2 4 3x x dx+ +∫   

    = 
3 2

4 3
3 2
x x x c

 
+ + + 

 
  

    = 
3

22 3
3
x x x c+ + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น ( )( )
1

1

1 3x x dx
−

+ +∫  =  
13

2

1

2 3
3
x x x

−

 
+ + 

 
  

                                    = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33

2 211 2 1 3 1 2 1 3 1
3 3

 − 
 + + − + − + −      

  

                            = 20
3

  

 5) เนื่องจาก         1x
x x

−
+

 = 
( )( )

( )
1 1

1

x x

x x

− +

+
 

     = 
1x

x
−

 

     = 
1
21 x

−
−  
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  จะได   1x dx
x x

−
+∫  = 

1
21 x dx

− 
− 

 
∫  

     = 
1
2

1
2

xx c− +  

     = 2x x c− +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น  
9

4

1x dx
x x

−
+∫  = ( ) 9

4
2x x−  

     = ( ) ( )9 2 9 4 2 4− − −   

     = 3 
 6) เนื่องจาก            2x +  = 2x +    เม่ือ 2x ≥ −  

  จะได     2x dx+∫  = ( )2x dx+∫  

     = 
2

2
2
x x c+ +   เม่ือ 2x ≥ −  และ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น      
1

2

2x dx
−

+∫  = 
12

2

2
2
x x

−

 
+ 

 
 

     = ( ) ( ) ( )
22 21 2 1 2 2

2 2

 − 
 + − + −      

  

     = 9
2

  

 7)   
11
32x x dx

 
+ 

 
∫    = 

43
32

3 4
2 3

x x c+ +   

    = 

43
322 3

3 4
x x c+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
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 ดังนั้น     
64 11

32

1

x x dx
 

+ 
 
∫  =  

6443
32

1

2 3
3 4
x x

 
 +  
 

  

                                    = ( ) ( ) ( ) ( )
3 4 3 4
2 3 2 32 64 3 64 2 1 3 1

3 4 3 4

   
   + − +      
   

  

                            = 6,383
12

  

 8) เนื่องจาก          2
3

1x

x x

−

−
 = 

1 2 1
3 3 3

1 2
3 3

1 1

1

x x x

x x

  
− + +  

  
 

− 
 

 

     = 

2 1
3 3

2
3

1x x

x

+ +  

     = 
1 2
3 31 x x

− −
+ +          เม่ือ 1x ≠  

  จะได     2
3

1x dx
x x

−

−
∫  = 

1 2
3 31 x x dx

− − 
+ + 

 
∫  

     = 

2 1
3 3

2 1
3 3

x xx c+ + +   

     = 

2
13
33 3

2
xx x c+ + +  เม่ือ 1x ≠  และ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น 
27

2
8 3

1x dx
x x

 − 
 

− 
∫  = 

272
13
3

8

3 3
2
xx x

 
 + +  
 

 

     = ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 13 3
3 3

3 27 3 8
27 3 27 8 3 8

2 2

   
   + + − + +      
   

  

     = 59
2
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56. 1) กราฟของ ( ) 3 7f x x= − +   เปนเสนตรง และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ]5, 2x∈ −    

  ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 3 7y x= − +  กับแกน X  จาก 

  5x = −  ถึง 2x =  

      เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]5, 2−   

 จะได  ( )
22 2

5 5

3 1613 7 7
2 2
xA x dx x

− −

 −
= − + = + = 

 
∫   

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 3 7y x= − +  กับแกน X  จาก 5x = −    

ถึง 2x =   เทากับ 161
2

 ตารางหนวย 

 2) กราฟของ ( ) 23 2 1f x x x= − −  เปนรูปพาราโบลาหงาย  

  และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ]1, 3x∈   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 23 2 1y x x= − −  กับแกน X  จาก  

 1x =  ถึง 3x =  

      เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 3  

 จะได  ( ) ( )
3 32 3 2

1
1

3 2 1 16A x x dx x x x= − − = − − =∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 23 2 1y x x= − −  กับแกน X  จาก 1x =   

ถึง 3x =  เทากับ 16 ตารางหนวย 

 3) กราฟของ ( ) 212f x x x= − −  เปนรูปพาราโบลาคว่ํา  

  และ ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก [ ]6, 4x∈ − −   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 212y x x= − −  กับแกน X  จาก 

6x = −  ถึง 4x = −   

      เนื่องจาก ( ) 0f x ≤   สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง  [ ]6, 4− −   

 จะได  ( )
44 2 3

2

6 6

5012 12
2 3 3
x xA x x dx x

−−

− −

 
= − − − = − − − = 

 
∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 212y x x= − −  กับแกน X  จาก 6x = −  

ถึง 4x = −  เทากับ 50
3

  ตารางหนวย 
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57. ข้ันแรกหาพิกัดของจุด A  

 เนื่องจากจุด A  เปนจุดท่ีเสนโคง ( ) 24 16f x x= − +   ตัดกับแกน X   

 ให 0y =   จะได 24 16x =   นั่นคือ 2x = −  หรือ 2x =     

      ดังนั้น พิกัดของจุด A  คือ ( )2, 0  

 ตอไปหาพิกัดของจุด B  

 เนื่องจากจุด B  เปนจุดท่ีเสนโคง ( ) 24 16f x x= − +  ตัดกับแกน Y   

 ให 0x =  จะได 16y =   

 ดังนั้น พิกัดของจุด B  คือ ( )0, 16   

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง  [ ]0, 2   

  จะได พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา  =  ( ) ( )( )
2

2

0

14 16 2 16
2

x dx− + −∫   

   = ( )( )
23

0

4 116 2 16
3 2
x x

 −
+ − 

 
 

  = 16
3

  ตารางหนวย 

58. ให   ( )s t  แทนระยะทางท่ีรถบรรทุกเคลื่อนท่ีไปไดในเวลา t  ชั่วโมง 

  และ ( )v t  แทนอัตราเร็วของรถบรรทุก ณ เวลา t  ชั่วโมง 

      ตองการหาคาของ 49
60

s 
 
 

 

  เนื่องจาก ( )s t  เปนปฏิยานุพันธของ ( )v t  

  จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส จะไดวา ( ) ( )
49
60

0

49 0
60

s s v t dt  − = 
  ∫  

     เนื่องจาก 

       ( )
49
60

0

v t dt∫   =  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ v  บนชวง 490,
60

 
  

 

                       =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )49 25 47 27 47 35 45 381 20 1 170 60 20
2 60 2 60 2 60

 − + −   − + −   + +    
     

   

                    25.33≈   
  และ ( )0 0s =   



     
     
     

    
 

544 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 
 
สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

        จะได 49 25.33
60

s  ≈ 
 

 กิโลเมตร 

  เนื่องจาก 25.33 15 380× ≈  ซ่ึงมีคานอยกวา 450 

  ดังนั้น พรนภาตองจายเงินคาขนยาย 380 บาท 

59.   จาก  ( ) 0f x′′ =  สําหรับทุกจํานวนจริง x  

 จะได  ( )f x′  = ( )f x dx′′∫  

      = 0dx∫  

      = 1c     เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น  ( )f x  = ( )f x dx′∫  

      =  1c dx∫  

      =  1 2c x c+  เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )1f −  =  0  

 ดังนั้น  1 2c c− +  =  0  

 นั่นคือ  2c  =  1c  

 เนื่องจาก  ( )1f  =  4  

 ดังนั้น  1 1c c+  = 4  

 นั่นคือ  1c  =  2  

 จะได    ( )f x  =  2 2x +  

 เนื่องจาก    ( )f x dx∫  = ( )2 2x dx+∫  

      =  
2

2 2
2
x x c

 
+ + 

 
 

      =  2 2x x c+ +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2 2f x x= +  คือ ( ) 2 2F x x x c= + +  

 ดังนั้น             ( )
2

1

f x dx∫  = ( ) 22

1
2x x+  

     = ( )( ) ( )( )2 22 2 2 1 2 1+ − +  
     = 5 
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60. จาก                       ( )F x  = 2 1ax x+ +  

 จะได    ( )F x′  = 2 1ax +  

 นั่นคือ   ( )1F ′  = 2 1a +  

 เนื่องจาก ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ( )y F x=  เม่ือ 1x =  คือ 5   

 ดังนั้น               ( )1F ′  = 5  
                            2 1a +   = 5 
   a   = 2 
 นั่นคือ             ( )F x  = 22 1x x+ +  

และ              ( )f x  = ( )F x′    =  4 1x +   

      เนื่องจาก 4 1 0x + ≤  บนชวง 11,
4

 − −  
  และ 4 1 0x + ≥  บนชวง 1 , 1

4
 −  

 

 ดังนั้น พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  จาก 1x = −  ถึง 1x =  คือ        

       ( ) ( )
1

14

11
4

f x dx f x dx
−

− −

− +∫ ∫  = ( ) ( )
1 1
4 11

4
F x F x

−

− −
− +     

       = ( ) ( )
1 12 24

11
4

2 1 2 1x x x x
−

− −
− + + + + +  

       = ( ) ( )( )
2

21 12 1 2 1 1 1
4 4

     − − + − + − − + − +            
 

        ( ) ( )( )
2

2 1 12 1 1 1 2 1
4 4

     + + + − − + − +            
 

       = 7 72 4
8 8

   − − + −   
   

 

       = 2  ตารางหนวย 

61.  เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุกจํานวนจริง x   

 จึงไดวา สําหรับจํานวนจริง ,a b โดยท่ี 0 a b≤ ≤  พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=    

 จาก x a=  ถึง x b=  มีคาเทากับ ( )
b

a

f x dx∫  

        เนื่องจากกราฟของ f  มีแกน Y  เปนแกนสมมาตร 
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      จะไดวา ( ) ( )f x f x− =  สําหรับทุกจํานวนจริง x   

       ดังนั้น พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  จาก x a=  ถึง x b=  มีคาเทากับ พ้ืนท่ีท่ีปดลอม 

 ดวยเสนโคง ( )y f x=  จาก x b= −  ถึง x a= −   

      นั่นคือ ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx
−

−

=∫ ∫  สําหรับทุกจํานวนจริง ,a b ท่ี 0 a b≤ ≤  

        นอกจากนี้ สังเกตวา ถา ( ) 0f x ≥  บนชวงปด [ ],a b  และ [ ],c a b∈   

      จะได พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  กับแกน X จาก x a=  ถึง x b=      

                       =  ( )
b

a

f x dx∫  

                       =  ( ) ( )
c b

a c

f x dx f x dx+∫ ∫  

      ดังนั้น         ( )
2

1

f x dx
−
∫  = ( ) ( ) ( )

0 1 2

1 0 1

f x dx f x dx f x dx
−

+ +∫ ∫ ∫  

                           อ = ( ) ( ) ( )
1 1 2

0 0 1

f x dx f x dx f x dx+ +∫ ∫ ∫  

                               = ( ) ( )
1 2

0 1

2 f x dx f x dx+∫ ∫  

    เนื่องจาก ( )
2

1

12f x dx
−

=∫  และ ( )
1

0

3f x dx =∫   

       จะได      12  = ( ) ( )
2

1

2 3 f x dx+ ∫  

      นั่นคือ    ( )
2

1

f x dx∫  = 6  

      จะไดวา      ( )
2

2

f x dx
−
∫  = ( ) ( )

1 2

2 1

f x dx f x dx
−

− −

+∫ ∫  

                                    = ( ) ( )
2 2

1 1

f x dx f x dx
−

+∫ ∫  

  = 6 + 12 
  = 18 
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62. 1) จาก        ( )W t′  =      
40
t

−   

  จะได         ( )W t  =     
40
t dt−∫   

            =     
2

80
t c− +        เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )W t  คือปริมาณน้ําในถัง ณ เวลา t  นาที 

 ดังนั้น ปริมาณน้ําท่ีไหลออกตั้งแตเวลา 0t =   ถึง 15t =  นาที คือ 

     ( ) ( )0 15W W−  =     
2 20 15

80 80
c c

   
− + − − +   
   

  

             =       45
16

  แกลลอน 

 2) จาก          ( )W t  =      
2

80
t c− +    และ    ( )0W     = 320 

  จะได     
20

80
c− +  =        320  

  นั่นคือ   c   =        320 

  จะได       ( )W t   =       
2

320
80
t

− +   

 เนื่องจาก  ( ) 0W t =  เม่ือ 320 80 160t = ⋅ =  

 ดังนั้น ตองใชเวลา 160 นาที น้ําจึงจะไหลออกท้ังหมด  

63. 1) ให ( )P t  แทนจํานวนประชากรโลก (มีหนวยเปนลานคน) ในป ค.ศ. t   

  จะได      ( )P t′  = ( )p t   

      = 20.012 48 47,925t t− + −   
  ดังนั้น      ( )P t  = ( )20.012 48 47,925t t dt− + −∫    

      = 3 20.004 24 47,925t t t c− + − +      เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจากใน ค.ศ. 2017 มีจํานวนประชากรโลกประมาณ 7,500 ลานคน ดังนั้น 

                                                ( )2017P  = 7,500   

       ( ) ( ) ( )3 20.004 2017 24 2017 47,925 2017 c− + − +  = 7,500  

  นั่นคือ                                            c  = 31,856,245  

  จะได        ( )P t  = 3 20.004 24 47,925 31,856,245t t t− + − +   
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 2) เนื่องจาก 

    ( )2050P  =  ( ) ( ) ( )3 20.004 2050 24 2050 47,925 2050 31,856,245− + − +    
   =   9,495 

   ดังนั้น  จํานวนประชากรโลกใน ค.ศ. 2050 มีอยูประมาณ 9,495 ลานคน 

64. จาก            dG
dP

   = 2
25
P

− +   

จะได             G  = 2
25
P dP − + 

 ∫  

     =   
2

2
50
P P c− + +        เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก 38G =   เม่ือ 10P =   

จะได           38 = 
( ) ( )

210
2 10

50
c− + +  

นั่นคือ            c  = 20 

 จึงไดวา      G  = 
2

2 20
50
P P− + +    

ดังนั้น ถาในโปรตีนผสมสูตรพิเศษมียีสตอยูรอยละ 75  หนูจะมีน้ําหนักเพ่ิมข้ึน 

( ) ( )
275

2 75 20 57.5
50

− + + =   กรัม 
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แหลงเรียนรูเพิ่มเติม 
 
 forvo.com เปนเว็บไซตท่ีรวบรวมการออกเสียงคําในภาษาตาง ๆ กอตั้งข้ึนเม่ือ ค.ศ. 2008 

โดยมีจุดมุงหมายเพ่ือพัฒนาการสื่อสารทางการพูด ผานการแลกเปลี่ยนการออกเสียงคําในภาษา

ตาง ๆ ท้ังจากบุคคลท่ีเปนเจาของภาษาและบุคคลท่ีไมใชเจาของภาษา  forvo.com ไดรับคัดเลือก

จากนิตยสาร Times ใหเปน 50 เว็บไซตท่ีดีท่ีสุดใน ค.ศ. 2013 (50 best websites of 2013) ปจจุบัน

เว็บไซตนี้เปนฐานขอมูลท่ีรวบรวมการออกเสียงท่ีใหญท่ีสุด มีคลิปเสียงท่ีแสดงการออกเสียง

คําศัพทประมาณสี่ลานคําในภาษาตาง ๆ มากกวา 330 ภาษา 

 

 
 
 ครูอาจใชเว็บไซต forvo.com เพ่ือศึกษาเพ่ิมเติมเก่ียวกับการออกเสียงคําศัพทคณิตศาสตร

หรือชื่อนักคณิตศาสตรในภาษาอังกฤษหรือภาษาอ่ืน ๆ ท่ีปรากฏในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ได เชน finite sequence และ infinite sequence ซ่ึง

เปนคําศัพทคณิตศาสตรในภาษาอังกฤษ หรือ Fibonacci ซ่ึงเปนชื่อนักคณิตศาสตรชาวอิตาเลียน  

  

http://forvo.com/
http://forvo.com/
http://forvo.com/
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แกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551. กรุงเทพฯ: โรงพิมพ สกสค. 

ลาดพราว. 
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แกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551. กรุงเทพฯ: โรงพิมพ สกสค. 

ลาดพราว. 
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี. (2557). หนังสือเรียนรูเพ่ิมเติมเพ่ือเสริม

ศักยภาพคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 – 6 แคลคูลัสเบื้องตน. กรุงเทพฯ: พัฒนา

คุณภาพวิชาการ. 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี. (2557). หนังสือเรียนรูเพ่ิมเติมเพ่ือเสริม

ศักยภาพคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 4 – 6 ลําดับและอนุกรม. กรุงเทพฯ: พัฒนา

คุณภาพวิชาการ. 

สํานักงานคณะกรรมการการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน. (2560). ตัวชี้วัดและสาระการเรียนรูแกนกลาง 

กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลักสูตรแกนกลาง

การศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551. กรุงเทพฯ: โรงพิมพชุมนุมสหกรณการเกษตร

แหงประเทศไทย. 
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คณะผูจัดทาํ 
คณะท่ีปรึกษา 

ศ. ดร.ชูกิจ  ลิมปจํานงค สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

ดร.ศรเทพ  วรรณรัตน สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ดร.วนิดา  ธนประโยชนศักดิ์ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

คณะผูจัดทําคูมือครู 

วาท่ีรอยเอก ดร.ภณัฐ  กวยเจริญพานิชก สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

นางสาวปฐมาภรณ  อวชัย สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

นางสาวอัมริสา  จันทนะศิริ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

นายพัฒนชัย  รวิวรรณ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

นางสาวภิญญดา  กลับแกว สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ดร.ศศิวรรณ  เมลืองนนท สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

ดร.สุธารส  นลิรอด สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

นายกฤษณะ  ปอมดี สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

ดร.จิณณวัตร  เจตนจรุงกิจ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

ดร.จุฬาลักษณ  แกวหวังสกูล สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

นายทศธรรม  เมขลา สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี

นางสาวปรารถนา  วิริยธรรมเจริญ โรงเรียนพระปฐมวิทยาลยั  จังหวัดนครปฐม 

นายสถิตพงษ  เพ็ชรถึง โรงเรียน มอ.วิทยานุสรณ  จังหวัดสงขลา 

นางสุธิดา  นานชา โรงเรียนยานตาขาวรัฐชนูปถัมภ  จังหวัดตรัง 

นายสุบรรณ  ตั้งศรีเสรี โรงเรียนบุญวัฒนา  จังหวัดนครราชสีมา 
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คณะผูพิจารณาคูมือคร ู

นายประสาท  สอานวงศ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

รศ. ดร.สมพร  สูตินันทโอภาส สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

นางสาวจินตนา  อารยะรังสฤษฏ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

นางสาวจําเริญ  เจียวหวาน สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

นายสุเทพ  กิตติพิทักษ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ดร.สุพัตรา  ผาติวิสันติ์ สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ดร.อลงกรณ  ตั้งสงวนธรรม สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ผศ. ตีรวิชช  ทินประภา มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา  กรุงเทพฯ 

ผศ. ดร.ธนัชยศ  จําปาหวาย มหาวิทยาลัยราชภัฏสวนสุนันทา  กรุงเทพฯ 

ดร.นิธิ  รุงธนาภิรมย จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย  กรุงเทพฯ 

บรรณาธิการ 

รศ. ดร.สิริพร  ทิพยคง สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ฝายสนับสนุนวิชาการ 

นางสาวขวัญใจ  ภาสพันธุ โรงเรียนราชวินิตบางเขน  กรุงเทพฯ 

นายณรงคฤทธิ์  ฉายา โรงเรียนสาธิตแหงมหาวิทยาลัยเกษตรศาสตร   

 ศูนยวิจัยและพัฒนาการศึกษา  กรุงเทพฯ 

นายถนอมเกียรติ  งานสกุล โรงเรียนสตรีภูเก็ต  จังหวัดภูเก็ต 

นางนงนุช  ผลทว ี โรงเรียนทับปุดวิทยา  จังหวัดพังงา 

นางมยุรี  สาลีวงศ โรงเรียนสตรีสิริเกศ  จังหวัดศรีสะเกษ 

นางสาวศราญลักษณ  บุตรรัตน โรงเรียนบางละมุง  จังหวัดชลบุรี 

นายศรัณย  แสงนิลาวิวัฒน โรงเรียนวิทยาศาสตรจุฬาภรณราชวิทยาลัย เพชรบุรี  

จังหวัดเพชรบุรี 

วาท่ีรอยตรีสามารถ  วนาธรัตน โรงเรียนเฉลิมขวัญสตรี  จังหวัดพิษณุโลก 

นางศุภรา  ทวรรณกุล ขาราชการบํานาญ  
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สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

นายสุกิจ  สมงาม ขาราชการบํานาญ   

นางสุปราณี  พวงพี ขาราชการบํานาญ  

นายชัยรตัน  สุนทรประพี นักวิชาการอิสระ  

นางสาวปยาภรณ  ทองมาก สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

ฝายนวัตกรรมเพ่ือการเรียนรู สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
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สถาบันส�งเสริมการสอนวิทยาศาสตร�และเทคโนโลยี
กระทรวงศึกษาธิการ

ชั้นมัธยมศึกษาป�ที่

๖
คู�มือครูรายวิชาเพิ่มเติมคณิ

ตศาสตร�  |  ชั้นมัธยมศึกษาป�ที่ ๖  |  เล�ม ๑

ตามผลการเรียนรู�
กลุ�มสาระการเรียนรู�คณิตศาสตร� (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)
ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑

เล�ม ๑

คู�มือครูรายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร�
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