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กระทรวงศึกษาธิการ 

  



  



คํานํา 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) มีหนาท่ีในการ

พัฒนาหลักสูตร วิธีการเรียนรู การประเมินผล การจัดทําหนังสือเรียน คูมือครู แบบฝก

ทักษะ กิจกรรม และสื่อการเรียนรูเพ่ือใชประกอบการเรียนรูในกลุมสาระการเรียนรู

วิทยาศาสตรและคณิตศาสตรของระดับการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน 

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ นี้ จัดทําตาม 

ผลการเรียนรู กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตร

แกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีเนื้อหาสาระ ขอเสนอแนะ

เก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวิเคราะหความสอดคลองของแบบฝกหัดทายบทกับจุดมุงหมายประจําบท ความรูเพ่ิมเติม

สําหรับครู ซ่ึงเปนความรูท่ีครูควรทราบนอกเหนือจากเนื้อหาในหนังสือเรียน ตัวอยาง

แบบทดสอบประจําบทพรอมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝกหัด ซ่ึงสอดคลองกับหนังสือเรียน

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ ท่ีตองใชควบคูกัน 

 สสวท. หวังเปนอยางยิ่งวา คูมือครูเลมนี้จะเปนประโยชนตอการจัดการเรียนรู 

และเปนสวนสําคัญในการพัฒนาคุณภาพและมาตรฐานการศึกษากลุมสาระการเรียนรู

คณิตศาสตร ขอขอบคุณผูทรงคุณวุฒิ บุคลากรทางการศึกษา และหนวยงานตาง ๆ ท่ีมีสวน

เก่ียวของในการจัดทําไว ณ โอกาสนี้ 

 

 (ศาสตราจารยชูกิจ  ลิมปจํานงค) 

 ผูอํานวยการสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลย ี  



  



คําชี้แจง 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดจัดทําผลการ

เรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 

๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ โดยมีจุดเนนเพ่ือ

ตองการพัฒนาผูเรียนใหมีความรูความสามารถทางคณิตศาสตรท่ีทัดเทียมกับนานาชาติ 

ดวยการลงมือปฏิบัติทํากิจกรรมและแกปญหาท่ีหลากหลายเพ่ือใหผูเรียนเกิดทักษะและ

กระบวนการทางคณิตศาสตร รวมท้ังมีทักษะแหงศตวรรษท่ี ๒๑  สสวท. จึงไดจัดทําคูมือครู

ประกอบการใชหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑  

ท่ีเปนไปตามมาตรฐานหลักสูตร เพ่ือเปนแนวทางใหโรงเรียนนําไปจัดการเรียนการสอนใน 

ชั้นเรียน 

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี ๖ เลม ๑ นี้ ประกอบดวย

เนื้อหาสาระ ขอเสนอแนะเก่ียวกับการสอน แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน การ

วัดผลประเมินผลระหวางเรียน การวิเคราะหความสอดคลองของแบบฝกหัดทายบทกับ

จุดมุงหมายประจําบท ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูซ่ึงเปนความรูท่ีครูควรทราบนอกเหนือจาก

เนื้อหาในหนังสือเรียน ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทพรอมเฉลย รวมท้ังเฉลยแบบฝกหัด  

ซ่ึงครูผูสอนสามารถนําไปใชเปนแนวทางในการวางแผนการจัดการเรียนรูใหบรรลุ

จุดประสงคท่ีตั้งไว โดยสามารถนําไปจัดกิจกรรมการเรียนรูไดตามความเหมาะสมและความ

พรอมของโรงเรียน  ในการจัดทําคูมือครูเลมนี้ ไดรับความรวมมือเปนอยางดียิ่งจาก

ผูทรงคุณวุฒิ คณาจารย นักวิชาการอิสระ รวมท้ังครูผูสอน นักวิชาการ จากสถาบัน และ

สถานศึกษาท้ังภาครัฐและเอกชน จึงขอขอบคุณมา ณ ท่ีนี้  

 สสวท. หวังเปนอยางยิ่งวา คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษา 

ปท่ี ๖ เลม ๑ นี้ จะเปนประโยชนแกผูสอนและผูท่ีเก่ียวของทุกฝาย ท่ีจะชวยใหจัดการศึกษา

ดานคณิตศาสตรไดอยางมีประสิทธิภาพ หากมีขอเสนอแนะใดท่ีจะทําใหคูมือครูเลมนี้ 

มีความสมบูรณยิ่งข้ึน โปรดแจง สสวท. ทราบดวย จะขอบคุณยิ่ง 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 กระทรวงศึกษาธิการ  



แนะนําการใชคูมือครู 
 

ในหนังสือเลมนี้แบงเปน 2 บท ตามหนังสือเรียนหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 

ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 โดยแตละบทจะมีสวนประกอบ ดังนี้ 

 

 

ตัวช้ีวัดและสาระการเรียนรูแกนกลาง  

  

 

ตัวชี้วัดระบุสิ่งท่ีนักเรียนพึงรูและปฏิบัติได รวมท้ังคุณลักษณะของผูเรียนในแตละ

ระดับชั้น ซ่ึงสะทอนถึงมาตรฐานการเรียนรู มีความเฉพาะเจาะจงและมีความเปน

รูปธรรม นําไปใชในการกําหนดเนื้อหา จัดทําหนวยการเรียนรู จัดการเรียนการสอน และ

เปนเกณฑสําคัญสําหรับการวัดประเมินผลเพ่ือตรวจสอบคุณภาพผูเรียน 

  

 

จุดมุงหมาย  

  

 เปาหมายท่ีนักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี ้

  

 

ความรูกอนหนา  

  

 ความรูท่ีนักเรียนจาํเปนตองมีกอนท่ีจะเรียนบทนี ้

  

 

  



 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

  

 
ประเด็นเก่ียวกับเนื้อหาท่ีครูควรเนนย้ํากับนักเรียน ประเด็นเก่ียวกับเนื้อหาท่ีครูควร

ระมัดระวัง จุดประสงคของตัวอยางท่ีนําเสนอในหนังสือเรียน  เนื้อหาท่ีควรทบทวน

กอนสอนเนื้อหาใหม และประเด็นท่ีครูควรตระหนักในการสอน 

  

 

ความเขาใจคลาดเคล่ือน   

  

 ประเด็นท่ีนักเรียนมักเขาใจผิดเก่ียวกับเนื้อหา  

  

 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

  

 

ประเด็นท่ีครูควรทราบเก่ียวกับแบบฝกหัด เชน จุดมุงหมายของแบบฝกหัด 

เนื้อหาท่ีควรทบทวนกอนทําแบบฝกหัด และเรื่องท่ีครูควรใหความสําคัญในการทํา

แบบฝกหัดของนักเรียน 

  

 

กิจกรรมในคูมือครู 

  

 

กิจกรรมท่ีคูมือครูเลมนี้ เสนอแนะไวใหครูนําไปใชในชั้นเรียน ประกอบดวย

กิจกรรมนําเขาสูบทเรียน ท่ีใชเพ่ือตรวจสอบความรูกอนหนาท่ีนักเรียนจําเปนตอง

ทราบกอนเรียนเนื้อหาใหม และกิจกรรมท่ีใชสําหรับสรางความคิดรวบยอด 

ในเนื้อหา โดยหลังจากทํากิจกรรมแลว ครูควรเชื่อมโยงผลท่ีไดจากการทํากิจกรรม

กับความคิดรวบยอดท่ีตองการเนน ท้ังนี้ ครูควรสงเสริมใหนักเรียนไดลงมือปฏิบัติ

กิจกรรมเหลานี้ดวยตนเอง  

 

  



 

กิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 

กิจกรรมท่ีนักเรียนสามารถศึกษาเพ่ิมเติมไดดวยตนเอง เพ่ือชวยพัฒนาทักษะการ

เรียนรูและนวัตกรรม (learning and innovation skills) ท่ีจําเปนสําหรับศตวรรษท่ี 21 

อันไดแก การคิดสรางสรรคและนวัตกรรม (creative and innovation) การคิด 

แบบมีวิจารณญาณและการแกปญหา (critical thinking and problem solving)  

การสื่อสาร (communication)  และการรวมมือ (collaboration)   

  

 

เฉลยกิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 เฉลยคําตอบหรือตัวอยางคําตอบของกิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 

แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

  

 
ตัวอยางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน ท่ี มี ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 

ซ่ึงเปดโอกาสใหนักเรียนไดใชและพัฒนาทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร  
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   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

  บทท่ี 1  

ลําดับและอนุกรม 

ความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมเปนพ้ืนฐานสําคัญท่ีนําไปใชในการแกปญหาตาง ๆ ในชีวิตจริง เชน 

ปริมาณยาท่ีลดลงในรางกาย การออมเงิน การผอนคาสินคา ซ่ึงในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอเนื้อหา เรื่อง ความหมายของลําดับและการเขียน

แสดงลําดับ ลําดับเลขคณิต ลําดับเรขาคณิต ลําดับฮารมอนิก ลิมิตของลําดับอนันต ความหมายของ

อนุกรมและการเขียนแสดงอนุกรม อนุกรมเลขคณิต อนุกรมเรขาคณิต อนุกรมอนันต สัญลักษณ

แสดงการบวก การประยุกตของลําดับและอนุกรม โดยเฉพาะอยางยิ่งการประยุกตของลําดับและ

อนุกรมในการแกปญหาเก่ียวกับดอกเบี้ยและมูลคาของเงิน ซ่ึงเปนเนื้อหาสําคัญท่ีมีในหลักสูตร

กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษา

ข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช 2551 
 
ในบทเรียนนี้มุงใหนักเรียนบรรลุตัวชี้วัดตามสาระการเรียนรูแกนกลาง บรรลุผลการเรียนรูตาม

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุจุดมุงหมายดังตอไปนี้ 

 

 
ตัวช้ีวัดและสาระการเรียนรูแกนกลาง/ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ตัวช้ีวัด 

• เขาใจและนําความรูเก่ียวกับลําดับ

และอนุกรมไปใช 

• เขาใจและใชความรูเก่ียวกับดอกเบี้ย

และมูลคาของเงินในการแกปญหา 

 

สาระการเรียนรูแกนกลาง 

• ลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

• อนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

• ดอกเบี้ย 

• มูลคาของเงิน 

• คารายงวด 
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ผลการเรียนรู 

• ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดให 

เปนลําดับลูเขาหรือลูออก 

• หาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม 

เลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

• หาผลบวกอนุกรมอนันต 

• เขาใจและนําความรูเก่ียวกับลําดับ

และอนุกรมไปใช 
 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

• ลําดับจํากัดและลําดับอนันต 

• ลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

• ลิมิตของลําดับอนันต 

• อนุกรมจํากัดและอนุกรมอนันต 

• อนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

• ผลบวกอนุกรมอนันต 

• การนําความรูเก่ียวกับลําดับและ 

อนุกรมไปใชในการแกปญหามูลคา 

ของเงินและคารายงวด 

 

 
จุดมุงหมาย 

1. หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

2. หาลิมิตของลําดับอนันตโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 

3. ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก 

4. หาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

5. หาผลบวกของอนุกรมอนันต 

6. ระบุไดวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา 

 

 
ความรูกอนหนา 

• เลขยกกําลัง  

• ความสัมพันธและฟงกชัน 

 
 

ipst.me/10550 
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1.1 เนื้อหาสาระ  
1. บทนิยาม 1 

ลําดับ คือ ฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนเซต { }1, 2, 3, , n  หรือมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก 

2. ในการเขียนแสดงลําดับ จะเขียนเฉพาะสมาชิกของเรนจเรียงกัน กลาวคือ ถา a  เปน

ลําดับซ่ึง ( ) ( ) ( ) ( )1 2 31 , 2 , 3 , , na a a a a a a n a= = = =  แลว 

  เรียก  1a   วา  พจนท่ี 1 ของลําดับ  

  เรียก  2a   วา  พจนท่ี 2 ของลําดับ  

  เรียก  3a   วา  พจนท่ี 3 ของลําดับ  

            
  และเรียก na   วา  พจนท่ี n   ของลําดับ หรือพจนท่ัวไปของลําดับ 

3. ลําดับท่ีมีโดเมนเปนเซต { }1, 2, 3, , n  เรียกวา ลําดับจํากัด  

 และลําดับท่ีมีโดเมนเปนเซตของจํานวนเต็มบวก เรียกวา ลําดับอนันต 

 กรณี a  เปนลําดับจํากัด เขียนแทนลําดับดวย 1 2 3, , , , na a a a   

 กรณี a  เปนลําดับอนันต เขียนแทนลําดับดวย 1 2 3, , , , ,na a a a    

4. บทนิยาม 2 

 ลําดับเลขคณิต คือ ลําดับซ่ึงมีผลตางท่ีไดจากการนําพจนท่ี 1n +  ลบดวยพจนท่ี n  เปนคา

คงตัวท่ีเทากัน สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  และเรียกคาคงตัวท่ีเปนผลตางนี้วา ผลตางรวม 

จากบทนิยาม ลําดับ 1 2 3, , , , ,na a a a    จะเปนลําดับเลขคณิต ก็ตอเม่ือ มีคาคงตัว 

d  ท่ี 1n na a d+ − =  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

5. บทนิยาม 3 

 ลําดับเรขาคณิต คือ ลําดับซ่ึงมีอัตราสวนของพจนท่ี 1n +  ตอพจนท่ี n  เปนคาคงตัวท่ี

เทากัน สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  และเรียกคาคงตัวท่ีเปนอัตราสวนนี้วา อัตราสวนรวม 

จากบทนิยาม ลําดับ 1 2 3, , , , ,na a a a    จะเปนลําดับเรขาคณิต ก็ตอเม่ือ มีคาคงตัว 

r  ท่ี 1n

n

a r
a
+ =  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  
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6. บทนิยาม 4 

 ลําดับฮารมอนิก คือ ลําดับ na  ซ่ึงมีสมบัติวา ลําดับของสวนกลับ 1
n

n

b
a

=  เปนลําดับ 

เลขคณิต 

7. บทนิยาม 5 

 ให 1 2 3, , , , ,na a a a   เปนลําดับอนันต  ถา n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุดแลว na  เขาใกล

หรือเทากับจํานวนจริง L  เพียงจํานวนเดียวเทานั้น จะเขียน lim nn
a L

→∞
=  (อานวา ลิมิตของ

ลําดับ na  เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด เทากับ L )  และจะเรียก L  วา ลิมิตของ

ลําดับ และกลาววาลําดับนี้มีลิมิตเทากับ L  เรียกลําดับอนันตท่ีมีลิมิตวา ลําดับลูเขา และ

เรียกลําดับอนันตท่ีไมใชลําดับลูเขาวา ลําดับลูออก  

8. ทฤษฎีบท 1 

 ให r  เปนจํานวนจริงบวก จะไดวา 1lim 0rn n→∞
=  และ lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา 

9. ทฤษฎีบท 2   

 ให r  เปนจํานวนจริง จะไดวา  

  ถา 1r <  แลว lim 0n

n
r

→∞
=  

  ถา 1r >  แลว lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา 

10. ทฤษฎีบท 3 

 ให , ,n n na b t  เปนลําดับของจํานวนจริง  ,A B  เปนจํานวนจริง และ c  เปนคาคงตัวใด ๆ 

โดยท่ี lim nn
a A

→∞
=  และ lim nn

b B
→∞

=  จะไดวา 

 1) ถา nt c=  ทุกจํานวนเต็มบวก n  แลว lim limnn n
t c c

→∞ →∞
= =  

 2) lim limn nn n
ca c a cA

→∞ →∞
= =  

 3) ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
+ = + = +  

 4) ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
− = − = −  

 5) ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b AB

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅ =  

 6) ถา 0nb ≠  ทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0B ≠  แลว 
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa A
b b B

→∞

→∞
→∞

 
= = 
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11. ทฤษฎีบท 4 

 ให 1 2 3, , , , ,na a a a   เปนลําดับซ่ึง 0na ≠  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n   

  ถา 1lim 0
n

na→∞

 
= 

 
 แลว ลําดับ 1 2 3, , , , ,na a a a   จะลูออก 

12. สําหรับลําดับท่ีพจนท่ัวไปอยูในรูปเศษสวนของพหุนาม  

• ถาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวสวนมากกวาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวเศษแลว ลําดับจะมี

ลิมิตเปนศูนย 

• ถาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวเศษเทากับดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวสวนแลว ลําดับจะ

เปนลําดับลูเขาท่ีมีลิมิตไมเปนศูนย  

• ถาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวสวนนอยกวาดีกรีของพหุนามท่ีเปนตัวเศษแลว ลําดับจะ

เปนลําดับลูออก 

13. ทฤษฎีบท 5 

 ให na  เปนลําดับของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย  L  เปนจํานวนจริง และ m  

เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับสอง จะไดวา 

  ถา lim nn
a L

→∞
=  แลว lim lim mm mn nn n

a a L
→∞ →∞

= =  

14. ถา 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับจํากัดท่ีมี n  พจน จะเรียกการเขียนแสดงการบวกของ

พจนทุกพจนของลําดับในรูป 1 2 3 na a a a+ + + +  วา อนุกรมจํากัด 

  เรียก  1a   วา  พจนท่ี 1 ของอนุกรม  

  เรียก  2a   วา  พจนท่ี 2 ของอนุกรม  

  เรียก  3a   วา  พจนท่ี 3 ของอนุกรม  

            
  และเรียก na   วา  พจนท่ี n  ของอนุกรม 
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15. ให nS  แทนผลบวก n  พจนแรกของอนุกรม นั่นคือ 

  1 1S a=  

  2 1 2S a a= +  

  3 1 2 3S a a a= + +  

         
  1 2 3n nS a a a a= + + + +   
16. อนุกรมท่ีไดจากลําดับเลขคณิต เรียกวา อนุกรมเลขคณิต 

17. ให 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับเลขคณิต ซ่ึงมี d  เปนผลตางรวม 

 ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ 

  ( )12n n
nS a a= +  หรือ ( )( )12 1

2n
nS a n d= + −  

18. อนุกรมท่ีไดจากลําดับเรขาคณิต เรียกวา อนุกรมเรขาคณิต 

19. ให 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับเรขาคณิต ซ่ึงมี r  เปนอัตราสวนรวม 

 ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

 เม่ือ 1r ≠   

20. ถา 1 2 3, , , , ,na a a a   เปนลําดับอนันต จะเรียกการเขียนแสดงการบวกในรูป 

1 2 3 na a a a+ + + + +   วา อนุกรมอนันต 

  เรียก  1a   วา  พจนท่ี 1 ของอนุกรม  

  เรียก  2a   วา  พจนท่ี 2 ของอนุกรม  

           
  และเรียก na   วา  พจนท่ี n  ของอนุกรม 
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21. บทนิยาม 6  

 กําหนด 1 2 3 na a a a+ + + + +   เปนอนุกรมอนันต 

 ให 1 1S a=  

  2 1 2S a a= +  

  3 1 2 3S a a a= + +  

         
  1 2 3n nS a a a a= + + + +   
 เรียก nS  วา ผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรม เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวก เรียกลําดับ

อนันต 1 2 3, , , , ,nS S S S   วา ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม 

22. บทนิยาม 7 

 กําหนดอนุกรมอนันต 1 2 3 na a a a+ + + + +   

 ให 1 2 3, , , , ,nS S S S   เปนลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ 

 ถาลําดับ nS  เปนลําดับลูเขา โดย lim nn
S S

→∞
=  เม่ือ S  เปนจํานวนจริง 

 แลวจะกลาววาอนุกรม 1 2 3 na a a a+ + + + +   เปน อนุกรมลูเขา และเรียก S  วา

ผลบวกของอนุกรม 

 ถาลําดับ nS  เปนลําดับลูออก จะกลาววาอนุกรม 1 2 3 na a a a+ + + + +   เปน อนุกรม

ลูออก 

23. การแสดงวาอนุกรมอนันตใดจะเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก ทําไดดังนี ้

1) พิจารณาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม และหาสูตรท่ัวไปของผลบวกยอย n  

พจนแรก ( )nS  ของอนุกรม  

2) พิจารณาลิมิตของ nS   ถา lim nn
S S

→∞
=  เม่ือ S  เปนจํานวนจริง แลวอนุกรมนั้นเปน

อนุกรมลูเขา และมีผลบวกเทากับ S  แตถา lim nn
S

→∞
 ไมมีคา แลวอนุกรมนั้นเปน

อนุกรมลูออก 
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24. ทฤษฎีบท 6 

 กําหนดใหอนุกรมเรขาคณิตมี 1a  เปนพจนแรก และ r  เปนอัตราสวนรวม 

 ถา 1r <  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขาและผลบวกของอนุกรมเทากับ 1

1
a

r−
  

 ถา 1r ≥  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

25. การเขียนอนุกรมเพ่ือความสะดวกจะใชตัวอักษรกรีกตัวพิมพใหญ ∑ (อานวา ซิกมา) 

เปนสัญลักษณแสดงการบวก  

  กลาวคือ จะเขียนแทนอนุกรมจํากัด 1 2 3 na a a a+ + + +  ดวยสัญลักษณ 
1

n

i
i

a
=
∑  

(อานว า  ซัมเมชัน ia  เ ม่ือ i  เท า กับ 1 ถึ ง  n )   และเ ขียนแทนอนุกรมอนันต  

1 2 3 na a a a+ + + + +   ดวยสัญลักษณ 
1

i
i

a
∞

=
∑  (อานวา ซัมเมชัน ia  เม่ือ i  เทากับ 1 

ถึง ∞ ) เรียกตัวแปร i  ท่ีปรากฏในสัญลักษณ 
1

n

i
i

a
=
∑  หรือ 

1
i

i
a

∞

=
∑  วา ดัชนี ซ่ึงอาจจะใช 

ตัวแปรอ่ืนแทน i  ได  

26. ทฤษฎีบท 7 

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

 1) 
1

n

i
c nc

=

=∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 2) 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 3) ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

 4) ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  
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27. ทฤษฎีบท 8   

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

 1) ( )
1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑  

 2) ( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑  

 3) ( ) 2 2
3

1 1

1
2

n n

i i

n n
i i

= =

 +   
= =   

  
∑ ∑  

28. ทฤษฎีบท 9  

 ถาเริ่มฝากเงินดวยเงินตน P  บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ย %i  ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตน

ทุกป (ปละครั้ง) แลวเม่ือสิ้นปท่ี n  จะไดเงินรวม ( )1 nP r+ บาท เม่ือ 
100

ir =   

29. ทฤษฎีบท 10 

 ถาเริ่มฝากเงินดวยเงินตน P  บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ย %i  ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตน

ปละ k  ครั้ง แลวเม่ือฝากเงินครบ n  ป จะไดเงินรวม 1
knrP

k
 + 
 

บาท เม่ือ 
100

ir =   

30.  ถาลงทุน P  บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ย %i  ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนปละ k  ครั้ง 

เปนเวลา n  ป กําหนดให 
100

ir =  แลวเม่ือครบ n  ป เงินรวมท่ีได คือ  

1
knrS P

k
 = + 
 

  

 เรียก S  วามูลคาอนาคตของเงินตน P   

 ในทางกลับกัน จะเรียก P  วามูลคาปจจุบันของเงินรวม S   

 ดังนั้น มูลคาปจจุบัน P  ของเงินรวม S  คือ 

1
knrP S

k

−
 = + 
 

 

31. การรับหรือจายคางวด มีลักษณะ 3 ประการ ดังนี้  

 1) รับหรือจายเทากันทุกงวด 

 2) รับหรือจายติดตอกันทุกงวด 

 3) รับหรือจายตอนตนงวดหรือสิ้นงวด  
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32. คางวดท่ีรับหรือจายตอนตนงวด 

  พิจารณาการรับหรือจายเงินแตละงวด โดยท่ีแตละงวดเปนเงิน R  บาท ซ่ึงเริ่มรับหรือ

จายเงินตอนตนงวด รวมท้ังหมด n  งวด และอัตราดอกเบี้ยแตละงวดเปน %i   

  ให 
100

ir =   

  จะได แผนภาพแสดงคางวดแตละงวด ดังนี้ 
 

 
 
  จะได เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ ( ) ( ) ( )21 1 1 nR r R r R r+ + + + + +   

  ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี n  พจน โดยพจนแรก คือ ( )1R r+  และอัตราสวนรวม 

คือ 1 r+   

  ดังนั้น เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ 
( ) ( )( )

( )
1 1 1

1 1

nR r r

r

+ + −

+ −
 ซ่ึงเทากับ 

 
( ) ( )( )1 1 1nR r r

r

+ + −
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33. คางวดท่ีรับหรือจายตอนส้ินงวด  

  พิจารณาการรับหรือจายเงินแตละงวด โดยท่ีแตละงวดเปนเงิน R  บาท ซ่ึงเริ่มรับ

หรือจายเงินตอนสิ้นงวด รวมท้ังหมด n  งวด และอัตราดอกเบี้ยตองวดเปน %i   

   ให 
100

ir =   

  จะได แผนภาพแสดงคางวดแตละงวด ดังนี้ 
 

 
จะได เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ ( ) ( ) ( )2 11 1 1 nR R r R r R r −+ + + + + + +   

ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี n  พจน พจนแรก คือ R  และอัตราสวนรวม คือ 1 r+   

ดังนั้น เงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  คือ 
( )( )
( )
1 1

1 1

nR r

r

+ −

+ −
 ซ่ึงเทากับ 

( )( )1 1nR r

r

+ −
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1.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน   

ลําดับ 

 
ความหมายของลําดับ 

 
กิจกรรม : แนะนําลําดับ 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลําดับ เพ่ือใหนักเรียนเขาใจความหมายของ

ลําดับและการเขียนแสดงลําดับ 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูใหนักเรียนพิจารณาแบบรูปตอไปนี้ โดยสังเกตจํานวนจุดในแตละรูป 

• แบบรูปชุดท่ี 1  

 
       รูปท่ี 1    รูปท่ี 2        รูปท่ี 3              รูปท่ี 4                   รูปท่ี 5 
 

• แบบรูปชุดท่ี 2  

         

           รูปท่ี 1        รูปท่ี 2  รูปท่ี 3                         รูปท่ี 4                                                    
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2. ครูใหนักเรียนเขียนเซตของคูอันดับจากแบบรูปชุดท่ี 1 และ 2 โดยใหสมาชิกตัวหนาของ

คูอันดับคือรูปท่ี และสมาชิกตัวหลังของคูอันดับคือจํานวนจุดในแตละรูป เชน แบบรูป

ชุดท่ี 1 รูปท่ี 1 มีจํานวนจุด 1 จุด เขียนไดเปน ( )1, 1   

แนวคําตอบ 

• เซตของคูอันดับจากแบบรูปชุดท่ี 1 คือ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 2, 3 , 3, 6 , 4, 10 , 5, 15   

• เซตของคูอันดับจากแบบรูปชุดท่ี 2 คือ ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 4 , 2, 9 , 3, 16 , 4, 25 ,  

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาเซตของคูอันดับท่ีไดในขอ 2 ตามแบบ

รูปชุดท่ี 1 และ 2 เปนฟงกชันหรือไม เพราะเหตุใด  

 แนวคําตอบ 

เซตของคูอันดับท่ีไดในขอ 2 ตามแบบรูปชุดท่ี 1 และ 2 เปนฟงกชัน เนื่องจาก

สมาชิกตัวหนาของแตละคูอันดับจับคูกับสมาชิกตัวหลังเพียงตัวเดียวเทานั้น 

4. จากคําตอบท่ีไดในขอ 3 ครูใหนักเรียนหาโดเมนและเรนจของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูป

ชุดท่ี 1 และ 2  

 แนวคําตอบ 

• ฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 1 มีโดเมน คือ { }1, 2, 3, 4, 5  และเรนจ คือ 

{ }1, 3, 6, 10, 15   

• ฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 2 มีโดเมน คือ { }1, 2, 3,   และเรนจ คือ { }4, 9, 16,   

5. จากคําตอบท่ีไดในขอ 4 ครชูี้แนะใหนักเรียนสังเกตวาโดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูป

ชุดท่ี 1 เปนสับเซตของเซตของจํานวนเต็มบวก และโดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูป

ชุดท่ี 2 เปนเซตของจํานวนเต็มบวก จากนั้นครูใหนักเรียนพิจารณาวาโดเมนของฟงกชัน

ท่ีไดจากแบบรูปแตละชุดเปนเซตจํากัดหรือเซตอนันต  

 แนวคําตอบ 

• โดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 1 เปนเซตจํากัด 

• โดเมนของฟงกชันท่ีไดจากแบบรูปชุดท่ี 2 เปนเซตอนันต  

6. ครนูําเขาสูบทนิยามของลําดับ (บทนิยาม 1) และการเขียนแสดงลําดับ 

 



     
     
     

 บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม   
 

14 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 

ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเขาใจวา ลําดับเปนฟงกชันท่ีมีโดเมนเปนสับเซตของเซตของ

จํานวนเต็มบวกหรือเซตของจํานวนเต็มบวก โดยในการเขียนแสดงลําดับจะเขียนเฉพาะ

สมาชิกของเรนจเรียงกัน และใชเครื่องหมายจุลภาค (,) ค่ันระหวางแตละตัว โดยไม

เขียนโดเมน  

• หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ใชสัญลักษณ na  

แทนท้ังพจนท่ี n  ของลําดับ และพจนท่ัวไปของลําดับ 

• การเขียนแสดงลําดับโดยเขียนแจกแจงพจนของลําดับในหัวขอนี้ ตองเขียนพจนท่ัวไป

กํากับไวเสมอ เนื่องจากมีบางลําดับท่ีมีพจนแรก ๆ เหมือนกัน แตมีพจนท่ัวไปแตกตางกัน 

เชน   เขียนแจกแจงพจนของลําดับท่ี 1
na

n
=  ไดเปน 1 11, , ,

2 3
   

  เขียนแจกแจงพจนของลําดับท่ี ( )21 6 11
6nb n n= − +  ไดเปน 1 11, , ,

2 3
   

จะเห็นวา ท้ังสองลําดับมีสามพจนแรกเหมือนกัน จึงอาจจะเขาใจผิดวาลําดับ na  และ 

nb  เปนลําดับเดียวกัน อยางไรก็ตามเม่ือพิจารณาพจนท่ี 4 จะไดวา 4
1
4

a =  แต 4
1
2

b =  

นั่นคือ ลําดับ na  และ nb  ไมใชลําดับเดียวกัน 

ดังนั้น การเขียนแจกแจงพจนของลําดับ na  และ nb  โดยเขียนพจนท่ี n  กํากับไว 

จะไดเปน 1 1 11, , , , ,
2 3 n

   และ ( )21 1 11, , , , 6 11 ,
2 3 6

n n− +   ตามลําดับ 

• เนื่องจากการกําหนดพจนแรก ๆ แลวใหหาพจนท่ัวไปของลําดับนั้น นักเรียนอาจได

พจน ท่ัวไปท่ีแตกตางกัน ดังนั้น หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้น

มัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1  หัวขอ 1.1.1 จึงกลาวถึงเฉพาะการหาพจนแรก ๆ จากพจน

ท่ัวไปท่ีกําหนดให โดยไมกลาวถึงการหาพจนท่ัวไปจากพจนแรก ๆ ท่ีกําหนดให สวน

การหาพจนท่ัวไปจากพจนแรก ๆ ท่ีกําหนดใหนั้น ไดกลาวถึงเฉพาะในกรณีท่ีศึกษา

เก่ียวกับลําดับเลขคณิตหรือลําดับเรขาคณิตเทานั้น 
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• ลําดับท่ี ( )1 n
na n n= + −   ในตัวอยางท่ี 2 สามารถเขียนไดในอีกรูปแบบหนึ่ง คือ  

 
ท้ังนี้ ในกรณีท่ีนักเรียนมีขอสงสัยสามารถอธิบายไดดังนี ้

ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

กรณีท่ี n  เปนจํานวนคูบวก จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก k  ท่ีทําให 2n k=   

จาก  ( )1 n
na n n= + −   

เม่ือ 2n k=  จะได    na   = 2ka   

  = ( ) ( )22 1 2kk k+ −  
  = 2 2k k+   
  = 4k   
  = ( )2 2k   
  = 2n    
กรณีท่ี n  เปนจํานวนค่ีบวก จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก k  ท่ีทําให 2 1n k= −   

จาก  ( )1 n
na n n= + −   

เม่ือ 2 1n k= −  จะได na   = 2 1ka −   

  = ( ) ( ) ( )2 12 1 1 2 1kk k−− + − −  
  = ( ) ( )2 1 2 1k k− − −   
  = 0    

ดังนั้น ( )1 n
na n n= + −  เขียนไดในรูป 

2

0
n

n
a


= 



                                    

 

 
  

เม่ือ  เปนจํานวนคู 
 

เม่ือ  เปนจํานวนค่ี 

 

  

เม่ือ n  เปนจํานวนคู 
 

เม่ือ n  เปนจํานวนค่ี 
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• ลําดับ nb   ซ่ึง 1 1b =  และ 1n nb nb −=   เม่ือ 2n ≥  ในตัวอยางท่ี 4 สามารถเขียนไดใน

อีกรูปแบบหนึ่ง คือ !nb n=   ท้ังนี้ ในกรณีท่ีนักเรียนมีขอสงสัยสามารถอธิบายไดดังนี ้

จาก ลําดับ nb   ซ่ึง 1 1b =  และ 1n nb nb −=   เม่ือ 2n ≥  

จะได 1b  = 1   = 1!  

 2b   = 12b   = 2 1×   = 2!  
 3b   = 23b    = 3 2 1× ×   = 3!  
 4b   = 34b   = 4 3 2 1× × ×   = 4!  
             
 nb   = 1nnb −   = ( ) ( )1 2 3 2 1n n n× − × − × × × ×   = !n   

ดังนั้น ลําดับ nb   ซ่ึง 1 1b =  และ 1n nb nb −=   เม่ือ 2n ≥  เขียนไดในรูป !nb n=  

นอกจากนี้ การแสดงวาลําดับ nb  สามารถเขียนไดในอีกรูปแบบหนึ่ง คือ !nb n=  นั้น 

สามารถทําไดโดยใชวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ซ่ึงแสดงไวในความรูเพ่ิมเติมสําหรับคร ู                                

 
ลําดับเลขคณิต ลําดับเรขาคณิต และลําดับฮารมอนิก 

 

กิจกรรม : แนะนําลําดับเลขคณิต  

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลําดับเลขคณิต เพ่ือใหนักเรียนเขาใจความหมาย

ของลําดับเลขคณิต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครกํูาหนดลําดับตอไปนี้  

1) 6, 10, 14, 18, , 4 2,n +    2) 11, 4, 16, 64, , 4n−
   

3) 2 4 8 2, , 2, , ,
3 3 3 3

n  4) ( ) 11, 1, 1, 1, 1, , 1 ,n+− − −   

5) ( )10, 6, 2, 2, , 10 4 1n− − −  6) ( )3 222, 4, 6, , 6 6 ,
11

n n− − −    
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2. จากแตละลําดับท่ีกําหนดใหในขอ 1 ครูใหนักเรียนหาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน โดย

นําพจนท่ีอยูหลังลบดวยพจนท่ีอยูกอนหนา ท้ังนี้ ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนหาผลตางของ

พจนท่ี n  และ 1n −  ดวย  

 แนวคําตอบ 
 1) 2 1 10 6 4a a− = − =   
  3 2 14 10 4a a− = − =   
  4 3 18 14 4a a− = − =  

  และ ( ) ( )( )1 4 2 4 1 2 4n na a n n−− = + − − + =   
 2) 2 1 4 1 3a a− = − =   
  3 2 16 4 12a a− = − =   
  4 3 64 16 48a a− = − =   

  และ  ( ) ( )1 11 2
1 4 4 3 4nn n

n na a − −− −
−− = − =   

 3) 2 1
4 2 2
3 3 3

a a− = − =  

  3 2
4 22
3 3

a a− = − =  

  4 3
8 22
3 3

a a− = − =  

  และ  ( )1
2 2 21
3 3 3n na a n n−− = − − =   

 4) 2 1 1 1 2a a− = − − = −  
  ( )3 2 1 1 1 1 2a a− = − − = + =   
  4 3 1 1 2a a− = − − = −  
  ( )5 4 1 1 1 1 2a a− = − − = + =   

  และ  ( ) ( )( ) ( )1 1 1
1 1 1 2 1n n n

n na a + + −
−− = − − − = − −   

 5) 2 1 6 10 4a a− = − = −  
  3 2 2 6 4a a− = − = −  
  4 3 2 2 4a a− = − − = −  

  และ  ( )( ) ( )( )( )1 10 4 1 10 4 1 1 4n na a n n−− = − − − − − − = −   
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 6) 2 1 4 2 2a a− = − =  
  3 2 6 4 2a a− = − =    

  และ  1n na a −−  = ( ) ( ) ( )( )3 23 22 26 6 1 6 1 6
11 11

n n n n   − − − − − − − − −   
   

 

   = ( )22 3 15 7
11

n n− − +   

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาลําดับในขอใดท่ีมีผลตางของพจนท่ี

อยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน 

 แนวคําตอบ 

ลําดับในขอ 1, 3 และ 5 มีผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน 

4. ครูนําเขาสูบทนิยามของลําดับเลขคณิต (บทนิยาม 2) โดยจากขอ 3 จะไดวาลําดับในขอ 

1, 3 และ 5 ซ่ึงมีผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน เปนลําดับเลขคณิต ท้ังนี้ 

ครูควรเนนย้ําความสําคัญของการตรวจสอบผลตางของพจนท่ี n  และพจนท่ี 1n −  ใน

การพิจารณาวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับเลขคณิตหรือไม เนื่องจาก อาจมีบางลําดับ

ซ่ึงผลตางของพจนท่ีอยูติดกันพจนแรก ๆ เปนคาคงตัวท่ีเทากัน แตไมเทากับผลตางของ

พจนท่ี n  และ 1n −  (เชน ลําดับในขอท่ี 6) 

หมายเหตุ  

• ครูอาจใหนักเรียนทํากิจกรรมนี้เปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน 

• ครูสามารถใชกิจกรรมในลักษณะเดียวกับกิจกรรมนี้ เพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลําดับ

เรขาคณิต เพ่ือใหนักเรียนเขาใจความหมายของลําดับเรขาคณิต 
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ลําดับท่ีมีทุกพจนเปนจํานวนเดียวกันท่ีไมเปนศูนย จะเปนท้ังลําดับเลขคณิตท่ีมี 0d =  

และลําดับเรขาคณิตท่ีมี 1r =  เชน 1, 1, 1,  

• ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนใหเหตุผลประกอบ ในการระบุวาลําดับท่ีกําหนดใหเปน

ลําดับเลขคณิต หรือเปนลําดับเรขาคณิต  

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชเครื่องคํานวณชวยในการคํานวณเก่ียวกับลําดับ เชน 

ตัวอยางท่ี 14  และ 18 

• จากบทนิยาม 4 จะเห็นวา ไมมีพจนใดของลําดับฮารมอนิกท่ีเปน 0  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาพจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.1.3 ขอ 10 ครูควร

เนนย้ําใหนักเรียนหาอัตราสวนรวมกอน จึงจะหาพจนท่ีหายไป และสําหรับขอท่ีมี

อัตราสวนรวมมากกวา 1 คา ครูควรกระตุนใหนักเรียนหาอัตราสวนรวมอ่ืน ๆ ท่ีทําให

ลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับเรขาคณิต แลวจึงหาพจนท่ีหายไปอีกครั้ง เชน ขอ 2) มี

อัตราสวนรวม คือ 1
3

 หรือ 1
3

−  ทําใหลําดับเรขาคณิตในขอนี้ คือ 2 2 2 22, , , ,
3 9 27 81

 หรือ 

2 2 2 22, , , ,
3 9 27 81

− −   

• เม่ือกําหนดให a  เปนพจนท่ีอยูระหวาง 2 พจนท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 1.1.3 ขอ 11 

จะไดวา a  เปนไดท้ังจํานวนจริงบวกและจํานวนจริงลบ เนื่องจาก 
2a  เปนจํานวนจริงบวก 
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ลิมิตของลําดับอนันต 

 

 
กิจกรรม : แนะนําลิมิตของลําดับอนันต 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือนําเขาสูบทเรียน เรื่อง ลิมิตของลําดับอนันต เพ่ือใหนักเรียนมีความ

เขาใจพ้ืนฐานเก่ียวกับลิมิตของลําดับอนันต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูแจกกระดาษท่ีตัดเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีลักษณะดังรูปใหนักเรียนแตละคน โดย

กําหนดใหกระดาษนี้มีพ้ืนท่ีเปน 1 ตารางหนวย 

 
 

2. ครูใหนักเรียนพับครึ่งกระดาษในขอ 1 ตามแนวนอนไปเรื่อย ๆ จนไดเปน 2, 4, 8 และ 

16 สวน ท่ีเทากันตามลําดับ โดยในการพับแตละครั้ง ใหพิจารณาวาพ้ืนท่ีของกระดาษ

แตละสวนเปนเทาใด แลวเติมคําตอบลงในตารางตอไปนี ้

การพับ

กระดาษครั้งท่ี 

จํานวนสวนของกระดาษ 

ท่ีเกิดจากการพับ 

พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวน 

(ตารางหนวย) 

1 2  

2 4  

3 8  

4 16  
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แนวคําตอบ 

การพับ

กระดาษครั้งท่ี 

จํานวนสวนของกระดาษ 

ท่ีเกิดจากการพับ 

พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวน 

(ตารางหนวย) 

1 2 1
2

 

2 4 1
4

  

3 8 1
8

  

4 16 1
16

  

3. จากขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา หากพับกระดาษตอไปเรื่อย ๆ พ้ืนท่ีของกระดาษ

แตละสวนจะเปนอยางไร 

 แนวคําตอบ 

เม่ือพับกระดาษตอไปเรื่อย ๆ พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนจะนอยลงเรื่อย ๆ จน

เกือบเปน 0 

4. ครูใหนักเรียนเปดเว็บไซต ipst.me/11545 แลวปฏิบัติตามข้ันตอนและตอบคําถาม

ตอไปนี ้

4.1 เลื่อนสไลเดอรเพ่ือปรับคา n  สังเกตวาหนาจอจะปรากฏพ้ืนท่ีของกระดาษแตละ

สวนท่ีไดจากการพับกระดาษ n  ครั้ง 

4.2 ตรวจสอบคําตอบในขอ 3 โดยเลื่อนสไลเดอรเพ่ือหาวา เม่ือ n  มีคามากข้ึนเรื่อย ๆ 

พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนท่ีไดจากการพับกระดาษ n  ครั้ง จะเปนอยางไร 

 แนวคําตอบ 

เม่ือ n  มีคามากข้ึนเรื่อย ๆ พ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนท่ีไดจากการพับ 

แตละครั้งจะนอยลงเรื่อย ๆ จนเกือบเปน 0 แตไมเทากับ 0 

5. ครูนําเขาสูบทนิยามเก่ียวกับลิมิตของลําดับอนันต ลําดับลูเขา และลําดับลูออก (บท

นิยาม 5) 

  

http://ipst.me/11545
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ในการสอนเก่ียวกับลําดับลูเขาและลําดับลูออก ครูควรจัดกิจกรรมใหนักเรียนไดลงมือ

เขียนกราฟของลําดับหลาย ๆ แบบ โดยอาจใชลําดับตามท่ีนําเสนอในหนังสือเรียน

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 หรือในรูปแบบท่ีใกลเคียงกัน 

• การเขียนกราฟเพ่ือพิจารณาลิมิตของลําดับอนันต ไมมีขอกําหนดท่ีแนนอนวาตองเขียน

กราฟของลําดับก่ีพจน แตตองเขียนใหเห็นแนวโนมของกราฟ เพ่ือใหไดขอสรุปวาลําดับ

อนันตท่ีกําหนดเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก  

• ทฤษฎีบทท่ีนําเสนอไวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม มีไวเพ่ือใหนักเรียนนําไปใชไดโดยไมตองพิสูจน 

อยางไรก็ตาม ครูอาจเพ่ิมเติมการพิสูจนทฤษฎีบทเหลานี้ใหนักเรียนไดโดยพิจารณาตาม

ความสามารถของนักเรียน  

• การสอนทฤษฎีบท 1 และ 2 นั้น ครูควรใหนักเรียนพิจารณาแนวโนมคาของ na  เม่ือ n  

มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด หรือเขียนกราฟของลําดับ แลวพิจารณาแนวโนมของกราฟ เชน 

o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับท่ี 2

1
na

n
=  (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 21 ขอ 1)  และ 

1
2

1
na

n
=  เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 1 ท่ีวา 1lim 0rn n→∞

=  เม่ือ r  เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ 

ท้ังนี้ นักเรียนควรสรุปไดวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 2n  และ 
1
2n  จะมากข้ึน

โดยไมมีท่ีสิ้นสุดดวย ซ่ึงทําให 2

1
n

 และ 1
2

1

n
 มีคานอยลงและเขาใกล 0 

o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับ 3
na n=  (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 21 ขอ 2) และ 

1
3

na n=  

เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 1 ท่ีวา lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา เม่ือ r  เปนจํานวนจริงบวกใด ๆ ท้ังนี้ 

นักเรียนควรสรุปไดวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 3n  และ 
1
3n  จะมากข้ึน

โดยไมมีท่ีสิ้นสุดดวย  
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o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับ 1
3

n

na  =  
 

 และ 1
2

n

na  = − 
 

 (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 22 

ขอ 1)  เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 2 ท่ีวา lim 0n

n
r

→∞
=  เม่ือ r  เปนจํานวนจริง และ 1r <  

o ใหนักเรียนพิจารณาลําดับ 5
4

n

na  = − 
 

 และ 2n
na =  (ดังแสดงในตัวอยางท่ี 22 

ขอ 2 และ 3 ตามลําดับ) เพ่ือนําไปสูทฤษฎีบท 2  ท่ีวา lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา เม่ือ r  เปน

จํานวนจริง และ 1r >  

• ทฤษฎีบท 2 อธิบายเก่ียวกับลิมิตของลําดับอนันตท่ีอยูในรูป nr  เม่ือ r  เปนจํานวนจริง 

และ 1r ≠  แตในกรณีท่ี 1r =  จะไดเปนลิมิตของคาคงท่ี 

• เม่ือนักเรียนไดเรียนทฤษฎีบท 2 แลว ครูอาจแสดงใหนักเรียนเห็นวาการหาคาลิมิตของ

ลําดับในตัวอยางท่ี 22 สอดคลองกับทฤษฎีบท 2 ดังนี ้

1) จาก  1
2

n

na  = − 
 

 จะได 1lim lim
2

n

nn n
a

→∞ →∞

 = − 
 

 

 เนื่องจาก 1 1
2 2

− =  ซ่ึง 1 1
2
<   

 โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim 0nn
a

→∞
=  

2) จาก 5
4

n

na  = − 
 

 จะได 5lim lim
4

n

nn n
a

→∞ →∞

 = − 
 

 

 เนื่องจาก 5 5
4 4

− =  ซ่ึง 5 1
4
>    

 โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim nn
a

→∞
 ไมมีคา 

3) จาก 2n
na =  จะได lim lim 2n

nn n
a

→∞ →∞
=  

 เนื่องจาก 2 2=  ซ่ึง 2 1>    

 โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim nn
a

→∞
 ไมมีคา 
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• การหาลิมิตของลําดับโดยใชทฤษฎีบท 3 ตองมีเง่ือนไขเบื้องตนท่ีเปนจริงกอน เชน จะ

ใชทฤษฎีบท 
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa
b b

→∞

→∞
→∞

=  ไดเม่ือ lim nn
a

→∞
 และ lim nn

b
→∞

 หาคาได และ lim 0nn
b

→∞
≠  

แตถามีเง่ือนไขเบื้องตนเง่ือนไขใดไมเปนจริง จะไมสามารถใชทฤษฎีบทดังกลาวได เชน 

เม่ือตองการหา 
22 3lim

4 5n

n n
n→∞

−
−

 จะไมสามารถใชทฤษฎีบท 3 ได เนื่องจาก ( )2lim 2 3
n

n n
→∞

−  

และ ( )lim 4 5
n

n
→∞

−  ไมมีคา 

 

 
ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนอาจเขาใจผิดเก่ียวกับลําดับลูเขา วาเปนลําดับอนันตท่ีมีลิมิตของลําดับเปน 0  

เทานั้น เพ่ือแกไขความเขาใจผิดดังกลาว ครูควรเนนย้ํานักเรียนเก่ียวกับบทนิยาม 5 วา

ลําดับลูเขา คือ ลําดับอนันตท่ีเม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุดแลว na  เขาใกลหรือเทากับ

จํานวนจริง L  เพียงจํานวนเดียวเทานั้น พรอมกับยกตัวอยางลําดับลูเขาอ่ืน ๆ เพ่ิมเติม ท่ีมี

ลิมิตของลําดับเปนจํานวนจริงอ่ืนท่ีไมใช 0  เพ่ิมเติม เชน สําหรับลําดับท่ี 1 1
2

n

na  = − 
 

 

จะไดวา  

                                   lim nn
a

→∞
  = 1lim 1

2

n

n→∞

   −     
 

 = 1lim lim1
2

n

n n→∞ →∞

  − 
 

  

 = 0 – 1 
 = 1−   

จะเห็นวา ลิมิตของลําดับท่ี 1 1
2

n

na  = − 
 

 เปน 1−  นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา 
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อนุกรม 

 

 
กิจกรรม : ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอนนักเรียนเก่ียวกับท่ีมาของสูตรท่ีใชในการหาผลบวก n  พจนแรก

ของอนุกรมเลขคณิต  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

แนวทางการดําเนินกิจกรรมแบงเปน 3 สวน ดังนี ้

สวนท่ี 1 การแนะนํากลวิธี 

1. ครูกระตุนความสนใจของนักเรียนโดยถามนักเรียนวา 1 2 3 10+ + + +  มีคาเทาใด 

และหาไดอยางไร 

2. ครูอธิบายวิธีการพิสูจนแบบใชรูปภาพเปนหลัก (Proof without word) ในการหาคาของ 
1 2 3 10+ + + +   

2.1 ครูแทนจํานวน 1, 2, 3, , 9  และ 10 ดวยวงกลมสีดําจํานวน 1, 2, 3, , 9  และ 

10 รูป ตามลําดับ เรียงตอกันในแนวเสนตรง ดังนี้  

1 แทนดวย  เรียกวา รูปแทน 1 

2 แทนดวย   เรียกวา รูปแทน 2 

3 แทนดวย    เรียกวา รูปแทน 3 

4 แทนดวย     เรียกวา รูปแทน 4 

5 แทนดวย      เรียกวา รูปแทน 5 

6 แทนดวย       เรียกวา รูปแทน 6 

7 แทนดวย        เรียกวา รูปแทน 7 

8 แทนดวย         เรียกวา รูปแทน 8 

9 แทนดวย          เรียกวา รูปแทน 9 

10 แทนดวย           เรียกวา รูปแทน 10  
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2.2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาจะหาคาของ  1 2 3 10+ + + +  โดยใชรูปแทน 

1, 2, 3, , 9  และ 10 ท่ีไดในขอ 2.1 ไดอยางไร 

แนวคําตอบ 

นักเรียนอาจตอบไดหลายแบบ แตครูตองชี้แนะวาจะหาคําตอบโดยนํารูป

แทน 1, 2, 3, , 9  และ 10 มาวางตอกันดังนี ้

แถวท่ี 1  (รูปแทน 1) 

แถวท่ี 2   (รูปแทน 2) 

แถวท่ี 3    (รูปแทน 3) 

แถวท่ี 4     (รูปแทน 4) 

แถวท่ี 5      (รูปแทน 5) 

แถวท่ี 6       (รูปแทน 6) 

แถวท่ี 7        (รูปแทน 7) 

แถวท่ี 8         (รูปแทน 8) 

แถวท่ี 9          (รูปแทน 9) 

แถวท่ี 10           (รูปแทน 10) 

รูปท่ี 1 

จะไดวา  

• แถวท่ี l  จะมีวงกลมจํานวน l  รูป เม่ือ { }1, 2, 3, , 10l∈   

• คาของ 1 2 3 10+ + + +  เทากับ จํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

2.3 ครูจําลองรูปท่ี 1 โดยเปลี่ยนวงกลมสีดําเปนวงกลมสีขาว โดยเรียกวารูปท่ี 2 แลว

สอบถามความเขาใจของนักเรียนวาจํานวนวงกลมสีขาวในรูปท่ี 2 สัมพันธกับ

จํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 อยางไร  
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แนวคําตอบ 

แถวท่ี 1  
แถวท่ี 2   
แถวท่ี 3    
แถวท่ี 4     
แถวท่ี 5      
แถวท่ี 6       
แถวท่ี 7        
แถวท่ี 8         
แถวท่ี 9          
แถวท่ี 10           

รูปท่ี 2 

จะเห็นวา จํานวนวงกลมสีขาวในรูปท่ี 2 และจํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 มี

จํานวนเทากัน 

2.4 ครูหมุนรูปท่ี 2 ดวยมุม 180 องศา ในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา ไดดังนี ้

          แถวท่ี 10 

          แถวท่ี 9 

        แถวท่ี 8 

        แถวท่ี 7 

        แถวท่ี 6 

        แถวท่ี 5 

        แถวท่ี 4 

        แถวท่ี 3 

        แถวท่ี 2 

        แถวท่ี 1 

รูปท่ี 3 
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2.5 ครูนํารูปท่ี 1 และ 3 มาตอกัน โดยนําแถวท่ี 1 ในรูปท่ี 1 มาตอกับแถวท่ี 10 ในรูปท่ี 3 

ในแนวเสนตรงเดียวกัน โดยเรียกวารูปท่ี 4 แลวสอบถามความเขาใจของนักเรียน

วาในรูปท่ี 4 มีแถวใดหรือไม  

• ท่ีมีวงกลมซอนทับกัน 

• ท่ีมีวงกลมไมเรียงตอกันในแนวเสนตรง 

แนวคําตอบ 

แถวท่ี 1            
 

แถวท่ี 2            
 

แถวท่ี 3            
 

แถวท่ี 4             

แถวท่ี 5            
 

แถวท่ี 6            
 

แถวท่ี 7            
 

แถวท่ี 8            
 

แถวท่ี 9            
 

แถวท่ี 10             

รูปท่ี 4 

จะไดวา 

• ไมมีแถวใดท่ีมีวงกลมซอนทับกัน 

• ไมมีแถวใดท่ีมีวงกลมไมเรียงตอกันในแนวเสนตรง 

หมายเหตุ    

ครูควรสรุปวาการตอรูปตามท่ีกําหนดให ทําใหไดรูปท่ีตอกันสนิทพอดี ไมมีแถว

ใดท่ีมีวงกลมซอนทับกัน และไมมีแถวใดท่ีวงกลมไมเรียงตอกันในแนวเสนตรง 
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2.6 ครูกระตุนใหนักเรียนพิจารณาวามีวิธีใดบางท่ีสามารถหาจํานวนวงกลมท้ังหมดใน

รูปท่ี 4 ได 

แนวคําตอบ 

(1) พิจารณาจํานวนวงกลมสีดําและสีขาวในแตละแถวในรูปท่ี 4 ดังนั้นจํานวน

วงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 เทากับผลบวกของจํานวนวงกลมสีดําและสีขาวใน

แตละแถวในรูปท่ี 4 

(2) เนื่องจากจํานวนวงกลมสีขาวในรูปท่ี 3 เทากับจํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

และจํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 เทากับผลบวกของจํานวนวงกลมสีดํา

และสีขาว ดังนั้น จํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 เทากับ 2 เทาของจํานวน

วงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

หมายเหตุ   ครคูวรกระตุนใหนักเรียนไดคําตอบท้ังในขอ (1) และ (2) 

2.7 จากแนวคําตอบ 2.6 (1) ครูใหนักเรียนพิจารณาหาจํานวนวงกลมสีดําและสีขาวใน

แตละแถวในรูปท่ี 4 

แนวคําตอบ 

จํานวนวงกลมท้ังหมดในแถวท่ี l  หาไดจากจํานวนวงกลมสีดํา (ซ่ึงมาจาก

แถวท่ี l  ในรูปท่ี 1) รวมกับจาํนวนวงกลมสีขาว (ซ่ึงมาจากแถวท่ี ( )10 1l− −  ใน

รูปท่ี 3) เม่ือ { }1, 2, 3, , 10l∈   เชน จํานวนวงกลมท้ังหมดในแถวท่ี 1 หาไดจาก

จํานวนวงกลมสีดํา (ซ่ึงมาจากแถวท่ี 1 ในรูปท่ี 1) รวมกับจํานวนวงกลมสีขาว (ซ่ึง

มาจากแถวท่ี ( )10 1 1− −  ในรูปท่ี 3) ไดเปน ( )( )1 10 1 1 1 10 11+ − − = + =  รูป 

2.8 จากขอ 2.7 ครูใหนักเรียนหาจํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4  

แนวคําตอบ 

 จํานวนวงกลมท้ังหมดในรูปท่ี 4 ( ) ( ) ( ) ( )1 10 2 9 3 8 10 1= + + + + + + + +   

    11 11 11 11= + + + +   

    10 11= ×  

     ( )10 10 1= +  รูป 
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2.9 จากแนวคําตอบ 2.6 (2) และขอ 2.8 ครูใหนักเรียนหาจํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 

แนวคําตอบ 

 จํานวนวงกลมสีดําในรูปท่ี 1 เทากับ ( )10 10 1
2
+

 รูป 

3. จากขอ 2 ครูสรุปวา ( )10 10 1
1 2 3 10

2
+

+ + + + =  

สวนท่ี 2 การลงมือใชกลวิธี 

1. ครูแบงนักเรียนเปนกลุม กลุมละ 3 – 4 คน แบบคละความสามารถ 

2. ครูใหนักเรียนแตละกลุมใชวิธีในสวนท่ี 1 ขอ 2 แตละกลุมหา  

• 1 2 3 18 19 20+ + + + + +   

• 1 2 3 24 25 26+ + + + + +  

• 1 2 3 37 38 39+ + + + + +  

• 1 2 3 48 49 50+ + + + + +  

• 1 2 3 60 61 62+ + + + + +  

แนวคําตอบ 

 เม่ือใชวิธีในสวนท่ี 1 ขอ 2 แลว จะไดวาคําตอบของแตละขอเปนดังนี ้

• ( )20 20 1
1 2 3 18 19 20 210

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )26 26 1
1 2 3 24 25 26 351

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )39 39 1
1 2 3 37 38 39 780

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )50 50 1
1 2 3 48 49 50 1,275

2
+

+ + + + + + = =  

• ( )62 62 1
1 2 3 60 61 62 1,953

2
+

+ + + + + + = =  

3. ครูใหนักเรียนพิจารณาวาคา 1 2 3 n+ + + +  เปนเทาใด 

4. ครูใหนักเรียนดูคลิปวีดิทัศนในเว็บไซต ipst.me/11561  

5. ครูสรุปวา ( )1
1 2 3

2
n n

n
+

+ + + + =  

http://ipst.me/11561
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สวนท่ี 3 การหาขอสรุปในกรณีของลําดับเลขคณิต 

1. ครูกําหนดให 1 2 3, , , , na a a a  เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 1a  และผลตางรวม 

คือ d  แลวใหนักเรียนเขียน 2 3,a a  และ na  ในรูป 1a  และ d  

แนวคําตอบ 

( )

2 1

3 2

1

2
1n

a a d
a a d
a a n d

= +
= +

= + −

  

2. จากขอ 1 ครูใหนักเรียนหาคาของ 1 2 3 na a a a+ + + +  หรือหาคาของผลบวก n 

พจนแรกท่ีไดจากลําดับเลขคณิต 1 2 3, , , , na a a a   ในรูปของ 1,n a  และ na  

แนวคําตอบ  

1 2 3 na a a a+ + + +  = ( ) ( ) ( )( )1 1 1 12 1a a d a d a n d+ + + + + + + −        

                                   
                                                              n  พจน 

   = ( )( )1 2 3 1na d d d n d+ + + + + −   (*) 

   = ( )( )1 1 2 3 1na n d+ + + + + −  (**) 

   = ( )
1

1
2

n n
na d

−
+  (***) 

   = ( )( )12 1
2
n a n d+ −   

   = ( )( )( )1 1 1
2
n a a n d+ + −  

   = ( )12 n
n a a+  

หมายเหตุ   

• การเขียนบรรทัดท่ี (*) ใหอยูในรูปตามบรรทัดท่ี (**)  ครูอาจแนะนําใหนักเรียน

ใชสมบัติการแจกแจง ซ่ึงจะเห็นวาบรรทัดท่ี (*) มีตัวคูณรวม คือ d 

• การเขียนบรรทัดท่ี (**) ใหอยูในรูปตามบรรทัดท่ี (***) ครูอาจแนะนําให

นักเรียนใช ( )1
1 2 3

2
n n

n
+

+ + + + =  ซ่ึงไดจากสวนท่ี 2  
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3. จากขอ 2 ครูอธิบายวาจะแทน 1 2 3 na a a a+ + + +  ดวยสัญลักษณ nS  จึงสรุปไดวา  

• nS  ในรูป 1,n a  และ na  เขียนไดเปน  ( )12n n
nS a a= +  

• nS  ในรูป 1,n a  และ d  เขียนไดเปน ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −    

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• การหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต โดยใช 
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

 เม่ือ 1r ≠  นั้น 

อาจจัดรูปใหมไดเปน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r
−

=
−

 

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชเครื่องคํานวณชวยในการคํานวณเก่ียวกับอนุกรม 

 

 
กิจกรรม : อนุกรมอนันตและผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมอนันต 

จุดมุงหมายของกิจกรรม   

กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง อนุกรมอนันตและผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมอนันต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูแจกกระดาษขนาด A4 ใหนักเรียนแตละคน จากนั้นครูกําหนดใหพ้ืนท่ีท้ังหมดของ

กระดาษ เปน 1 ตารางหนวย 

2. ครูใหนักเรียนพับครึ่งตามรูปแลวตัดกระดาษตามรอยพับออกเปน 2 สวน  

 
                       สวนท่ี 1      สวนท่ี 2  
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3.  ครูใหนักเรียนหาพ้ืนท่ีของกระดาษแตละสวนท่ีไดจากการตัด และเขียนคําตอบท่ีไดลง

ในกระดาษสวนท่ี 2 แลวนํากระดาษสวนนี้ใสไวในกลอง 

 

                          สวนท่ี 1      สวนท่ี 2 

4. นํากระดาษสวนท่ี 1 มาทําซํ้าตามข้ันตอนในขอท่ี 2 และ 3 อีก 4 ครั้ง 

 หมายเหตุ   กระดาษท่ีไดจากการตัดกระดาษครั้งท่ี 2, 3, 4 และ 5 ท่ีตองนําไปใสไวใน

กลอง มีพ้ืนท่ี 1 1 1, ,
4 8 16

 และ 1
32

 ตารางหนวย ตามลําดับ 

5. ครูใหนักเรียนหาวาพ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n  

เทากับเทาใด 

 แนวคําตอบ 

1
2n  ตารางหนวย 

หมายเหตุ   ครูอาจชี้แนะใหนักเรียนพิจารณาจากพ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสใน

กลองหลังจากการตัดครั้งท่ี 1, 2, 3, 4 และ 5 ซ่ึงนักเรียนจะเห็นวา 

หลังจากการตัดครั้งท่ี 
พ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสกลอง 

(ตารางหนวย) 

1 1

1 1
2 2
=  

2 2

1 1
4 2
=  

3 3

1 1
8 2
=  

4 4

1 1
16 2

=  

5 5

1 1
32 2

=  
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6. ครูใหนักเรียนพิจารณาวา ถาการตัดกระดาษในรูปแบบนี้สามารถดําเนินการตอไปได

เรื่อย ๆ แลวใหนักเรียนเขียนแสดงพ้ืนท่ีของกระดาษสวนท่ีนําไปใสในกลองหลังจาก

การตัด โดยเรียงตามลําดับการตัด  

แนวคําตอบ 

1 1 1 1 1 1, , , , , , ,
2 4 8 16 32 2n    

หมายเหตุ   ในการตอบคําถามขอนี้ ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเขียนพจนท่ี n  กํากับไว

เสมอ เนื่องจากมีบางลําดับท่ีมีพจนแรก ๆ เหมือนกัน แตมีพจนท่ัวไปแตกตางกัน 

7. ครูสรุปวา คําตอบท่ีไดในขอ 6 เปนลําดับอนันต 

8. ครูใหนักเรียนเติมขอมูลลงในตารางตอไปนี้ใหสมบูรณ  

หลังจากการตัดครั้งท่ี 
พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลอง 

(ตารางหนวย) 

1  
2  
3  
4  
5  

 แนวคําตอบ 

หลังจากการตัดครั้งท่ี 
พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลอง 

(ตารางหนวย) 

1 1
2

 

2 1 1 3
2 4 4
+ =  

3 1 1 1 7
2 4 8 8
+ + =  

4 1 1 1 1 15
2 4 8 16 16
+ + + =  

5 1 1 1 1 1 31
2 4 8 16 32 32
+ + + + =  
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9. ครูใหนักเรียนหาพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n   

 แนวคําตอบ 

พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n   เทากับ 

 1 1 1 1 1 1 2 1 11
2 4 8 16 32 2 2 2

n

n n n

−
+ + + + + + = = −  ตารางหนวย 

หมายเหตุ   ในการหาคําตอบของขอนี้ ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนเขียนพ้ืนท่ีรวมของ

กระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้งท่ี n  ใหอยูในรูป 2 1
2

n

n

−   ได โดยอาจพิจารณา

จากแบบรูปของพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองท่ีไดในขอ 8 หรือความรูอ่ืนกอนหนานี้ 

สําหรับ 11
2n−  มาจากการพิจารณาพ้ืนท่ีกระดาษท้ังหมดลบดวยพ้ืนท่ีกระดาษ

สวนท่ี 1 หลังจากการตัดครั้งท่ี n   

10. จากขอ 9 ครูใหนักเรียนพิจารณาหาพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองเม่ือสามารถ

ดําเนินการตัดกระดาษตามรูปแบบขางตนตอไปเรื่อย ๆ ได โดยเขียนในรูปผลบวก 

 แนวคําตอบ 

  1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2n+ + + + + + +  

11. ครูสรุปวา  

• คําตอบท่ีไดในขอ 10 ซ่ึงคือ 1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2n+ + + + + + +  เรียกวา อนุกรม

อนันต  

• คําตอบท่ีไดในขอ 9  ซ่ึงคือพ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัดครั้ง

ท่ี n   เรียกวา ผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมอนันต แทนดวยสัญลักษณ 

nS  นั่นคือ 

1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 2n nS = + + + + + +  
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• คําตอบท่ีไดในขอ 8 จะไดวา พ้ืนท่ีรวมของกระดาษท่ีอยูในกลองหลังจากการตัด

ครั้งท่ี 1 คือ 1S  ซ่ึงเทากับ 1
2

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา 

2

3

4

5

1 1
2 4
1 1 1
2 4 8
1 1 1 1
2 4 8 16
1 1 1 1 1
2 4 8 16 32

S

S

S

S

= +

= + +

= + + +

= + + + +

 

12. ครูอธิบายสรุปเก่ียวกับอนุกรมอนันตและบทนิยาม 6 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 การพิจารณาวา

อนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก จะทําไดจากการพิจารณาลําดับของ

ผลบวกยอยของอนุกรม เชน การพิจารณาอนุกรม 11 1 1 1n−+ + + + +    ทําไดดังนี ้

จากสูตร  ( )12n n
nS a a= +  

จะได  ( )1 1
2n
nS n= + =   

นั่นคือ  lim limnn n
S n

→∞ →∞
=  

จากทฤษฎีบท 1 จะได  lim
n

n
→∞

 ไมมีคา 

ดังนั้น อนุกรม 11 1 1 1n−+ + + + +    เปนอนุกรมลูออก 

 

  



      
   
   

   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 37 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 
ความเขาใจคลาดเคล่ือน 

นักเรียนอาจเขาใจผิดวา “ทุกอนุกรมอนันตท่ีเปนอนุกรมเลขคณิตเปนอนุกรมลูออก” ท้ังนี้ 

ครูควรยกตัวอยางอนุกรมอนันตท่ีเปนอนุกรมเลขคณิต แตเปนอนุกรมลูเขา เชน อนุกรม

เลขคณิตท่ีมี 1 0, 0a d= =  จะไดวา 0nS =  ดังนั้น lim 0nn
S

→∞
=  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

จากแบบฝกหัด 1.3.3 ขอ 1  

• ในการสรุปวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเลขคณิตหรืออนุกรมเรขาคณิตนั้น ครู

ควรเนนย้ําใหนักเรียนตรวจสอบวาพจนท่ี n  ในอนุกรมท่ีกําหนดให เปนพจนท่ี n  

ของอนุกรมเลขคณิตหรืออนุกรมเรขาคณิตจริง เชน จากขอ 4) จะไดวาเปนอนุกรม

เลขคณิตท่ีมี 1 2a =  และ 3d = −  จะเห็นวาพจนท่ี n  ของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 

( )( )2 1 3 5 3n n+ − − = −  ซ่ึงเทากับพจนท่ี n  ในอนุกรมท่ีโจทยกําหนด  

• ในการหาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมท่ีกําหนดให ครูอาจใหนักเรียน

เปรียบเทียบ 1 2,S S  และ 3S  ท่ีหาไดจากผลบวก 1, 2 และ 3 พจนแรกของอนุกรมท่ี

กําหนด กับท่ีหาไดจากสูตรการหาผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรม   
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สัญลักษณแสดงการบวก 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูอาจแนะนําสัญลักษณ  ∑  ไปพรอมกับการสอน เรื่อง อนุกรมอนันต ไดเลย หากพิจารณา

แลววาสอดคลองกับแนวทางการจัดการเรียนรูท่ีปฏิบัติอยู 

• การเขียนแสดงการบวกดวยสัญลักษณ  ∑  อาจเขียนไดหลายรูปแบบ โดยดัชนีไมจําเปน 

ตองเริ่มจาก 1 เชน ในตัวอยางท่ี 51 นอกจากเขียนแสดง 2 3 4 52 4 6 8 10x x x x x+ + + +  

ไ ด เ ป น  
5

1
2 i

i
ix

=
∑  แล ว  อ า จ เ ขี ยน ได เ ป น แ บบ อ่ืน ท่ี ดั ช นี ไ ม เ ริ่ ม จ า ก  1 เ ช น 

( )
6

1

2
2 1 i

i
i x −

=

−∑  หรือ ( )
7

2

3
2 2 i

i
i x −

=

−∑  

• การจัดรูป 
( )( )

4
4 3 4 1i i− +

 ในตัวอยางท่ี 60 ทําไดดังนี ้

 ให  
( )( )

4
4 3 4 1 4 3 4 1

A B
i i i i

= +
− + − +

  นั่นคือ   ( ) ( )4 4 1 4 3A i B i= + + −  

 เม่ือ  3
4

i =   จะได  1A =   

 เม่ือ  1
4

i = −   จะได  1B = −  

 ดังนั้น  
( )( )

4 1 1
4 3 4 1 4 3 4 1i i i i

= −
− + − +

 

เรียกการจัดรูปโดยวิธีนี้วาการแยกเศษสวนยอย (Partial fraction decomposition)  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

การหาผลบวก n  พจนแรก และผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรมท่ีกําหนดใหในแบบฝกหัด 

1.4 ขอ 8  นั้น นักเรียนอาจจัดรูปอนุกรมท่ีกําหนดใหในทํานองเดียวกับตัวอยางท่ี 60  
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การประยุกตของลําดับและอนุกรม 

 

 
กิจกรรม : ออมกอนรวยกวา 

จุดมุงหมายของกิจกรรม  

กิจกรรมนี้ ใช เพ่ือใหนักเรียนฝกแกปญหาเก่ียวกับเงินรวมเม่ือสิ้นงวดท่ี n  ใน

สถานการณท่ีกําหนดให โดยใชความรูเก่ียวกับผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูอานสถานการณตอไปนี้ 

วิภาวีฝากเงิน 10,000 บาท เปนประจําทุกวันท่ี 1 ตุลาคม โดยเริ่มฝากครั้งแรก

เม่ือวันท่ี 1 ตุลาคม 2550 และธนาคารคิดดอกเบี้ยแบบทบตนรอยละ 2 ในวันท่ี 

30 กันยายน ของทุกป 

2. จากสถานการณในขอ 1 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 วิภาวีจะ

มีเงินตนรวมจากการฝากเงินท้ังหมดเทาใด 

 แนวคําตอบ 

เนื่องจาก วิภาวีเริ่มฝากเงินในวันท่ี 1 ตุลาคม 2550 และฝากเปนประจําทุกปใน 

วันท่ี 1 ตุลาคม จนกระท่ังถึงวันท่ี 30 กันยายน 2580 

นั่นคือ วิภาวีฝากเงินงวดสุดทายในวันท่ี 1 ตุลาคม 2579 

จะไดวา วิภาวีจะตองฝากเงินท้ังหมด 30 งวด  

ดังนั้น จํานวนเงินตนรวมของวิภาวี คือ 30 10,000 300,000× =  บาท 
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3. ครูใหนักเรียนอานสถานการณตอไปนี ้

วิภาวรรณเปนนองสาวฝาแฝดของวิภาวี วางแผนจะเริ่มฝากเงินจํานวนหนึ่งในวันท่ี  

1 ตุลาคม 2565 และจะฝากเงินจํานวนดังกลาวเปนประจําทุกป ในวันท่ี 1 ตุลาคม 

โดยธนาคารจะคิดดอกเบี้ยแบบทบตนรอยละ 2 ในวันท่ี 30 กันยายน ของทุกป  

4. จากสถานการณในขอ 3 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาวิภาวรรณตองฝากเงินปละเทาใด จึง

จะมีเงินตนรวม ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 เทากับเงินตนรวมของวิภาวีท่ีไดในขอ 2 

 แนวคําตอบ  

เนื่องจาก วิภาวรรณเริ่มฝากเงินในวันท่ี 1 ตุลาคม 2565 และฝากเปนประจําทุกป 

ในวันท่ี 1 ตุลาคม จนกระท่ังถึงวันท่ี 30 กันยายน 2580 

นั่นคือ วิภาวีฝากเงินงวดสุดทายในวันท่ี 1 ตุลาคม 2579 

จะไดวา วิภาวีจะตองฝากเงินท้ังหมด 15 งวด 

เนื่องจาก จํานวนเงินตนรวมของวิภาวี คือ 300,000 บาท 

ดังนั้น วิภาวรรณตองฝากเงินปละ 300,000 15 20,000÷ =  บาท 

5. จากขอ 1 – 4 ครูใหนักเรียนคาดการณวา ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 วิภาวีหรือวิภาวรรณ

จะมีเงินรวมมากกวา 

 แนวคําตอบ 

ในขอนี้นักเรียนอาจยังไมไดคําตอบท่ีถูกตอง แตครูควรสงเสริมใหนักเรียนให

เหตุผลประกอบคําตอบ เชน 

• วิภาวรรณจะมีเงินรวมมากกวา เนื่องจาก ในแตละปท่ีวิภาวรรณฝากเงินมากกวา

วิภาวี 2 เทา  

• วิภาวีจะมีเงินรวมมากกวา เนื่องจาก วิภาวีฝากเงินนานกวาและเปนการคิดดอกเบี้ย

แบบทบตน 

• ท้ังสองคนมีเงินรวมเทากัน เนื่องจากท้ังสองคนมีเงินตนเทากัน และธนาคารให

ดอกเบี้ยเทากัน 

  



      
   
   

   บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม  

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 41 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

6. จากขอ 1 และ 2 ครูใหนักเรียนหาเงินรวมของวิภาว ีณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

6.1 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินของวิภาว ี

 แนวคําตอบ 

 
6.2 จากขอ 6.1 จงเขียนอนุกรมแสดงเงินรวมของวิภาวี ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

พรอมท้ังระบุพจนท่ี 1 และอัตราสวนรวมของอนุกรมท่ีได 

 แนวคําตอบ 

อนุกรมแสดงเงินรวมท้ังหมดของวิภาวี ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 คือ 

( ) ( ) ( )2 3010000 1.02 10000 1.02 10000 1.02+ + +   

โดยอนุกรมนี้มีพจนท่ี 1 คือ ( )10,000 1.02  และอัตราสวนรวม คือ 1.02 

6.3 จากขอ 6.2 จงหาเงินรวมโดยประมาณของวิภาวี ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 โดย

ใชความรูเก่ียวกับผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

 แนวคําตอบ 

จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

  

จะได  
( )( ) ( )( )30

30

10,000 1.02 1 1.02
413,794.41

1 1.02
S

−
= ≈

−
  

ดังนั้น เงินรวมของวิภาวี ณ วนัท่ี 30 กันยายน 2580 คือ ประมาณ 

413,794.41 บาท 
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7. จากขอ 3 และ 4 ครูใหนักเรียนหาเงินรวมของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

7.1 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินของวิภาวรรณ 

 แนวคําตอบ 

 
7.2 จากขอ 7.1 จงเขียนอนุกรมแสดงเงินรวมของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

พรอมท้ังระบุพจนท่ี 1 และอัตราสวนรวมของอนุกรมท่ีได 

 แนวคําตอบ 

อนุกรมแสดงเงินรวมท้ังหมดของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 คือ 

( ) ( ) ( )2 1520000 1.02 20000 1.02 20000 1.02+ + +   

โดยอนุกรมนี้มีพจนท่ี 1 คือ ( )20,000 1.02  และอัตราสวนรวม คือ 1.02 

7.3 จากขอ 7.2 จงหาเงินรวมโดยประมาณของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 

โดยใชความรูเก่ียวกับผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 

 แนวคําตอบ 

จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

  

จะได  
( )( ) ( )( )15

15

20,000 1.02 1 1.02
352,785.71

1 1.02
S

−
= ≈

−
  

ดังนั้น เงินรวมของวิภาวรรณ ณ วันท่ี 30 กันยายน 2580 คือ ประมาณ  

352,785.71 บาท 
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8. จากขอ 6 และ 7 ครูใหนักเรียนพิจารณาวา วิภาวีหรือวิภาวรรณจะมีเงินมากกวากัน ณ 

วันท่ี 30 กันยายน 2580  

 แนวคําตอบ 

  วิภาวีจะมีเงินมากกวา 

9. จากขอ 6, 7 และ 8 ครูสรุปวาถึงแมวาวิภาวีและวิภาวรรณมีเงินตนเทากัน และธนาคาร

ใหดอกเบี้ยเทากัน แตเนื่องจากการใหดอกเบี้ยของธนาคารเปนแบบทบตน และวิภาวี

เริ่มตนฝากเงินในธนาคารกอนวิภาวรรณ (วิภาวีฝากเงินในธนาคารนานกวาวิภาวรรณ) 

จะไดวาจํานวนครั้งท่ีธนาคารคิดดอกเบี้ยใหกับเงินฝากของวิภาวีมากกวาวิภาวรรณ จึง

สงผลใหวิภาวีไดดอกเบี้ยจากธนาคารมากกวาวิภาวรรณ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน 

• ครูควรเปดโอกาสใหนักเรียนใชเครื่องคํานวณชวยในการคํานวณเพ่ือแกปญหาเก่ียวกับ

การประยุกตของลําดับและอนุกรม ท้ังนี้ ครูควรเนนกระบวนการหาคําตอบของนักเรียน

มากกวาคําตอบสุดทาย ซ่ึงคําตอบสุดทายของนักเรียนอาจประมาณเปนจํานวนเต็มหนวย

ก็ได โดยคํานึงถึงความสมเหตุสมผลของคําตอบ 

• การประยุกตของลําดับและอนุกรมในบทนี้จะมีตัวอยางท่ีเก่ียวของกับการเงิน ซ่ึงครูไม

ควรละเลยการสอนเนื้อหาดังกลาว เนื่องจากเปนเนื้อหาท่ีสอดคลองกับชีวิตจริง  

ในหัวขอการประยุกตของลําดับและอนุกรม r  จะแทนอัตราดอกเบี้ยแบบทบตนตอปซ่ึง

แตกตางจาก r  ท่ีเปนอัตราสวนรวมท่ีกลาวถึงในหัวขอลําดับเรขาคณิตหรืออนุกรม

เรขาคณิต 

• ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนเขียนแผนภาพประกอบการแกปญหาเก่ียวกับมูลคาปจจุบัน 

มูลคาอนาคต และคางวด 
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• ครูควรเนนย้ําใหนักเรียนเห็นความสําคัญของการตรวจสอบเง่ือนไขใหถูกตองกอนนํา

สูตรมาใชเสมอ เชน ในการกลาวถึงดอกเบี้ยทบตน (ตามทฤษฎีบท 9) มูลคาปจจุบัน 

และมูลคาอนาคตนั้น อัตราดอกเบี้ย %i  จะเปนอัตราดอกเบี้ยตอป แตในการกลาวถึง

คางวดนั้น %i  จะเปนอัตราดอกเบี้ยตองวด 

• “เม่ือสิ้นปท่ี n ” ตามทฤษฎีบท 9 มีความหมายเชนเดียวกับ “ครบ n  ป” ตามทฤษฎีบท 10 

• การกลาวถึงการรับหรือจายคางวดในโจทยในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร 

ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ตองมีขอมูลครบท้ัง 3 ประการ คือ รับหรือจายเทากันทุก

งวด รับหรือจายติดตอกันทุกงวด และรับหรือจายตอนตนงวดหรือสิ้นงวด 

• จากแผนภาพแสดงคางวดแตละงวดท่ีรับหรือจายตอนตนงวด จะไดวา “งวดท่ี” อยู

ระหวางตัวเลขท่ีอยูแถวบนสุดของแผนภาพ ดังรูป 
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และสําหรับแผนภาพแสดงคางวดแตละงวดท่ีรับหรือจายตอนสิ้นงวด จะไดวา “งวดท่ี” 

อยูระหวางตัวเลขท่ีอยูแถวบนสุดของแผนภาพเชนเดียวกัน ดังรูป 

 
• ตัวอยางสถานการณในชีวิตจริงท่ีเก่ียวกับคางวดท่ีจายหรือรับตอนตนงวด คือ การฝากเงิน

ในธนาคารแบบประจํา 24 เดือน และท่ีเก่ียวกับคางวดท่ีจายหรือหรือรับตอนสิ้นงวด 

คือ การผอนคาบาน อยางไรก็ตาม ครูไมควรยกตัวอยางการผอนคาบานใหนักเรียนหา

คําตอบ เนื่องจากบานมีราคาสูง และตองใชเวลาในการผอนหลายงวด จึงไมสะดวกใน

การเขียนแผนภาพและการหาคําตอบ 

• นักเรียนไมจําเปนตองจําสูตรการหาเงินรวมตอนตนงวดและสิ้นงวด เนื่องจากสามารถ

คํานวณหาเงินรวมตอนตนงวดและสิ้นงวดไดจากสูตรการหาผลบวกของอนุกรมเรขาคณิต 

• การหาคาประมาณของทศนิยมเพ่ือตอบคําถามของโจทยปญหาในหัวขอนี้ ตองพิจารณา

ความสอดคลองกับบริบทท่ีโจทยกําหนดดวย                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด 

• การหาคําตอบของแบบฝกหัด 1.5 ขอ 1  2) ซ่ึงตองมีการแกสมการ ( )1.04 3n =  นั้น 

อาจใชความรูเก่ียวกับสมบัติของลอการิทึมในการแกสมการเอกซโพเนนเชียล ซ่ึงทําได

ดังนี้ 

 จาก ( )1.04 n
 = 3 

 จะได n   = 1.04log 3    

  n   = log3
log1.04

  

  n   ≈   28.01 
 ดังนั้น จะตองฝากเงินครบ 29 ป จึงจะมีเงินเพ่ิมข้ึนอยางนอยสามเทาของเงินตน 

นอกจากนี้ นักเรียนอาจใชการหาคาประมาณของเลขยกกําลังท่ีมีเลขชี้กําลังเปนจํานวน

เต็มบวก ซ่ึงจะสังเกตไดวา ( )281.04 2.9987≈  และ ( )291.04 3.1187≈  แตเนื่องจาก 

n  แทนจํานวนปท่ีนอยท่ีสุดท่ีจะทําใหมีเงินเพ่ิมข้ึนเปนอยางนอยสามเทาของเงินตน 

ดังนั้น 29n =  จึงเปนคําตอบของโจทยปญหาขอนี ้

• การฝากเงินตามเง่ือนไขในแบบฝกหัด 1.5 ขอ 9 นั้น จะตองพิจารณาเงินท่ีฝากเม่ือสิ้น

ไตรมาสท่ี 4 ของปท่ี 4 ดวย 

• การหาพจนท่ีขาดหายไปของลําดับเลขคณิตหรือลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดใหใน

แบบฝกหัดทายบท ขอ 16 ตองตรวจสอบท้ังลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

เนื่องจากบางลําดับเปนท้ังลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 
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1.3 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด การให

นักเรียนทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของ

นักเรียน  ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอ

แบบฝกหัดท่ีครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม  

ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

การหาพจนในลําดับจากพจนท่ัวไปท่ีกําหนด 1.1.1 ขอ 1 – 3   

การหาพจนในลําดับเลขคณิตและพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต 1.1.2 ขอ 1 – 14 

 

การประยุกตของลําดับเลขคณิต 1.1.2 ขอ 15 – 16 

การหาพจนในลําดับเรขาคณิตและพจนท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต 1.1.3 ขอ 1 – 12  

การประยุกตของลําดับเรขาคณิต 1.1.3 ขอ 13 – 14  

การหาพจนในลําดับฮารมอนิกและการประยุกตของลําดับฮารมอนิก 1.1.4 ขอ 1 – 3  

การใชกราฟเพ่ือตรวจสอบการเปนลําดับลูเขา ลําดับลูออก และ

หาลิมิตของลําดับลูเขา 

1.2 ขอ 1 

การใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตของลําดับเพ่ือตรวจสอบการเปน

ลําดับลูเขา ลําดับลูออก และหาลิมิตของลําดับลูเขา 

1.2 ขอ 2 

การประยุกตของลิมิตของลําดับอนันต 1.2 ขอ 3 – 4  

การหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต 1.3.1 ขอ 1 – 4 
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เนื้อหา แบบฝกหัด 

การประยุกตของอนุกรมเลขคณิต 1.3.1 ขอ 5 – 10  

การหาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต 1.3.2 ขอ 1 – 3  

การประยุกตของอนุกรมเรขาคณิต 1.3.2 ขอ 4 – 10  

การหาลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม 1.3.3 ขอ 1 

การหาผลบวกของอนุกรม 1.3.3 ขอ 2 – 3  

การประยุกตของอนุกรมอนันต 1.3.3 ขอ 4 – 9  

การเขียนสัญลักษณแสดงการบวกและการหาผลบวกของอนุกรม

ท่ีเขียนอยูในรูปสัญลักษณแสดงการบวก 
1.4 ขอ 1 – 12  

การประยุกตของลําดับและอนุกรมเก่ียวกับดอกเบี้ยและมูลคา

ของเงิน 
1.5 ขอ 1 – 11  
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1.4 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 มีจุดมุงหมายวาเม่ือนักเรียน

ไดเรียนจบบทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 

2. หาลิมิตของลําดับอนันตโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 

3. ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก 

4. หาผลบวก n   พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 

5. หาผลบวกอนุกรมอนันต 

6. ระบุไดวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด

ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ

เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย ซ่ึงประกอบดวยโจทยฝกทักษะท่ีมีความนาสนใจและโจทย

ทาทาย  ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย

ของบทเพ่ือตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบบทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี ้

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต 1 1) – 4) 

 2  

 3  

 4  

 5  

 9  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาพจนตาง ๆ ของลําดับเลขคณิตและลําดับเรขาคณิต (ตอ) 10  

 11  

 12  

 13  

 16 1) – 4) 

 18  

2. หาลิมิตของลําดับอนันตโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 21 1) – 16) 

 22  

3. ระบุไดวาลําดับท่ีกําหนดใหเปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก 20 1) – 6) 

 23  

4. หาผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตและอนุกรมเรขาคณิต 24  

 25  

 26  

 27  

 31  

 32 1) – 3) 

 33  

 38 1) – 6) 

5. หาผลบวกอนุกรมอนันต 39 1) – 8) 

 40*  

 46 1) – 2) 

6. ระบุไดวาอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก 40*  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา 7  

 8 1) – 3) 

 14  

 15 1) – 2) 

 19  

 28 1) – 2) 

 29 1) – 6) 

 30  

 34  

 35 1) – 3) 

 36 1) – 4) 

 41  

 42  

 43  

 44  

 47 1) – 3) 

 48  

 49  

 50  

 51  

 52  

 53  

 54  

 55  
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

7. ใชความรูเก่ียวกับลําดับและอนุกรมในการแกปญหา (ตอ) 56  

 57  

 59  

 60  

ปญหาทาทาย 6  

 17  

 37 1) – 3) 

 45  

 46 3) 

 58  
 

หมายเหตุ 

 แบบฝกหัดทายบทขอ 40 สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียนมากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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1.5  ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 

ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูท่ีจะกลาวถึงในคูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม คือ การพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับลําดับและอนุกรมท่ีกลาวถึงแต

ไมไดแสดงการพิสูจนไวในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 

โดยจะแยงการนําเสนอเปน 2 สวน ไดแก 

สวนท่ี 1 ทฤษฎีบท บทนิยาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

โดยมีรายละเอียดในแตละสวนเปนดังนี้ 

สวนท่ี 1  ทฤษฎีบท บทนิยาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

• ทฤษฎีบท i (อสมการแบรนูลลี : Bernoulli’s Inequality) 

 สําหรับทุกจํานวนจริง x  ท่ี 1x > −  จะไดวา ( )1 1nx nx+ ≥ +  ทุกจํานวนเต็มบวก n   

• ทฤษฎีบท ii (สมบัติอารคิมีดิส : Archimedean Property) 

1.  สําหรับทุกจํานวนจริงบวก x  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี x n<  

2.  สําหรับทุกจํานวนจริงบวก x  จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 1 x
n
<  

• ทฤษฎีบท iii 

ให a  และ b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ 

1.  a b b a− = −   

2.  a b a b+ ≤ +    (อสมการสามเหลี่ยม : Triangle Inequality)  

3.  a b a b− ≤ +  

4.  a b a b− ≤ −  

• บทนิยาม iv 

ให nx  เปนลําดับของจํานวนจริง จะกลาววาลําดับ nx  ลูเขาสูจํานวนจริง x  เขียนแทนดวย

สัญลักษณ lim nn
x x

→∞
=  ถาสําหรับทุก 0ε >  จะมีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง nx x ε− <  

สําหรับทุก n N≥  
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• บทนิยาม v 

ลําดับ nx  เปนลําดับท่ีมีขอบเขต (bounded) ถามี 0M >  ท่ี nx M≤  สําหรับทุก

จํานวนเต็มบวก n  

• บทแทรก vi 

ลําดับ nx  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต (unbounded)  เม่ือสําหรับทุก 0M >   

จะมีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี nx M>   

• ทฤษฎีบท vii 

ทุกลําดับลูเขาเปนลําดับท่ีมีขอบเขต 

• บทแทรก viii 

ทุกลําดับท่ีไมมีขอบเขตเปนลําดับลูออก 

• ทฤษฎีบท ix 

ให A⊂   :f A→  เปนฟงกชันตอเนื่อง  ลําดับ nx  เปนลําดับบน A  และ x A∈   

ถา lim nn
x x

→∞
=  แลว ( ) ( ) ( )lim limn nn n

f x f x f x
→∞ →∞

= =  

• ทฤษฎีบท x (หลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร : Principal of Mathematical Induction) 

ให ( )P n  แทนประโยคเปดท่ีมีเอกภพสัมพัทธคือจํานวนเต็มบวก สมมติวา 

1. ( )1P  เปนจริง 

2.  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก k  ถา ( )P k  เปนจริง แลว ( )1P k +  เปนจริงดวย 

จะสรุปไดวา ( )P n  เปนจริง สําหรบัทุกจํานวนเต็มบวก n  
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สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

• ทฤษฎีบท 1 

ให r  เปนจํานวนจริงบวก จะไดวา  

1.  1lim 0rn n→∞
=   

2.  lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา 

พิสูจน 

1. จะแสดงวา 1lim 0rn n→∞
=  เม่ือ r  เปนจํานวนจรงิบวก 

ให r  เปนจํานวนจรงิบวก และ 0ε >  

จะไดวา 
1

0rε >  

โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ท่ี 
11 r

N
ε<  

ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

1 1 10
r r

r n Nn
ε   − = ≤ <   

   
 

นั่นคือ 1lim 0rn n→∞
=  

2. จะแสดงวา lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา โดยแสดงวา ลําดับ rn  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต  

ให r  เปนจํานวนจรงิบวก และ 0M >  

จะไดวา 
1

0rM >  

โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก n  ท่ี 
1
rM n<  

r rn n M= >  

 จะไดวา ลําดับ rn  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

 ดังนั้น lim r

n
n

→∞
 ไมมีคา 
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• ทฤษฎีบท 2 

ให r  เปนจํานวนจรงิบวก จะไดวา 

1.  ถา 1r <  แลว lim 0n

n
r

→∞
=  

2.  ถา 1r >  แลว lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา 

พิสูจน 

1. จะแสดงวา ถา 1r <  แลว lim 0n

n
r

→∞
=  

  ถา 0r =  จะไดวา lim lim 0 lim 0 0n n

n n n
r

→∞ →∞ →∞
= = =  

 ให r  เปนจํานวนจริงบวก ซ่ึง 0 1r< <  

 จะไดวา 1 1
r
>   หรือ 1 1 0

r
− >  

 จะมีจํานวนจริงบวก h  ซ่ึง  1 1h
r

= −  

 ดังนั้น  1
1

r
h

=
+

 

 จากอสมการแบรนูลลี จะไดวา ( )1 1nh nh+ ≥ +  ทุกจํานวนเต็มบวก n  

 ให 0ε >  

 เนื่องจาก 0h >  จะไดวา 0hε >  

 โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ท่ี 1 h
N

ε<  

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

1 1 1 10
1 1

n
nnr r

h nh nh Nh
ε − = = ≤ < ≤ < + + 

 

 นั่นคือ lim 0n

n
r

→∞
=  เม่ือ 0 1r< <  

2. จะแสดงวา ถา 1r >  แลว lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา โดยแสดงวา ลําดับ nr  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

 ให r  เปนจํานวนจริงบวก ซ่ึง 1r >  

 จะไดวา 1 0r − >  

 จะมีจํานวนจริงบวก a  ซ่ึง 1a r= −  

 ดังนั้น 1r a= +  
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จากอสมการแบรนูลลีจะไดวา ( )1 1n nr a na= + ≥ +  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  

 ให 0M >  

 โดยสมบัติอารคิมีดิส จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง MN
a

>  

 พิจารณา 1NNr r Na Na M= ≥ + > >  

 ดังนั้น ลําดับ nr  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

 โดยบทแทรก viii จะไดวา ลําดับ nr  เปนลําดับลูออก 

 นั่นคือ lim n

n
r

→∞
 ไมมีคา 

• ทฤษฎีบท 3 

ให , ,n n na b t  เปนลําดับของจํานวนจริง ,A B  เปนจํานวนจริง และ c  เปนคาคงตัวท่ีเปน

จํานวนจริง โดยท่ี lim nn
a A

→∞
=  และ lim nn

b B
→∞

=  จะไดวา 

1.   ถา nt c=  ทุกจํานวนเต็มบวก n  แลว lim limnn n
t c c

→∞ →∞
= =  

2.  lim limn nn n
ca c a cA

→∞ →∞
= =  

3.  ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
+ = + = +  

4.  ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
− = − = −  

5.  ( )lim lim limn n n nn n n
a b a b A B

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅ = ⋅  

6.  ถา 0nb ≠ ทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0B ≠  แลว 
lim

lim
lim

nn n
n n nn

aa A
b b B

→∞

→∞
→∞

= =  

พิสูจน 

1. ให c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง n  เปนจํานวนเต็มบวก และ 0ε >  

 จาก nt c=  ทุกจํานวนเต็มบวก n  

 จะไดวา  0nt c c c ε− = − = <  

 นั่นคือ lim limnn n
t c c

→∞ →∞
= =  
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2. ให c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง และ 0ε >  

 เนื่องจาก 0c ≥  

 ดังนั้น 1 0c + >  

 จะไดวา 0
1c

ε
>

+
 

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง 
1na A

c
ε

− <
+

 ทุก n N≥  

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

1n nca cA c a A c
c
ε ε− = ⋅ − < ⋅ <
+

 

 นั่นคือ lim limn nn n
ca cA c a

→∞ →∞
= =  

3. ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง 
2na A ε

− <  ทุก 1n N≥  

 และจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2nb B ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา   ( ) ( ) ( ) ( )n n n na b A B a A b B+ − + = − + −  

  n na A b B≤ − + −  

  
2 2
ε ε

< +  

  ε=  

 นั่นคือ ( )lim lim limn n n nn n n
a b A B a b

→∞ →∞ →∞
+ = + = +  

4. ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง 
2na A ε

− <  ทุก 1n N≥  
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 และจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2nb B ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา        ( ) ( ) ( ) ( )n n n na b A B a A b B− − − = − − −  

  n na A b B≤ − + −  

  
2 2
ε ε

< +  

  ε=  

 นั่นคือ ( )lim lim limn n n nn n n
a b A B a b

→∞ →∞ →∞
− = − = −  

5. ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
a A

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง ( )2 1na A
B
ε

− <
+

 ทุก 1n N≥  

 เนื่องจาก ลําดับ na  เปนลําดับลูเขา  

 โดยบทแทรก vii จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับท่ีมีขอบเขต 

 ดังนั้น จะมี 0M >  ซ่ึง na M<  ทุกจํานวนเต็มบวก n  

 เนื่องจาก lim nn
b B

→∞
=   

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2nb B

M
ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา                   ( )n n n n n na b AB a b a B a B AB− = + − + −  

 ( ) ( )n n n na b a B a B AB= − + −  

 n n n na b a B a B AB≤ − + −  
 n n na b B B a A= − + −  

 ( )2 2 1
M B

M B
ε ε

< ⋅ + ⋅
+

 

 ε<  

 นั่นคือ ( )lim lim limn n n nn n n
a b A B a b

→∞ →∞ →∞
⋅ = ⋅ = ⋅  
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6. ให 0nb ≠  ทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0B ≠  

 ตองการแสดงวา 1 1lim
n nb B→∞

=  

 เนื่องจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 1N  ซ่ึง 

  nb B−  <   
2
B

 ทุก 1n N≥  

  nB b−  ≤   nB b−   <   
2
B

 ทุก 1n N≥  

  nb  >  
2
B

B −  ทุก 1n N≥  

  nb  >   
2
B

 ทุก 1n N≥  

  1

nb
 <   2

B
 ทุก 1n N≥  

 ให 0ε >  

 เนื่องจาก lim nn
b B

→∞
=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก 2N  ซ่ึง 
2

2n
B

b B
ε

− <  ทุก 2n N≥  

 ให { }1 2max ,N N N=  และ n  เปนจํานวนเต็มบวก ท่ี n N≥  

 จะไดวา                      1 1 n

n n

B b
b B b B

−
− =  

                         1 1
n

n
b B

b B
= ⋅ ⋅ −    

  

2
2 1

2
B

B B
ε

< ⋅ ⋅    

  ε=  

 ดังนั้น 1 1lim
n nb B→∞

=  
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 จากบทพิสูจนกอนหนา จะไดวา 

   ( )1 1 1lim lim lim limn
n nn n n nn n n

a Aa a A
b b b B B→∞ →∞ →∞ →∞

   
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =   

   
 

นั่นคือ 
lim

lim
lim

nn n
n n nn

aa A
b B b

→∞

→∞
→∞

= =  เม่ือ 0B ≠  

• ทฤษฎีบท 4 

ให na  เปนลําดับซ่ึง 0na ≠  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  ถา 1lim 0
n na→∞

=  แลว  

ลําดับ na  เปนลําดับลูออก 

พิสูจน 

จะแสดงวา ถา 1lim 0
n na→∞

=  แลว ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

โดยแสดงวา ลําดับ na  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

ให na  เปนลําดับซ่ึง 0na ≠  สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  และ 0M >  

เนื่องจาก 1lim 0
n na→∞

=  

 จะไดวา มีจํานวนเต็มบวก N  ซ่ึง 

     1 10
na M
− <           สําหรับ n N≥  

  ดังนั้น        1 1

Na M
<  

          Na M>  

นั่นคือ ลําดับ na  เปนลําดับท่ีไมมีขอบเขต 

โดยบทแทรก viii จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก 
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• ทฤษฎีบท 5 

ให na  เปนลําดับของจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย L  เปนจํานวนจริง และ m  เปน 

จํานวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับสอง จะไดวา ถา lim nn
a L

→∞
=  แลว lim lim mm mn nn n

a a L
→∞ →∞

= =  

พิสูจน 

ให m  เปนจํานวนเต็ม ท่ี 2m ≥  และ { }: 0mf
+ ∪ →   โดยท่ี ( ) m

mf x x=   

สําหรับ { }0x +∈ ∪  

จะเห็นวา mf  มีความตอเนื่องบน { }0+ ∪  

สมมติให lim nn
a L

→∞
=  

เนื่องจาก mf  ตอเนื่องบน { }0+ ∪  ลําดับ na  เปนลําดับบน  และ { }0L +∈ ∪  

โดยทฤษฎีบท ix จะไดวา ( ) ( ) ( )lim limm n m n mn n
f a f a f L

→∞ →∞
= =  

ดังนั้น lim lim mm mn nn n
a a L

→∞ →∞
= =  

หมายเหตุ  สําหรับจํานวนเต็ม m  ท่ี 2m ≥  ฟงกชัน { }: 0mf
+ ∪ →   นิยามโดย 

( ) m
mf x x=  สําหรับ { }0x +∈ ∪  จะมีความตอเนื่อง สามารถพิสูจนไดในแคลคูลัส 

• ทฤษฎีบท 6 

กําหนดใหอนุกรมเรขาคณิตมี 1a  เปนพจนแรก และ r  เปนอัตราสวนรวม 

1.  ถา 1r <  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรมนี้เทากับ 1

1
a

r−
 

2.  ถา 1r ≥  แลว อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

พิสูจน 

1.  จะแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และลูเขาสูคา 1

1
a

r−
 เม่ือ 1r <   

 สมมติให 1r <  

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก  

  

{ }0+ ∪
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 พิจารณาผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ จะไดวา 

                              nS  = 
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

 เนื่องจาก 1r <  โดยทฤษฎีบท 2 จะไดวา lim 0n

n
r

→∞
=   

 ดังนั้น ( )lim 1 lim 1 lim 1n n

n n n
r r

→∞ →∞ →∞
− = − =  

 ฉะนั้น 
( ) ( )1 1 1
1

lim lim lim 1
1 1 1

n
n

nn n n

a r a aS r
r r r→∞ →∞ →∞

−
= = ⋅ − =

− − −
 

 นั่นคือ อนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และลูเขาสูคา 1

1
a

r−
 เม่ือ 1r <  

2. จะแสดงวาอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูออก เม่ือ 1r ≥  โดยการพิสูจน 

 หาขอขัดแยง 

 ให 1r ≥   

 สมมติวาอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา 

 ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยเปนลําดับลูเขา 

 ให n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 จะแยกพิจารณา r  เปน 2 กรณี ดังนี้ 

 กรณี 1 1r =  

 จาก 1r =  จะไดวา 1
1 1

1 1

n

n n

a r a
∞ ∞

−

= =

=∑ ∑  

 และมีลําดับของผลบวกยอย คือ 1 1 1 1,2 ,3 , , ,a a a na    

 เนื่องจาก 1lim
n

na
→∞

 ไมมีคา 

 ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยเปนลําดับลูออก  

 จะไดวา 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูออก ซ่ึงขัดแยงกับท่ีกําหนด 
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 กรณี 2 1r ≥  โดยท่ี 1r ≠  

  พิจารณาผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ จะไดวา 

                              nS   = 
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

จากอนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา 

ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยเปนลําดับลูเขา 

นั่นคือ จะมีจํานวนจริง S  ท่ี lim nn
S S

→∞
=  

ดังนั้น       S  = lim nn
S

→∞

( )1 1
lim

1

n

n

a r

r→∞

−
=

−
( )1 lim 1

1
n

n

a r
r →∞

= ⋅ −
−

    ----- (*) 

จาก 1r ≥  โดยท่ี 1r ≠  จะแยกพิจารณาออกเปน 2 กรณียอย ดังนี้ 

กรณียอย 1 1r >  

พิจารณาเม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 

จาก 1r >  จะไดวา nr  จะมีคามากข้ึนและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น nr−  จะมีคาลดลงและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง  

จะไดวา 1 nr−  จะมีคาลดลงและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น ( )lim 1 n

n
r

→∞
−  ไมมีคา ซ่ึงขัดแยงกับ (*) 

กรณียอย 2 1r ≤  

พิจารณาเม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด 

จาก 1r ≤  จะไดวา nr  จะมีคาแกวงกวัดและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น nr−  จะมีคาแกวงกวัดและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง  

จะไดวา 1 nr−  จะมีคาแกวงกวัดและไมเขาใกลจํานวนจริงใดจํานวนหนึ่ง 

ดังนั้น ( )lim 1 n

n
r

→∞
−  ไมมีคา ซ่ึงขัดแยงกับ (*) 

จากท้ัง 2 กรณี สรุปไดวา อนุกรมเรขาคณิต 1
1

1

n

n

a r
∞

−

=
∑  เปนอนุกรมลูออก เม่ือ 1r ≥  

หมายเหตุ  คําวา “มีคาแกวงกวัด” ในท่ีนี้หมายความวา มีคาเปนจํานวนจริงลบและ

จํานวนจริงบวกสลับกัน หรือจํานวนจริงบวกและจํานวนจริงลบสลับกัน 
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• ทฤษฎีบท 7 

ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

1. 
1

n

i

c nc
=

=∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

2. 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

3. ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

4. ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

พิสูจน 

1. ให ( )P n  แทน 
1

n

i

c nc
=

=∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก 
1

1

1
i

c c c
=

= = ⋅∑   

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
1

k

i

c kc
=

=∑  

 พิจารณา    
1

1

k

i

c
+

=
∑  

1

k

i

c c
=

= +∑  

  kc c= +  
  ( )1k c= + ⋅  

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
1

n

i

c nc
=

=∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 
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2. ให ( )P n  แทน 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก 
1 1

1
1 1

i i
i i

ca ca c a
= =

= = ⋅∑ ∑  

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
1 1

k k

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  

 พิจารณา 
1

1

k

i
i

ca
+

=
∑  1

1

k

i k
i

ca ca +
=

= +∑  

   1
1

k

i k
i

c a ca +
=

= +∑  

   1
1

k

i k
i

c a a +
=

 
= + 

 
∑  

   
1

1

k

i
i

c a
+

=

= ∑  

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
1 1

n n

i i
i i

ca c a
= =

=∑ ∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

3. ให ( )P n  แทน ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )
1 1 1

1 1
1 1 1

i i i i
i i i

a b a b a b
= = =

+ = + = +∑ ∑ ∑   

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ ( )
1 1 1

k k k

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  
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 พิจารณา    ( )
1

1

k

i i
i

a b
+

=

+∑ ( ) ( )1 1
1

k

i i k k
i

a b a b+ +
=

= + + +∑  

     ( )1 1
1 1

k k

i i k k
i i

a b a b+ +
= =

 
= + + + 
 
∑ ∑  

     1 1
1 1

k k

i k i k
i i

a a b b+ +
= =

   
= + + +   
   
∑ ∑  

     
1 1

1 1

k k

i i
i i

a b
+ +

= =

= +∑ ∑  

ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑ ∑  ทุก n  ท่ีเปน

จํานวนเต็มบวกใด ๆ 

4. ให ( )P n  แทน ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )
1 1 1

1 1
1 1 1

i i i i
i i i

a b a b a b
= = =

− = − = −∑ ∑ ∑   

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ ( )
1 1 1

k k k

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

 เนื่องจาก   ( )
1

1

k

i i
i

a b
+

=

−∑ ( ) ( )1 1
1

k

i i k k
i

a b a b+ +
=

= − + −∑  

     ( )1 1
1 1

k k

i i k k
i i

a b a b+ +
= =

 
= − + − 
 
∑ ∑  

     1 1
1 1

k k

i k i k
i i

a a b b+ +
= =

   
= + − +   
   
∑ ∑  

     
1 1

1 1

k k

i i
i i

a b
+ +

= =

= −∑ ∑  

 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 



     
     
     

 บทท่ี 1 | ลําดับและอนุกรม   
 

68 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

− = −∑ ∑ ∑  ทุก n  ท่ีเปน

จํานวนเต็มบวกใด ๆ 

• ทฤษฎีบท 8 

ให n  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ จะไดวา 

1.  
( )

1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑   

2.  
( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑  

3.  ( ) 22
3

1 1

1
2

n n

i i

n n
i i

= =

  + 
= =   
   

∑ ∑  

พิสูจน 

1.  ให ( )P n  แทน 
( )

1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )1

1

1 1 1
1

2i

i
=

+
= =∑  

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
( )

1

1
2

k

i

k k
i

=

+
=∑  

 พิจารณา  
1

1

k

i

i
+

=
∑  ( )

1

1
k

i

i k
=

= + +∑  

   ( ) ( )1
1

2
k k

k
+

= + +  

   ( )1 1
2
kk  = + + 

 
 

   ( )( )1 2
2

k k+ +
=  

   
( ) ( )( )1 1 1

2
k k+ + +

=  
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 ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

 โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
( )

1

1
2

n

i

n n
i

=

+
=∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 

2.  ให ( )P n  แทน 
( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( )( )1
2 2

1

1 1 1 2 1 1
1 1

6i

i
=

+ ⋅ +
= = =∑  

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ 
( )( )2

1

1 2 1
6

k

i

k k k
i

=

+ +
=∑  

 พิจารณา  
1

2

1

k

i

i
+

=
∑  ( )22

1

1
k

i

i k
=

= + +∑  

   ( )( ) ( )21 2 1
1

6
k k k

k
+ +

= + +  

   ( ) ( ) ( )2 1
1 1

6
k k

k k
 + 

= + + + 
 

 

   
( )( )21 2 6 6

6

k k k k+ + + +
=  

   
( )( )21 2 7 6

6

k k k+ + +
=  

   ( )( )( )1 2 2 3
6

k k k+ + +
=  

   
( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 2 1 1

6
k k k+ + + + +

=  

ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา 
( )( )2

1

1 2 1
6

n

i

n n n
i

=

+ +
=∑   ทุก n  ท่ีเปน 

จํานวนเต็มบวกใด ๆ 
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3.  ให ( )P n  แทน ( ) 2
3

1

1
2

n

i

n n
i

=

 + 
=  
 

∑  

 พิจารณา ( )1P  

 เนื่องจาก ( ) 21
3 3

1

1 1 1
1 1

2i

i
=

 + 
= = =  

 
∑  

 ดังนั้น ( )1P  เปนจริง 

 ให k  เปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ  

 สมมติให ( )P k  เปนจริง นั่นคือ ( ) 2
3

1

1
2

k

i

k k
i

=

 + 
=  
 

∑  

 พิจารณา  
1

3

1

k

i

i
+

=
∑  ( )33

1

1
k

i

i k
=

= + +∑  

   ( ) ( )
2

31
1

2
k k

k
 + 

= + + 
 

 

   ( ) ( )
2

2
21 1

2
kk k

 
= + + + 

 
 

   
( ) ( )2 2

2

1 4 4

2

k k k+ + +
=  

   
( ) ( )2 2

2

1 2
2

k k+ +
=  

   
( )( ) 21 2

2
k k + + 

=  
 

 

   
( ) ( )( ) 2

1 1 1
2

k k + + +
=   

 
 

ดังนั้น ( )1P k +  เปนจริง 

โดยหลักอุปนัยคณิตศาสตร จะไดวา ( ) 2
3

1

1
2

n

i

n n
i

=

 + 
=  
 

∑  ทุก n  ท่ีเปนจํานวนเต็มบวกใด ๆ 
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1.6 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู 

ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จงหาพจนท่ี 20 ของลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนท่ี 3 และพจนท่ี 17 เปน 12 และ 40 ตามลําดับ  

2. จงหาอัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนท่ี 2 เปน  2
3

 และพจนท่ี 7 เปน 2
27

−   

3. จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว แตหารดวย 6 ไมลงตัว มีท้ังหมด 

ก่ีจํานวน  

4. จงหาวา ( )92−−   เปนพจนท่ีเทาใดของลําดับเรขาคณิตท่ีมี 2 6
14,
4

a a= =   

5. จงพิจารณาวาลําดับในแตละขอตอไปนี้เปนลําดับลูเขาหรือลําดับลูออก ถาเปนลําดับลูเขา 

จงหาลิมิต 

1) 
2

2

1
2 3n

na
n

−
=

+
 2) 

2

3 2

7
2n
n na

n n
− +

=
+

 

3) 12
2

n

na  = − − 
 

 4) ( )1 1 n
na = + −   

6. ให na  เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนท่ี 8 เปน 50 และมีผลบวกหาพจนแรกเปน 50  

จงหาผลตางรวมของลําดับเลขคณิตนี้  

7. ให na  เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนท่ี 5 เปน 2 และมีอัตราสวนรวมเปน 1
2

−  จงหาผลบวก 

5 พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้  

8. จงหาผลบวกของจํานวนนับไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว  

9. ลําดับเรขาคณิตหนึ่งมี 9 513S =  และ 10 1,026S =  จงหาพจนท่ี 10 ของลําดับเรขาคณิตนี้  

10. จงเขียนทศนิยมซํ้า 0.249
•

 ใหอยูในรูปเศษสวน โดยใชความรูเรื่องอนุกรมอนันต 
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11. จงพิจารณาวาอนุกรมในแตละขอตอไปนี้เปนอนุกรมลูเขาหรืออนุกรมลูออก ถาเปนอนุกรม

ลูเขา จงหาผลบวกของอนุกรม 

 1) 4 8 16 32 4 2
3 9 27 81 3 3

n
     + − + + − + + − +     
     

     

 2) 2

1 1 1 1
3 15 35 4 1n
+ + + + +

−
    

12. จงหาผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรม ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 3 3 1 1n n− + − + − + + − +    

13. โรงละครแหงหนึ่งจัดเกาอ้ีเปนแถวสําหรับผูเขาชม โดยแถว A มี 8 ท่ีนั่ง และแถวตอไปจะ

เพ่ิมจํานวนเกาอ้ีจากแถวกอนหนา 3 ตัวเสมอ ถาโรงละครนี้มีท่ีนั่งตั้งแตแถว A ถึง Z จงหา

วาโรงละครแหงนี้สามารถจุผูชมไดท้ังหมดก่ีคน 

14. นิวฝากเงิน 10,000 บาท กับสถาบันการเงินแหงหนึ่งท่ีใหอัตราดอกเบี้ย 2% ตอป โดยคิด

ดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน จงหาเงินรวมของนิวเม่ือฝากเงินครบ 2 ป โดยท่ีไมมีการ

ฝากและถอนเงินในระหวางนี ้

15. นิดตองการฝากเงินกับสถาบันการเงินแหงหนึ่งซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 2% ตอป โดยคิด

ดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน ถานิดตองการใหมีเงินในบัญชีประมาณ 10,000 บาท เม่ือ

สิ้นสุดปท่ี 3 นิดควรฝากเงินกับสถาบันการเงินแหงนี้อยางนอยก่ีบาท 

16. กุกไกซ้ือโทรศัพทมือถือราคา 12,000 บาท โดยจายเงินในวันท่ีตัดสินใจซ้ือโทรศัพทมือถือ 

2,000 บาท และผอนชําระสวนท่ีเหลือเปนจํานวนเงินเทากันทุกเดือน เปนเวลา 6 เดือน โดย

ผอนชําระทุกสิ้นเดือน ถาอัตราดอกเบี้ยผอนชําระเปน 12% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบ

ตนทุกเดือนแลว กุกไกจะตองผอนชําระประมาณเดือนละเทาใด 

เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จาก  3 1712, 40a a= =  และ ( )1 1na a n d= + −                 

 จะได              12 = ( )1 3 1a d+ −   

 นั่นคือ             12 = 1 2a d+     ----- (1) 

 และ               40 = ( )1 17 1a d+ −  

 นั่นคือ             40 = 1 16a d+     ----- (2) 
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 จาก (1) และ (2) จะได 2d =  และ 1 8a =   

 ดังนั้น  ( )( ) ( )( )20 8 20 1 2 8 19 2 8 38 46a = + − = + = + =   

 นั่นคือ พจนท่ี 20 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 46 

2. จาก  2 7
2 2,

273
a a= = −   และ 1

1
n

na a r −=    

 จะได            2
3

 = 2 1
1a r −   

 นั่นคือ           2
3

 = 1a r    ----- (1) 

 และ           2
27

−  = 7 1
1a r −  

 นั่นคือ         2
27

−  = 6
1a r    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะได 1 3
33

r = − = −   

 ดังนั้น อัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 3
3

−  

3. จํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว คือ 303 

 จํานวนเต็มบวกท่ีมากท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว คือ 447 

 จะไดวา ลําดับของจํานวนนับท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว คือ  

 303, 306, 309, …, 447 เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 303 ผลตางรวมเปน 3 และ 

 พจนท่ี n  เปน 447 

 จาก               na   = ( )1 1a n d+ −   

 จะได            447 = ( )( )303 1 3n+ −   

                        149 = ( )101 1n+ −   
                      1n −   = 149 101−   
                           n  = 48 1+   
                           n  = 49   
 ดังนั้น จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว มีท้ังหมด 49 จํานวน 
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 จํานวนเต็มบวกท่ีนอยท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว คือ 306 

 จํานวนเต็มบวกท่ีมากท่ีสุดท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว คือ 444 

 จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว เปนลําดับ 

เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 306 ผลตางรวมเปน 6 และพจนท่ี n  เปน 444 

 จาก               na   = ( )1 1a n d+ −   

 จะได            444 = ( )( )306 1 6n+ −   

                          74 = ( )51 1n+ −   
                      1n −   = 74 51−   
                           n  = 23 1+   
                           n  = 24   
 ดังนั้น จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 6 ลงตัว มีท้ังหมด 24 จํานวน 

 นั่นคือ จํานวนเต็มบวกท่ีอยูระหวาง 301 กับ 450 ท่ีหารดวย 3 ลงตัว แตหารดวย 6 ไมลงตัว 

มีท้ังหมด 49 24 25− =  จํานวน 

4. จาก               na   = 1
1

na r −   

 จะได               4  = 2 1
1a r −   

 นั่นคือ              4  = 1a r    ----- (1) 

 และ                1
4

  = 6 1
1a r −  

 นั่นคือ              1
4

 = 5
1a r    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะได 1
2

r =  หรือ 1
2

r = −  

 กรณี 1
2

r =  จะได 1 8a =  

 ให ( )92−−  เปนพจนท่ี n  ของลําดับเรขาคณิตนี้ 

 จะได         ( )92−−  = 
118

2

n−
 
 
 

  

                     
11

2

n−
 
 
 

 = 
9

1
2
8

 − 
    

                     
11

2

n−
 
 
 

 = 9 3

1 1
2 2

  −  
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11

2

n−
 
 
 

 = 12

1
2

 − 
 

  

                     
11

2

n−
 
 
 

 = 
121

2
 − 
 

  

 ดังนั้น ไมมีจํานวนจริงใดท่ีทําใหสมการนี้เปนจริง 

 กรณี 1
2

r = −  จะได 1 8a = −  

 ให ( )92−−  เปนพจนท่ี n  ของลําดับเรขาคณิตนี้ 

 จะได         ( )92−−  = ( )
118

2

n−
 − − 
 

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 
9

1
2
8

 − 
 
−

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 9 3

1 1
2 2

  
  
  

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 12

1
2

  

                  
11

2

n−
 − 
 

 = 
121

2
 − 
 

  

 นั่นคือ        1n −   = 12 

 จะได              n   = 13 

 ดังนั้น ( )92−−  เปนพจนท่ี 13 ของลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให 

5. 1) พิจารณา 
2

2

1lim
2 3n

n
n→∞

 −
 + 

  = 

2
2

2
2

1 1
lim

2 3
n

n
n

n
n

→∞

 − 
 
 + 
 

 

    = 
2

2

1 1
lim 2 3
n

n

n
→∞

−

+
 

    = 
2

2

1lim lim1

2lim lim3

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

−

+
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    = 1
3

−    

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา มีลิมิตเปน 1
3

−   

 2) พิจารณา 
2

3 2

7lim
2n

n n
n n→∞

 − +
 + 

  = 

3
2 3

3

1 1 7

lim
12

n

n
n n n

n
n

→∞

 − + 
 

 + 
 

 

    = 
2 3

1 1 7lim lim lim

1lim 2 lim

n n n

n n

n n n

n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

− +

+
 

    = 0
2

 

    = 0   
  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา มีลิมิตเปน 0 

 3) พิจารณา 1lim 2
2

n

n→∞

  − −     
  = 1lim 2 lim

2

n

n n→∞ →∞

 − − 
 

 

    = 2 0−   
    = 2 
  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา มีลิมิตเปน 2 

 4) จากพจนท่ี n  ของลําดับ คือ  ( )1 1 n
na = + −   

  จะไดลําดับ na  คือ  0, 2, 0, 2,   

  นั่นคือ เม่ือ n  เปนจํานวนค่ี พจนท่ี n  ของลําดับ na  เปน 0  และเม่ือ n  เปนจํานวนคู  

  พจนท่ี n  ของลําดับ na  เปน 2 

  จะไดวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด พจนท่ี n  ของลําดับนี้ จึงไมเขาใกลจํานวนใด 

  จํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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6. จาก  8 50a =   และ  ( )1 1na a n d= + −   

 จะได        50 = ( )1 8 1a d+ −   

 นั่นคือ       50 = 1 7a d+    ----- (1) 

 จาก  5 50S =  _และ  ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −  

 จะได        50 = ( )( )1
5 2 5 1
2

a d+ −  

 นั่นคือ      10 = 1 2a d+    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2) จะได 8d =   

 ดังนั้น ผลตางรวมของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 8 

7. จาก  5
12,
2

a r= = −  และ 1
1

n
na a r −=  

 จะได          2 = 
5 1

1
1
2

a
−

 − 
 

  

       2 = 
4

1
1
2

a  − 
 

  

        2 = 1
1

16
a  
 
 

  

 นั่นคือ     1a   = 32 

 จาก     nS   = 
( )1 1
1

na r
r
−

−
  

 จะได     5S  = 

5132 1
2

11
2

  − −     
 − − 
 

  

   =  

132 1
32

3
2

 + 
   

   = 33 232
32 3

 × × 
 

  

   = 22 
 ดังนั้น ผลบวก 5 พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 22 
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8. จํานวนนับท่ีนอยท่ีสุดท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว คือ 4 

 จํานวนนับท่ีมากท่ีสุดท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว คือ 200 

 จะไดวา ลําดับของจํานวนนับท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว คือ 4, 8, 12, …, 200 ซ่ึงเปน

ลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 4, 4a d= =  และ 200na =   

 จาก     na   = ( )1 1a n d+ −   

 จะได      200 = ( )( )4 1 4n+ −   

       50 = ( )1 1n+ −   
        n   = 50 
 พิจารณาผลบวกของจํานวนนับท่ีไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว โดยพิจารณา 50S   

 จาก         nS   = ( )12 n
n a a+   

 จะได        50S   = ( )50 4 200
2

+   

       50S  = 5,100  

 ดังนั้น ผลบวกของจํานวนนับไมเกิน 200 ท่ีหารดวย 4 ลงตัว เทากับ 5,100 

9. เนื่องจาก   9S   = 1 2 3 9a a a a+ + + +   

 และ         10S  = 1 2 3 9 10a a a a a+ + + + +  

 จะได        10a   = 10 9S S−   
   = 1,026 513−   
   = 513   
 ดังนั้น พจนท่ี 10 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 513 

10. จาก 0.249  = 0.24999   
   = 0.24 0.009 0.0009 0.00009+ + + +   

   = 24 9 9 9
100 1,000 10,000 100,000

+ + + +   

 จะไดวา 9 9 9
1,000 10,000 100,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9

1,000
a =  และ 1

10
r =   
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 เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

 คือ 1

9
11,000

11 1001
10

a
r
= =

− −
 

 จะไดวา  24 1 25 10.249
100 100 100 4

= + = =  

11. 1) 4 8 16 32 4 2
3 9 27 81 3 3

n
     + − + + − + + − +     
     

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

  1
4
3

a =  และ 2
3

r = −  

       เนื่องจาก  2 1
3

r = − <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

4
3

21
3

 − − 
 

 =  4
5

 

 2) สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะไดวา 
( )( )2

1 1 1 1 1
4 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1k k k k k

 = = − − − + − + 
  

  เขียนผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมไดดังนี้ 

                         nS   = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 3 2 3 5 2 5 7 2 2 1 2 1n n
       − + − + − + + −       − +       


  

    = 1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 3 5 5 7 2 1 2 1n n
        − + − + − + + −        − +        

  

    = 1 11
2 2 1n
 − + 

  

  พิจารณา   lim nn
S

→∞
 = 1 1lim 1

2 2 1n n→∞

  −  +  
  

    = 1 1lim 1
2 2 1n n→∞

 − + 
 

    = 1 1lim1 lim
2 2 1n n n→∞ →∞

  −  +  
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    = 

1
1 lim1 lim

12 2
n n

n
n

n
n

→∞ →∞

   
      −
   +      

 

    = 

1
1 lim1 lim 12 2

n n

n

n
→∞ →∞

  
  

−  
  +   

 

    = 

1lim1 lim1
12 lim 2

n

n

n

n

n

→∞

→∞

→∞

 
 
 −

  +    

 

    = 

1lim1 lim1 12 lim 2 lim

n

n

n n

n

n

→∞

→∞

→∞ →∞

 
 

− 
 +
 

 

    = 1 01
2 2 0
 − + 

  

    = 1
2

  

  ดังนั้น อนุกรม 2

1 1 1 1
3 15 35 4 1n
+ + + + +

−
   เปนอนุกรมลูเขา มีผลบวกของ 

  อนุกรมเทากับ 1
2

   

12. จาก  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2

1 1
1 1 1 2 2 1 3 3 1 1 1

n n
n n n n n n

∞ ∞

= =

− + − + − + + − + = − = −∑ ∑   

 จะได ผลบวก 20 พจนแรกของอนกุรมนี้ คือ  

                  20S   = ( )
20

2

1n
n n

=

−∑  

   = 
20 20

2

1 1n n
n n

= =

−∑ ∑  

   = 
( ) ( )( ) ( )20 20 1 2 20 1 20 20 1

6 2
+ + +

−   

   = 20 21 41 20 21
6 2

× × ×
−   

   = ( ) ( )10 7 41 10 7 3× × − × ×   
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   = ( )( )10 7 41 3× −   
   = 70 38×   
   = 2,660 
 ดังนั้น ผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรม ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 1 3 3 1 1n n− + − + − + + − +   

เทากับ 2,660 

13. ลําดับของจํานวนเกาอ้ีแตละแถวในโรงละครจากแถว A ถึง Z คือ 8, 11, 14, , na   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 8, 3a d= =  และ 26n =   

 ดังนั้น จํานวนเกาอ้ีท้ังหมดในโรงละครแหงนี้ คือ 26S   

 จาก                  nS   = ( )( )12 1
2
n a n d+ −   

 จะได              26S  =  ( ) ( )( )( )26 2 8 26 1 3
2

+ −  

   = ( )13 16 75+  
   = 13 91×   
   = 1,183 
 ดังนั้น โรงละครแหงนี้สามารถจุผูชมไดท้ังหมด 1,183 คน 

14. ให 10000, 2, 2P i k= = =  และ 2n =  จะได 
2 0.02

100
r = =  

 จะได จํานวนเงินรวมของนิวเม่ือฝากเงินครบ 2 ป คือ 
40.0210,000 1

2
 + 
 

 หรือประมาณ 

10,406.04 บาท 

 ดังนั้น เงินรวมของนิวเม่ือฝากเงินครบ 2 ป โดยท่ีไมมีการฝากและถอนเงินในระหวางนี้ 

ประมาณ 10,406.04 บาท 

15. ให  10000, 2, 2S i k= = =  และ 3n =  จะได 
2 0.02

100
r = =  

 จะได มูลคาปจจุบันของเงินรวม 10,000 บาท คือ 

                  P   = 
( )( )2 30.0210,000 1

2

−
 + 
 

 ≈   9,420.45 

 ดังนั้น นิดควรนําเงินไปฝากอยางนอย 9,420.45 บาท 
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16. ให  R   แทนคางวดท่ีกุกไกตองผอนชําระทุกสิ้นเดือน 

 และ  12 1
12

i = =  จะได 
1 0.01

100
r = =   

 เนื่องจากกุกไกจายเงินในวันท่ีตัดสินใจซ้ือโทรศัพทมือถือ 2,000 บาท ทําใหเหลือเงินท่ีตองชําระ

อีก 12,000 – 2,000 = 10,000 บาท โดยกุกไกจะตองผอนชําระทุกสิ้นเดือนเปนเวลา 6 เดือน  

 เขียนแผนภาพแสดงมูลคาปจจุบันของเงินผอนแตละงวดไดดังนี ้

 
 จากแผนภาพ จะได มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1, 2, 3, …, 6 คือ 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 61.01 , 1.01 , 1.01 , ..., 1.01R R R R− − − −  ตามลําดับ 

 นั่นคือ ผลรวมของมูลคาปจจุบันของเงินผอนท้ัง 6 งวด คือ  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 61.01 1.01 1.01 1.01R R R R− − − −+ + + +  

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 6 พจน โดยพจนแรก คือ ( ) 11.01R −  และอัตราสวนรวม คือ ( ) 11.01 −   

 ดังนั้น ผลรวมของมูลคาปจจุบันของเงินผอนท้ัง 6 งวด คือ 
( ) ( )( )

( )

1 6

1

1.01 1 1.01

1 1.01

R − −

−

−

−
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 จาก กุกไกเหลือเงินท่ีตองชําระอีก 10,000 บาท จะไดวา 

           10,000 = 
( ) ( )( )

( )

1 6

1

1.01 1 1.01

1 1.01

R − −

−

−

−
 

                     R   = 
( )( )

( ) ( )( )
1

1 6

10,000 1 1.01

1.01 1 1.01

−

− −

−

−
 

                     R   ≈   1,725.48 
 ดังนั้น กุกไกจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 1,725.48 บาท 
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บทท่ี 2  

แคลคูลัสเบ้ืองตน 

แคลคูลัสเปนสาระการเรียนรูท่ีสามารถบูรณาการรวมกับศาสตรอ่ืน ๆ อยางแพรหลาย เชน ฟสิกส 

แพทยศาสตร ภูมิศาสตร เพ่ือศึกษาและสรางแบบจําลองคณิตศาสตรท่ีเก่ียวกับการเปลี่ยนแปลงท่ี

พบในชีวิตจริง เชน การเปลี่ยนแปลงความเร็วในการเคลื่อนท่ีของวัตถุ การศึกษาการแพรกระจาย

ของโรคติดเชื้อ การสรางแบบจําลองคณิตศาสตรเพ่ือทํานายการไหลของมวลน้ําเม่ือเกิดอุทกภัย 

ซ่ึงในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 บทท่ี 2 แคลคูลัส

เบื้องตน ไดนําเสนอเนื้อหา เรื่อง ลิมิตของฟงกชันและทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิตของฟงกชัน ความ

ตอเนื่องของฟงกชัน และความตอเนื่องบนชวง อนุพันธของฟงกชัน การหาอนุพันธของฟงกชันโดย

ใชสูตร อนุพันธของฟงกชันประกอบ เสนสัมผัสเสนโคง อนุพันธอันดับสูง การประยุกตของ

อนุพันธ ปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต ปริพันธจํากัดเขต และพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง 

ในบทเรียนนี้มุงเนนใหนักเรียนบรรลุผลการเรียนรูตามสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม และบรรลุ

จุดมุงหมายดังตอไปนี ้

 
ผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

ผลการเรียนรู 

• ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชัน 

ท่ีกําหนดให 

• หาอนุพันธของฟงกชันพีชคณิต 

ท่ีกําหนดให และนําไปใชแกปญหา 

• หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขต

ของฟงกชันพีชคณิตท่ีกําหนดให และ

นําไปใชแกปญหา 

สาระการเรียนรูเพ่ิมเติม 

• ลิมิตและความตอเนื่องของฟงกชัน 

• อนุพันธของฟงกชันพีชคณิต 

• ปริพันธของฟงกชันพีชคณิต 
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จุดมุงหมาย 

1. หาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให 

2. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให 

3. หาความชันของเสนโคง 

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา 

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให และนําไปใชแกปญหา 
 

 

 
ความรูกอนหนา  

• จํานวนจริง 

• ความสัมพันธและฟงกชัน 

• เรขาคณิตวิเคราะห 
 

 

 

ipst.me/10551 

http://ipst.me/10551
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2.1 เนื้อหาสาระ   
1. สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง ถาคาของ 

( )f x  เขาใกลจํานวนจริง L  เม่ือ x  เขาใกล a  ท้ังทางดานซายและขวาของ a  แลว  

จะเรียก L  วา ลิมิตของ f  ท่ี a  ซ่ึงเขียนแทนดวยสัญลักษณ ( )lim
x a

f x L
→

=  และกลาว

วา ( )lim
x a

f x
→

 มีคาเทากับ L  

 แตถาไมมีจํานวนจริง L  ซ่ึง ( )f x  เขาใกล L  เม่ือ x  เขาใกล a  แลวจะกลาววา f  ไมมี

ลิมิตท่ี a  หรือกลาววา ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา 

 อาจแทนสัญลักษณ ( )lim
x a

f x L
→

=  ดวย ( )f x L→  เม่ือ x a→   

2. สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ถา ( )f x  เขาใกล L  เม่ือ x  เขาใกล a  แลว L  อาจไมเทากับ 

( )f a  ก็ได 

3. ในการหาลิมิตของฟงกชัน ( )y f x=  เม่ือ x  เขาใกล a  นั้น จะพิจารณาคาของ ( )f x  

วาเขาใกลจํานวนจริงใดในขณะท่ี x  เขาใกล a  แต x a≠  นั่นหมายความวา จะไม

พิจารณาคาของ ( )f x  ท่ี x a=  ดังนั้น ฟงกชัน f  อาจจะนิยามหรือไมนิยามท่ี a  ก็ได 

แตฟงกชัน f  จะตองนิยามท่ีแตละจุดท่ีใกล a  

4. สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจ เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง  

ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 1L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซายแลว จะเรียก 1L  วา 

ลิมิตซายของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซาย เขียนแทนดวย ( ) 1lim
x a

f x L
−→

=  

 ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 2L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวาแลว จะเรียก 2L  วา 

ลิมิตขวาของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวา เขียนแทนดวย ( ) 2lim
x a

f x L
+→

=  
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    รูปท่ี 1    รูปท่ี 2 
 
 จากรูปท่ี 1 และ 2 จะเห็นวา ( ) 1lim

x a
f x L

−→
=  และ ( ) 2lim

x a
f x L

+→
=   

 ถา 1 2L L=  แลว ( )lim
x a

f x
→

 มีคา และ ( ) 1 2lim
x a

f x L L
→

= =   

 แตถา 1 2L L≠  แลว ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา 

5. ทฤษฎีบท 1 

 ให a  เปนจํานวนจริง จะไดวา  

1) lim
x a

c c
→

=  เม่ือ c  เปนคาคงตัวใด ๆ  

2) lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  

6. ทฤษฎีบท 2  

 กําหนดให ,a L และ M  เปนจํานวนจริงใด ๆ ถา f  และ g  เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและเรนจ

เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยท่ี ( )lim
x a

f x L
→

=  และ ( )lim
x a

g x M
→

= แลว 

1) ( ) ( )lim lim
x a x a

cf x c f x cL
→ →

= =  เม่ือ c  เปนคาคงตัวใด ๆ  

2) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

+ = + = +  

3) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

− = − = −  

4) ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅  
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5) ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
g x g x M

→

→
→

 
= =  

 
 เม่ือ 0M ≠  

6) ( )( ) ( )( )lim lim
nn n

x a x a
f x f x L

→ →
= =  เม่ือ n∈  

7) ( ) ( )lim lim nn n
x a x a

f x f x L
→ →

= =   เ ม่ือ { } ( )1 , nn f x∈ − ∈   สําหรับ x  ท่ี เขา

ใกล a  และ n L ∈  

7. ทฤษฎีบท 3 

 ให p  เปนฟงกชันพหุนาม และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา ( ) ( )lim
x a

p x p a
→

=   

8. ทฤษฎีบท 4 

 ให f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม จะไดวา 

( ) ( )
( )

lim
x a

p a
f x

q a→
=   สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠    

9. ในกรณีท่ี ( )lim
x a

f x
−→

 และ ( )lim
x a

f x
+→

 มีคา  

จะไดวา  ( )lim
x a

f x L
→

=   ก็ตอเม่ือ ( ) ( )lim lim
x a x a

f x L f x
− +→ →

= =  

10. บทนิยาม 1 

 ให f  เปนฟงกชันซ่ึงนิยามบนชวงเปด ( ),a b  และ ( ),c a b∈  จะกลาววา f  เปน 

ฟงกชันตอเนื่อง ท่ี  x c=  ก็ตอเม่ือ ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  

11. ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  ตองมีสมบัติครบท้ังสามขอดังตอไปนี ้

1) ( )f c  หาคาได (นั่นคือ c  อยูในโดเมนของ f ) 

2) ( )lim
x c

f x
→

 มีคา 

3) ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  
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12. ทฤษฎีบท 5  

 ถา f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่อง ท่ี x a=  แลว  

1) f g+   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=   

2) f g−   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

3) f g⋅   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

4) f
g

   เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ ( ) 0g a ≠  

13. ทฤษฎีบท 6 

 สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ฟงกชันพหุนาม p  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

14. ทฤษฎีบท 7 

 ถา f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม แลว f  เปน

ฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  เปนจํานวนจริงใด  ๆ ซ่ึง ( ) 0q a ≠  

15. ความตอเนื่องของฟงกชันบนชวงท่ีกําหนด 

1) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),a b  ก็ตอเม่ือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี

ทุกจุดในชวง ( ),a b  

 2) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  ก็ตอเม่ือ 

  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  และ 

  (2) ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  และ ( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  

3) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ],a b  ก็ตอเม่ือ 

  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  และ 

  (2) ( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  

 4) ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ),a b  ก็ตอเม่ือ 

  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  และ 

  (2) ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  
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16. บทนิยาม 2  

 ให f  เปนฟงกชัน และ a  อยูในโดเมนของ f   

 อัตราการเปล่ียนแปลงเฉล่ียของ f  เทียบกับ x  เม่ือคาของ x  เปล่ียนจาก a  เปน

a h+  คือ  

    ( ) ( )f a h f a
h

+ −
 

 อัตราการเปล่ียนแปลงของ f  เทียบกับ x  ขณะท่ี x a=  คือ 

    ( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
h→

+ −
 

17. สําหรับฟงกชัน f  ถาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ f เทียบกับ x  เปนจํานวนจริงบวก 

แสดงวา เม่ือ x  เพ่ิมข้ึน คาของ ( )f x  จะเพ่ิมข้ึน แตถาอัตราการเปลี่ยนแปลงของ f  

เทียบกับ x  เปนจํานวนจริงลบ แสดงวาเม่ือ x  เพ่ิมข้ึน คาของ ( )f x  จะลดลง  

18. บทนิยาม 3 

 ให f  เปนฟงกชัน อนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  เขียนแทนดวย ( )f x′  คือ 

   ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ =   

19. ถา ( )f x′  มีคา จะกลาววาฟงกชัน f  มีอนุพันธท่ี x  หรือฟงกชัน f หาอนุพันธไดท่ี x  

 ถา ( )f x′  ไมมีคา จะกลาววาฟงกชัน f  ไมมีอนุพันธท่ี x  หรือฟงกชัน f หาอนุพันธ

ไมไดท่ี x  

20. กําหนดให f  เปนฟงกชันท่ีนิยามโดยสมการ ( )y f x=  เขียนแทน อนุพันธของฟงกชัน 

f  ท่ี x  ดวยสัญลักษณ dy
dx

 (อานวา ดีวายบายดีเอกซ) หรือ ( )d f x
dx

 หรือ y′   

21. จาก ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x
f x

h→

+ −
′ =  เปนอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  ใด ๆ  

 ดังนั้น สําหรับ a  ใด ๆ ท่ีอยูในโดเมนของ f  อนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x a=  คือ 

( ) ( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −
′ =   

 อาจใชสัญลักษณ ( )
x a

d f x
dx =

หรือ 
x a

dy
dx =

แทน ( )f a′  
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22. สูตรการหาอนุพันธของฟงกชัน 

 สูตรท่ี 1 ถา ( )f x c=  เม่ือ c  เปนคาคงตัว  แลว ( ) 0f x′ =  

 สูตรท่ี 2 ถา  ( )f x x=   แลว ( ) 1f x′ =  

 สูตรท่ี 3 ถา  ( ) af x x=  เม่ือ a  เปนจํานวนจริง แลว ( ) 1af x a x −′ =  

 สูตรท่ี 4 ถาฟงกชัน  f  และ g หาอนุพันธไดท่ี x  แลว ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′+ = +  

 สูตรท่ี 5 ถาฟงกชัน  f  และ g  หาอนุพันธไดท่ี x  แลว ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x g x′ ′ ′− = −  

 สูตรท่ี 6 ถา c  เปนคาคงตัวและฟงกชัน  f  หาอนุพันธไดท่ี x  แลว      

   ( ) ( ) ( )( )cf x c f x′ ′=  

 สูตรท่ี 7 ถาฟงกชัน  f  และ g หาอนุพันธไดท่ี x  แลว  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fg x f x g x g x f x′ ′ ′= +  

 สูตรท่ี 8 ถาฟงกชัน  f  และ g หาอนุพันธไดท่ี x  และ ( ) 0g x ≠  แลว  

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

g x f x f x g xf x
g g x

′ ′ ′− 
= 

 
 

 สูตรท่ี 9 กฎลูกโซ 

   ถา f  หาอนุพันธไดท่ี x  และ g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  แลว  

   ( ) ( ) ( )( ) ( )g f x g f x f x′ ′ ′= ⋅  

23. บทนิยาม 4  

 กําหนดเสนโคงซ่ึงเปนกราฟของฟงกชัน ( )y f x=  และ ( )( ),P a f a  เปนจุดบนเสนโคง 

 เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )( ),P a f a  คือ เสนตรงท่ีผานจุด P  และมีความชันเทากับ 

( )f a′  จะเรียกความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด P  วา ความชันของเสนโคงท่ีจุด P  

24. บทนิยาม 5 

ให  f  เปนฟงกชันท่ีสามารถหาอนุพันธได และอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  เปนฟงกชัน 

ท่ีสามารถหาอนุพันธได จะเรียกอนุพันธของฟงกชัน f ′  ท่ี x  วา อนุพันธอันดับท่ี 2 ของ 

ฟงกชัน f  ท่ี x  และเขียนแทนดวย ( )f x′′  

25. อาจใชสัญลักษณ  
2

2 ,d y
dx

( )
2

2
d f x
dx

 หรือ y′′ แทนอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน f  ท่ี x   
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26. อนุพันธอันดับอ่ืน และสัญลักษณท่ีใชเขียนแทน มีดังนี้  

อนุพันธอันดับท่ี 3 ของ f  เปนอนุพันธของอนุพันธอันดับท่ี 2 ของ f  เขียนแทนดวย 

( )f x′′′  หรือ 
3

3
d y
dx

 หรือ y′′′   

อนุพันธอันดับท่ี 4 ของ f  เปนอนุพันธของอนุพันธอันดับท่ี 3 ของ f  เขียนแทนดวย 

( )(4)f x  หรือ 
4

4
d y
dx

 หรือ ( )4y  

                        
อนุพันธอันดับท่ี n  ของ f  เปนอนุพันธของอนุพันธอันดับท่ี 1n −  ของ f  เขียน 

แทนดวย ( )( )nf x  หรือ 
n

n
d y
dx

 หรือ ( )ny  

27. เนื่องจากอัตราการเปลี่ยนแปลงของ ( )y f x=  เทียบกับ x  ขณะ x  ใด ๆ คืออนุพันธของ

ฟงกชัน f  ท่ี x  ดังนั้น อนุพันธอันดับท่ี 2 ของ f  ท่ี x  คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของ 

( )y f x′=  เทียบกับ x  ขณะ x  ใด ๆ 

28. ในการเคลื่อนท่ีของวัตถุในแนวตรง มีปริมาณ 3 ชนิดท่ีเก่ียวของกับเวลา ไดแก ตําแหนง

ของวัตถุ ความเร็วของวัตถุ และความเรงของวัตถุ  

• การเคลื่อนท่ีของวัตถุสามารถอธิบายไดดวยฟงกชัน ( )y s t=  โดยท่ี ( )s t  คือ

ตําแหนงของวัตถุ ณ ขณะเวลา t  ใด ๆ  

• ความเร็วของวัตถุขณะเวลา t  ใด ๆ คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของ s  เทียบกับ t  

ณ ขณะเวลา t  นั่นคือ ความเร็ว v  เปนอนุพันธของ s  เทียบกับ t  ดังนั้น v  

เปนฟงกชันของเวลา t  กําหนดโดย 

    ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim
h

s t h s t
v t s t

h→

+ −
′= =   

จะเห็นวา v  เปนฟงกชันของเวลา t  
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• ความเรงของวัตถุขณะเวลา t  ใด ๆ คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว v  

เทียบกับ t  ณ ขณะเวลา t  นั่นคือ ความเรง a  เปนอนุพันธของ v  เทียบกับ t  

นั่นคือ ( ) ( ) ( )a t v t s t′ ′′= =   

ดังนั้น ความเรงคืออนุพันธอันดับท่ี 1 ของฟงกชันความเร็ว v  และเปนอนุพันธอันดับ

ท่ี 2 ของฟงกชันตําแหนง s  

29. กําหนดให f  เปนฟงกชันซ่ึงมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง และ A  

เปนสับเซตของโดเมน 

 f  เปน ฟงกชันเพ่ิม บนเซต A  ก็ตอเม่ือ สําหรับ 1x  และ 2x  ใด ๆ ใน A  ถา 1 2x x<  

แลว ( ) ( )1 2f x f x<  

 f  เปน ฟงกชันลด บนเซต A  ก็ตอเม่ือ สําหรับ 1x  และ 2x  ใด ๆ ใน A  ถา 1 2x x<  

แลว ( ) ( )1 2f x f x>  

30. ทฤษฎีบท 8  

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง A  ซ่ึงเปนสับเซตของโดเมนของฟงกชัน f   

 ถา ( ) 0f x′ >  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง A   

 ถา ( ) 0f x′ <  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันลดบนชวง A   

31. บทนิยาม 6  

  ฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธ ท่ี  x c=  ถามีชวง ( ),a b  ซ่ึง ( ),c a b∈  และ 

( ) ( )f c f x≥  สําหรับทุก x  ในโดเมนของฟงกชัน f  ท่ีอยูในชวง ( ),a b  เรียก ( )f c  

วา คาสูงสุดสัมพัทธ ของฟงกชัน f และเรียกจุด ( )( ),c f c วา จุดสูงสุดสัมพัทธ ของ

ฟงกชัน f  

  ฟงกชัน f  มีคาต่ํ าสุดสัมพัทธ ท่ี  x c=  ถามีชวง ( ),a b  ซ่ึง ( ),c a b∈  และ 

( ) ( )f c f x≤  สําหรับทุก x  ในโดเมนของฟงกชัน f  ท่ีอยูในชวง ( ),a b  เรียก ( )f c  

วา คาต่ําสุดสัมพัทธ ของฟงกชัน f และเรียกจุด ( )( ),c f c วา จุดต่ําสุดสัมพัทธ ของ

ฟงกชัน f  
  



     
     
     

 บทท่ี 2 | แคลคูลสัเบื้องตน   
 

  94 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6   เลม 1  
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

32. ทฤษฎีบท 9 

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  ถาฟงกชัน f  มีคาสูงสุด

สัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา แลว ( ) 0f c′ =  

33. บทนิยาม 7 

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  เรียกจํานวนจริง ( ),c a b∈  ซ่ึงทําให ( ) 0f c′ =  

หรือ ( )f c′  ไมมีคา วา คาวิกฤต ของฟงกชัน f  และเรียกจุด ( )( ),c f c วา จุดวิกฤต 

ของฟงกชัน f   

34. ทฤษฎีบท 10  

 ให  f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ f  

 ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปนจํานวนจริงลบ เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

แลว  ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f   

  ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบเปนจํานวนจริงบวก เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

แลว  ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

35. ทฤษฎีบท 11 

 กําหนดให  f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ 

f  ซ่ึง ( ) 0f c′ =  และ ( )f c′′  มีคา  

 1) ถา ( ) 0f c′′ >  แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

 2) ถา ( ) 0f c′′ <  แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

36. บทนิยาม 8  

 ฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมบูรณ ท่ี x c=  เม่ือ ( ) ( )f c f x≥ สําหรับทุก fx D∈  

    ฟงกชัน f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณ ท่ี x c=  เม่ือ ( ) ( )f c f x≤ สําหรับทุก fx D∈  

37. ทฤษฎีบท 12  

 ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [ ],a b  แลว f  จะมีท้ังคาสูงสุดสัมบูรณและ 

คาต่ําสุดสัมบูรณบนชวงปด [ ],a b   
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38. ถาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวงปด [ ],a b และหาอนุพันธไดบนชวงเปด ( ),a b  

แลว สามารถหาคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f  บนชวงปด [ ],a b

ไดดังนี้   

 1) หาคาวิกฤตท้ังหมดในชวงเปด ( ),a b   

 2) หาคาของฟงกชัน ณ คาวิกฤตท่ีไดจากขอ 1)  

 3) หาคาของฟงกชันท่ีจุดปลายของชวงปด [ ],a b  นั่นคือ หา ( )f a  และ ( )f b  

 4) เปรียบเทียบคาท่ีไดท้ังหมดจากขอ 2) และ 3) ซ่ึงจะทําใหไดขอสรุปวา 

• คามากท่ีสุดเปนคาสูงสุดสัมบูรณของฟงกชัน f   

• คานอยท่ีสุดเปนคาต่ําสุดสัมบูรณของฟงกชัน f  

39. หลักการท่ัวไปในการแกโจทยปญหาเกี่ยวกับคาสูงสุดหรือคาต่ําสุด 

1) ทําความเขาใจปญหาอยางละเอียด วามีปริมาณใดบางท่ีเก่ียวของกัน และเขียน

สมการแสดงความสัมพันธระหวางตัวแปรท่ีแทนปริมาณท่ีเก่ียวของใหอยูในรูปของ

ฟงกชันบนชวงท่ีสอดคลองกับเง่ือนไขของโจทยปญหา 

 2) หาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดของฟงกชันนั้น  

40. บทนิยาม 9 

 ให f  เปนฟงกชัน ถา F  เปนฟงกชันซ่ึง ( ) ( )F x f x′ =  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในโดเมน

ของ f  แลวจะเรียกฟงกชัน F  วาเปน ปฏิยานุพันธ หนึ่งของฟงกชัน f  

41. ( )F x c+  เปนรูปท่ัวไปของปฏิยานุ พันธของฟงกชัน f  ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ  

( )f x dx∫  เรียกวา ปริพันธไมจํากัดเขต ของฟงกชัน f  เทียบกับตัวแปร x  เรียกสั้น ๆ 

วา ปริพันธของฟงกชัน f  เทียบกับตัวแปร x   

 ดังนั้น   ถา       ( )F x′   =  ( )f x   

   แลว       ( )f x dx∫   =  ( )F x c+   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 กลาวคือ ปริพันธไมจํากัดเขตของ f  ก็คือ รูปท่ัวไปของปฏิยานุพันธของ f  นั่นเอง 
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 เรียกการหา ( )f x dx∫  วา การหาปริพันธ เรียกเครื่องหมาย “
 ∫ ”  วา เครื่องหมาย

ปริพันธ และเรียก ( )f x  วา  ปริพัทธ โดยสัญลักษณ dx  คือ การบอกวาหาปริพันธนี้

เทียบกับตัวแปร x  
 
 
 
 
 
 
 

42. สูตรสําหรับหาปริพันธไมจํากัดเขตของฟงกชันบางฟงกชัน  

 สูตรท่ี 1 ถา k  เปนคาคงตัว แลว k dx k x c= +∫  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 สูตรท่ี 2   ถา a  เปนจํานวนจริงและ 1a ≠ −   แลว   
1

1

a
a xx dx c

a

+

= +
+∫    

   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 สูตรท่ี 3 ถา k  เปนคาคงตัว แลว
`

( ) ( )k f x dx k f x dx=∫ ∫     

 สูตรท่ี 4   ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫   

 สูตรท่ี 5 ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx− = −∫ ∫ ∫  

43. ถา 1 2, , , nk k k   เปนคาคงตัว แลว

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2n n n nk f x k f x k f x dx k f x dx k f x dx k f x dx+ + + = + + +∫ ∫ ∫ ∫    

44. ในการหาปฏิยานุพันธของฟงกชัน  f   เม่ือกําหนด ( )dy f x
dx

=  มาให สามารถทําไดดังนี้ 

จาก      
dy
dx

 =   ( )f x  

 ดังนั้น  dy dx
dx∫  =  ( )f x dx∫  

 หรือ   y  =  ( )f x dx∫  

  

 

เครื่องหมายปริพันธ 

ปริพัทธ รูปท่ัวไปของปฏยิานุพันธของฟงกชัน  
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45. ปริพันธจํากัดเขต ของฟงกชัน f  บนชวงปด [ ],a b  เขียนแทนดวยสัญลักษณ 

( )
b

a

f x dx∫  

 เรียก a  วา ลิมิตลาง ของปริพันธ และเรียก b  วา ลิมิตบน ของปริพันธ 

46. ทฤษฎีบท 13 ทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  

 กําหนด f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  ถา F  เปนปฏิยานุพันธของฟงกชัน  f  

แลว ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −∫  

47. กําหนดให ( ) b

a
F x   คือ  ( ) ( )F b F a−  

48. ทฤษฎีบท 14 

 ให f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  และ A  เปนพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง 

( )y f x=  กับแกน X  จาก a  ถึง b   

 1) ถา ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว  ( )
b

a

A f x dx= ∫  

 2) ถา ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว  ( )
b

a

A f x dx= −∫  
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2.2 ขอเสนอแนะเกี่ยวกับการสอน 

ลิมิตของฟงกชัน 

 

 
กิจกรรม : ลิมิตของฟงกชัน   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง ลิมิตของฟงกชัน  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูใหนักเรียนพิจารณาและยกตัวอยางประกอบขอความ “ x  เขาใกล 2 แต 2x ≠ ” 

แนวคําตอบ 

คําตอบของนักเรียนมีไดหลายแบบ ซ่ึงคําตอบของนักเรียนจะมี 2 กลุม คือ กลุม

คาของ x  ท่ีมีคานอยกวา 2 ท่ีเขาใกล 2 เชน 1.9 , 1.99, 1.999, … และกลุมคาของ x  

ท่ีมีคามากกวา 2 ท่ีเขาใกล 2 เชน 2.1 , 2.01, 2.001, … 

2. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเพ่ือใหไดวา x  เขาใกล 2 แต 

2x ≠  สามารถสรุปไดเปน 2 กรณี ดังนี้  

• กรณีท่ี x  เขาใกล 2  แต 2x ≠  โดยท่ี 2x <  จะเรียกวา x  เขาใกล 2 ทาง

ดานซาย แทนดวยสัญลักษณ 2x −→   

 
• กรณีท่ี x  เขาใกล 2 แต 2x ≠  โดยท่ี 2x >  จะเรียกวา x  เขาใกล 2 ทาง

ดานขวา แทนดวยสัญลักษณ 2x +→   

 
3. ครูอธิบายเพ่ิมเติมวา x  เขาใกล 2 แต 2x ≠  เปนการพิจารณา x  ท่ีเขาใกล 2 ท้ัง

ทางดานซายและขวาของ 2 ( 2x <  และ 2x > ) แทนดวยสัญลักษณ 2x →  

2 x 

2 x 
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4. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ แลวใหนักเรียนแตละคูเปดไฟล ipst.me/11546 

5. ครูใหนักเรียนแตละคูศึกษาการหาคาของฟงกชัน ( ) 2y f x x= =  เม่ือ x  เขาใกล 2 

ทางดานซาย โดยใหนักเรียนคลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหนาขอความ “ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย” 

จากนั้นคลิกลากปุมบนสไลเดอร d  และสังเกตคาท่ีเปลี่ยนไปของ x  และ ( )f x  

6. จากขอ 5 ครูและนักเรียนรวมกันสรุปใหไดวา “เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย แลว 

( )f x  จะมีคาเขาใกล 4” 

7. ครูใหนักเรียนแตละคูคลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหนาขอความ “ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย” อีก

ครั้ง เพ่ือซอน x  และ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย  

8. ครูใหนักเรียนแตละคูศึกษาการหาคาของฟงกชัน ( ) 2y f x x= =  เม่ือ x  เขาใกล 2 

ทางดานขวา โดยใหนักเรียนคลิกท่ีรูปสี่เหลี่ยมหนาขอความ “ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา” 

จากนั้นคลิกลากปุมบนสไลเดอร e  และสังเกตคาท่ีเปลี่ยนไปของ x  และ ( )f x  

9. จากขอ 8 ครูและนักเรียนรวมกันสรุปใหไดวา “เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา แลว 

( )f x  จะมีคาเขาใกล 4” 

10. จากคําตอบท่ีไดในขอ 7 และ 9 ครูสรุปวา 

• เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย แลว ( )f x  จะมีคาเขาใกล 4  ซ่ึงเรียกวา ลิมิตของ

ฟงกชัน ( ) 2f x x=  เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย เทากับ 4 เขียนแทนดวย 

( )
2

lim 4
x

f x
−→

=  

• เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา แลว ( )f x  จะมีคาเขาใกล 4  ซ่ึงเรียกวา ลิมิตของ

ฟงกชัน ( ) 2f x x=  เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา เทากับ 4 เขียนแทนดวย 

( )
2

lim 4
x

f x
+→

=  

11. จากขอ 10 ครูสรุปวา เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซายและดานขวา แลว ( )f x  มีคาเขา

ใกล 4  จะกลาววา ลิมิตของฟงกชัน ( ) 2f x x=  เม่ือ x  เขาใกล 2 เทากับ 4  เขียนแทน

ดวย ( )
2

lim 4
x

f x
→

=  

  

http://ipst.me/11546
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12. ครูอธิบายสรุปเก่ียวกับกรณีท่ัวไปดังนี้ 

• สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง  

 ถาคาของ ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง L  เม่ือ x  เขาใกล a  ท้ังทางดานซาย

และขวาของ a  แลวจะเรียก L  วา ลิมิตของ f  ท่ี a  ซ่ึงเขียนแทนดวย

สัญลักษณ ( )lim
x a

f x L
→

=  และกลาววา ( )lim
x a

f x
→

 มีคาเทากับ L   

  แตถาไมมีจํานวนจริง L  ซ่ึง ( )f x  เขาใกล L  เม่ือ x  เขาใกล a  แลวจะ

กลาววา “ f  ไมมีลิมิตท่ี a ” หรือกลาววา “ ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา”  

• สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ท่ีมีโดเมนและเรนจเปนสับเซตของจํานวนจริง  

 ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 1L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซายแลว จะ

เรียก 1L  วา ลิมิตซายของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานซาย เขียนแทน

ดวย ( ) 1lim
x a

f x L
−→

=  

 ถา ( )f x  เขาใกลจํานวนจริง 2L  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวา จะเรียก 

2L  วา ลิมิตขวาของ ( )f x  เม่ือ x  เขาใกล a  ทางดานขวา เขียนแทนดวย 

( ) 2lim
x a

f x L
+→

=  
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ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• เม่ือสอนเรื่องลิมิตของ f  ท่ี a  ครูควรใหนักเรียนเขาใจความหมายของ x   เขาใกล a  

กอน ซ่ึงสามารถแบงไดเปน 2 กรณี ไดแก 

o กรณีท่ี x  เขาใกล a   โดยท่ี x a<  จะเรียกวา x  เขาใกล a  ทางดานซาย แทนดวย

สัญลักษณ x a−→   

o กรณีท่ี x  เขาใกล a  โดยท่ี 2a >  จะเรียกวา x  เขาใกล a  ทางดานขวา แทนดวย

สัญลักษณ x a+→   

ท้ังนี้ การพิจารณาวา x  เขาใกล a  ซ่ึงแทนดวยสัญลักษณ x a→  ตองพิจารณาท้ัง  

x  เขาใกล a  ทางดานซายและ x  เขาใกล a  ทางดานขวา 

• การพิจารณาวา ( )
0

lim
x

f x
→

 มีคาหรือไม ในตัวอยางท่ี 2 อาจพิจารณาโดยไมใชกราฟได 

ดังนี้ 

จาก  ( )
1 ; 0
1 ; 0

x
f x

x
≥

= − <
 

เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานซาย นั่นคือ 0x <  จะไดวา ( ) 1f x = −   

ดังนั้น ( ) ( )
0 0

lim lim 1 1
x x

f x
− −→ →

= − = −    

เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวา นั่นคือ 0x >  จะไดวา ( ) 1f x =   

ดังนั้น ( )
0 0

lim lim 1 1
x x

f x
+ +→ →

= =  

จะเห็นวา ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠   ดังนั้น  ( )
0

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

• ครูควรเนนย้ํากับนักเรียนวา สําหรับฟงกชัน f  ใด ๆ ถึงแมวา ( )f x   เขาใกล L  เม่ือ 

x   เขาใกล a   แต L  อาจไมเทากับ ( )f a  ก็ได  

• การหา ( )
( )

lim
x a

f x
g x→

 
  
 

 โดยใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 จะทําไดในกรณีท่ี ( )lim
x a

f x
→

 และ 

( )lim
x a

g x
→

 หาคาได และ ( )lim 0
x a

g x
→

≠  เทานั้น สําหรับกรณีท่ี ( )lim 0
x a

g x
→

=  อาจหา 

( )
( )

lim
x a

f x
g x→

 
  
 

 ไดโดยการจัดรูปของฟงกชัน ดังแสดงในตัวอยางท่ี 10 และ 11   
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• ลิมิต “ไมมีคา” ท่ีกลาวถึงในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 หมายถึงกรณีท่ีลิมิตซายไมเทากับลิมิตขวา สําหรับลิมิตไมมีคาในกรณีอ่ืน ๆ 

นักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

• ในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 นี้ สําหรับ

ฟงกชัน f  ท่ีมีโดเมนเปน [ ] [ ) ( ], , , , ,a b a b a b  หรือ ( ),a b  จะไมพิจารณา ( )lim
x a

f x
→

 

และ ( )lim
x b

f x
→

 เชน ฟงกชัน ( )f x x=  ท่ีมีโดเมนเปน [ )0, 1  จะไมพิจารณา ( )
0

lim
x

f x
→

 

และ ( )
1

lim
x

f x
→

 แตนักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

• ในการจัดการเรียนรูในบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน ของหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 จะไมพิจารณาลิมิตของฟงกชัน เม่ือ x  เพ่ิมข้ึน

เรื่อย ๆ อยางไมมีท่ีสิ้นสุด ( )x →∞  และลิมิตของฟงกชัน เม่ือ x  ลดลงเรื่อย ๆ อยาง

ไมมีท่ีสิ้นสุด ( )x →−∞  ซ่ึงนักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

• ในการจัดการเรียนรูในบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน ของหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 จะไมกลาวถึงฟงกชันเอกซโพเนนเชียล 

ฟงกชันลอการิทึม ฟงกชันตรีโกณมิติ ซ่ึงนักเรียนจะไดศึกษาในระดับอุดมศึกษา 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

• การหาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให โดยพิจารณาจากกราฟของฟงกชัน เชน แบบฝกหัด 

2.1ก ขอ 2 – 6 นั้น ครูควรสนับสนุนใหนักเรียนใหเหตุผลประกอบการพิจารณาวาลิมิต

ของฟงกชันในขอใดมีคา และลิมิตของฟงกชันในขอใดไมมีคา 

• การหาลิมิตของฟงกชันบางฟงกชันโดยใชทฤษฎีบท 2 อาจมีลําดับข้ันตอนการหาท่ี

แตกตางกัน เชน แบบฝกหัด 2.1ข ขอ 1  4) อาจหาคําตอบโดย 
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วิธีท่ี 1  จาก ( )( )( )2

1
lim 3 2
x

x x
→−

+ +  = ( ) ( )2

1 1
lim 3 lim 2
x x

x x
→− →−

  + +  
  

 (ท.บ.2 ขอ 4) 

   = ( )( )2

1 1 1 1
lim lim 3 lim lim 2
x x x x

x x
→− →− →− →−

+ + (ท.บ.2 ขอ 2) 

   = ( ) ( )( )21 3 1 2− + − +   (ท.บ.1) 

   =  6 
  ดังนั้น ( )( )( )2

1
lim 3 2 6
x

x x
→−

+ + =  

วิธีท่ี 2   จาก ( )( )2 3 23 2 3 2 6x x x x x+ + = + + +   

  จะได ( )( )( )2

1
lim 3 2
x

x x
→−

+ +   

 = ( )3 2

1
lim 3 2 6
x

x x x
→−

+ + +  

 = ( ) ( )3 2

1 1 1 1
lim lim 3 lim 2 lim 6
x x x x

x x x
→− →− →− →−

+ + +  (ท.บ.2 ขอ 2) 

 = 3 2

1 1 1 1
lim 3 lim 2 lim lim 6
x x x x

x x x
→− →− →− →−

+ + +  (ท.บ.2 ขอ 1) 

 = ( ) ( ) ( )3 21 3 1 2 1 6− + − + − +   (ท.บ.1) 
 =  6 

 ดังนั้น ( )( )( )2

1
lim 3 2 6
x

x x
→−

+ + =  

• การหาลิมิตของฟงกชันท่ีมีการกําหนดโดเมนออกเปนชวงยอยมากกวา 1 ชวง เชน ใน 

แบบฝกหัด 2.1ข ขอ 4 ครูควรตรวจสอบวานักเรียนเลือกใชคาของฟงกชันไดตรงกับชวง

ยอยท่ีพิจารณาหรือไม เชน เม่ือพิจารณา ( )
0

lim
x

f x
−→

 ในขอ 2) ตองเลือกใช ( ) 2f x x=   

 

 
ความเขาใจคลาดเคล่ือน  

• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดเก่ียวกับสัญลักษณ x a−→   และ x a+→  วา 2x −→   

หมายถึง x   เขาใกล 2−  ท้ังนี้ ครูควรย้ํานักเรียนวา x a−→   แสดงถึงการพิจารณาคา

ของ x   ท่ีนอยกวา a   และ x a+→   แสดงถึงการพิจารณาคาของ x   ท่ีมากกวา a  
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• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

= เสมอ ท้ังนี้ครูควรยกตัวอยางฟงกชันท่ี 

( ) ( )lim
x a

f x f a
→

≠  เชน ฟงกชัน ( )
1 , 0
0 , 0

x
f x

x
≠

=  =
  มี ( )0 0f =  แต ( )

0
lim 1
x

f x
→

=   

จะเห็นวา ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

≠   

 

ความตอเนื่องของฟงกชัน 

 

 
กิจกรรม : ฟงกชันตอเนื่อง   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง ความตอเนื่องของฟงกชัน  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นครูแสดงกราฟของฟงกชันตอไปนี ้  

 
รูปท่ี 1 
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รูปท่ี 2 

 

 
รูปท่ี 3 
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2. ครูใหนักเรียนแตละคูพิจารณากราฟของฟงกชันในแตละรูปท่ีกําหนดใหในขอ 1 และ

เติมขอมูลลงในตารางตอไปนี้ใหสมบูรณ   
 

รูปท่ี ( )lim
x a

f x
−→

 ( )lim
x a

f x
+→

 ( )lim
x a

f x
→

 ( )f a  

1     

2     

3     

แนวคําตอบ   
 

รูปท่ี ( )lim
x a

f x
−→

 ( )lim
x a

f x
+→

 ( )lim
x a

f x
→

 ( )f a  

1 1L  2L  ไมมีคา 2L  

2 1L  1L  1L  2L  

3 L  L  L  L  

3. จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 ครูใหนักเรียนพิจารณาวาฟงกชัน f  รูปใดท่ี ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=  

แนวคําตอบ 

รูปท่ี 3  

4. ครูอธิบายวาฟงกชัน f  ท่ีมีสมบัติ ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=  จะกลาววา f  เปนฟงกชัน

ตอเนื่องท่ี x a=  ดังนั้น ฟงกชัน f  ในรูปท่ี 3 เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

5. ครูและนักเรียนรวมกันสังเกตลักษณะกราฟของฟงกชันในรูปท่ี 1 – 3  ในประเด็นตอไปนี ้

• กราฟของฟงกชันในแตละรูปขาดตอนหรือไม 

• โดเมนของฟงกชันในแตละรูปมีการแบงเปนชวงยอยหรือไม 
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แนวคําตอบ 

กราฟของฟงกชัน f  ในรูปท่ี 1 มีลักษณะขาดตอน และโดเมนของฟงกชันแบง

ออกเปน 2 ชวงยอย ไดแก x a<  และ x a≥  

กราฟของฟงกชัน f  ในรูปท่ี 2 มีลักษณะขาดตอน และโดเมนของฟงกชันแบง

ออกเปน 2 ชวงยอย ไดแก x a=  และ x a≠  

กราฟของฟงกชัน f  ในรูปท่ี 3 มีลักษณะไมขาดตอน และโดเมนของฟงกชันไมมี

การแบงเปนชวงยอย 

6. ครอูธิบายเก่ียวกับบทนิยามของความตอเนื่องของฟงกชันตามบทนิยาม 1 

หมายเหตุ 

• จากคําตอบท่ีไดในขอ 2 และ 3 ครูอาจอธิบายเพ่ิมเติมวา  

o จากรูปท่ี 1 จะเห็นวา ( )f a  หาคาได ( f  นิยามท่ี a ) แต ( )lim
x a

f x
→

 ไมมีคา  

o จากรูปท่ี 2 จะเห็นวา ( )f a  หาคาได ( f นิยามท่ี a ) และ ( )lim
x a

f x
→

 มีคา แต 

( ) ( )lim
x a

f x f a
→

≠  

• ฟงกชัน f  ในรูปท่ี 1 และ 2 เปนฟงกชันไมตอเนื่องท่ี x a=   

• ครูอาจเปลี่ยนกราฟของฟงกชันท่ีใหนักเรียนพิจารณาในขอ 1 เปนรูปแบบอ่ืน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ในการยกตัวอยางฟงกชันเพ่ือใหนักเรียนตรวจสอบการเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  ครู

ควรเลือกฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈    

• การพิจารณาวาฟงกชันท่ีกําหนดใหเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด x c=  หรือไม อาจ

พิจารณาโดยใชกราฟ เชน ฟงกชัน f  ในตัวอยางท่ี 14  เขียนกราฟไดดังนี้  
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จากกราฟจะเห็นวา ( )
2

lim 4
x

f x
→

=  แต ( )2 3f =   

ดังนั้น f  เปนฟงกชันไมตอเนื่องท่ี 2x =  

และฟงกชัน f  ในตัวอยางท่ี 15  เขียนกราฟไดดังนี ้
 

 
 

จากกราฟจะเห็นวา ( )
2

lim 4
x

f x
→

=  และ ( )2 4f =   

ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x =   
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• การตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันในตัวอยางท่ี 17 อาจทําไดดังนี ้

จาก  ( )
2

2

9
5 6

xf x
x x

−
=

− +
  

จะได            ( )0f   = 
( )

2

2

0 9
0 5 0 6

−
− +

  = 9
6

−  = 3
2

−  

และ       ( )
0

lim
x

f x
→

  = 
2

20

9lim
5 6x

x
x x→

−
− +

   

เนื่องจาก ( )2

0
lim 5 6 6 0
x

x x
→

− + = ≠  โดยทฤษฎีบท 4  จะได 

  
2

20

9lim
5 6x

x
x x→

−
− +

 =  
( )

2

2

0 9
0 5 0 6

−
− +

 = 9
6

−   = 3
2

−   

เนื่องจาก  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

=  

ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

• ครูควรเนนย้ําเก่ียวกับการแสดงวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),a b  นั้น จะตอง

แสดงวา f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  โดยสมมติให c  เปนจุดใด ๆ 

ในชวง ( ),a b  แลวแสดงวา f  ตอเนื่องท่ี x c=   

• สําหรับฟงกชัน f  ท่ีตอเนื่องบนชวง [ ] ( ], , ,a b a b  หรือ [ ),a b  จะมีความตอเนื่องท่ี

จุดปลายของชวงเปนดังนี ้

o สําหรับฟ งกชัน  f  ท่ีตอ เนื่ องบนชวง  [ ],a b  ซ่ึ ง  ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  และ 

( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  นั้น จะไดว า  f  ตอเนื่องทางดานขวาท่ี x a=  และ f  

ตอเนื่องทางดานซายท่ี x b=  ตามลําดับ 

o สําหรับฟงกชัน f  ท่ีตอเนื่องบนชวง ( ],a b  ซ่ึง ( ) ( )lim
x b

f x f b
−→

=  นั้น จะไดวา 

f  ตอเนื่องทางดานซายท่ี x b=   

o สําหรับฟงกชัน f  ท่ีตอเนื่องบนชวง [ ),a b  ซ่ึง ( ) ( )lim
x a

f x f a
+→

=  นั้น จะไดวา 

f  ตอเนื่องทางดานขวาท่ี x a=   

หมายเหตุ 

o f  ตอเนื่องทางดานขวาท่ี x a=  คือ f  is continuous from the right at x a=   

o f  ตอเนื่องทางดานซายท่ี x b=   คือ f  is continuous from the left at x b=  
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• ชวงท่ีพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันตองเปนสับเซตของโดเมนของฟงกชันนั้น เชน 

ตัวอยางท่ี 18 – 19 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน g  บนชวง ( ], 1−∞  ในแบบฝกหัด 2.2 ขอ 4 ซ่ึงมี

ข้ันตอนการพิจารณา ไดแก 

1) g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ), 1−∞  และ 

2) ( ) ( )
1

lim 1
x

g x g
−→

=   

เนื่องจากฟงกชัน g  ท่ีกําหนดให มีโดเมนเปนชวงยอย 3 ชวง ไดแก ( ) [ ], 2 , 2, 1−∞ − −  

และ ( )1, ∞  ดังนั้น การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชนั g  ท่ีทุกจุดในชวง ( ), 1−∞  ตอง

พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน g  บนชวง ( ), 2−∞ − และ [ )2,1−   

 
อนุพันธของฟงกชัน 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• การแกปญหาเก่ียวกับอัตราการเปลี่ยนแปลงท่ีสอดคลองกับชีวิตจริง ครูควรสงเสริมให

นักเรียนแปลความหมายจากผลลัพธท่ีได เชน จากตัวอยางท่ี 20 ซ่ึงอัตราการเปลี่ยนแปลง

ของ V  เทียบกับ r  เปนจํานวนจริงบวก แสดงวาเม่ือ r  เพ่ิมข้ึน ( )V r  จะเพ่ิมข้ึน จึง

อธิบายไดวาเม่ือความยาวของรัศมีของลูกบอลเพ่ิมข้ึน ปริมาตรของลมในลูกบอลจะ

เพ่ิมข้ึน แตในตัวอยางท่ี 21 ซ่ึงอัตราการเปลี่ยนแปลงของ Q  เทียบกับ t  เปนจํานวน

จริงลบ แสดงวาเม่ือ t  เพ่ิมข้ึน ( )Q t  จะลดลง จึงอธิบายไดวาเม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน 

ปริมาตรของน้ําในสระจะลดลง  
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• นักเรียนสามารถเลือกใชสัญลักษณแทนอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี x  ดวย ( ) , ,dyf x
dx

′

( )d f x
dx

 หรือ y′  โดยในกรณีท่ีใชสัญลักษณ y′  ครูควรชี้แนะใหนักเรียนระมัดระวัง

วา เปนการเขียนแทนอนุพันธของฟงกชันท่ีมีการละตัวแปรตนไว ซ่ึงนักเรียนควรทราบ

วาฟงกชันท่ีกําหนดใหมีตัวแปรใดเปนตัวแปรตน เชน  

สมการ ( )y f x=   ดังนั้น y′  จะแทนอนุพันธเทียบกับตัวแปร x   

สมการ ( )y g t=  ดังนั้น y′  จะแทนอนุพันธเทียบกับตัวแปร t  

• สําหรับฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดท่ี x  ใด ๆ ในโดเมน จะพบวา ฟงกชันนั้นตอเนื่องท่ี x  ดวย 

แตในทางกลับกัน ฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ี x  อาจหาคาอนุพันธท่ี x  ไมได เชน ฟงกชัน 

( )f x x=  พบวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  ( ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

= )  แตจาก

ตัวอยางท่ี 25 จะเห็นวา ( )0f ′  ไมมีคา 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

ปริมาตรของกรวยกลมตรงในแบบฝกหัด 2.3 ขอ 8 หาไดจาก 21
3

V r hπ=  เม่ือ r   แทน

ความยาวของรัศมีของฐาน และ h  แทนสวนสูง  ท้ังนี้ ในขอ 1) กําหนดใหสวนสูงเปน 

คาคงตัว ดังนั้น V  เปนฟงกชันของตัวแปร r  ในทํานองเดียวกัน ขอ 2) V  เปนฟงกชัน

ของตัวแปร h   
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การหาอนุพันธของฟงกชันโดยใชสูตร  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ครูควรยกตัวอยางฟงกชันท่ีจะหาอนุพันธโดยใชสูตรท่ี 4 – 8 ใหสอดคลองกับความรู

พ้ืนฐานของนักเรียน 

• การหา ( )f a′  โดยใชสูตร จะตองหา ( )f x′  กอน แลวจึงแทน x  ดวย a  ดังแสดงใน

ตัวอยางท่ี 33 

• การหาอนุพันธของฟงกชันท่ีจุดแบงของชวงในกรณีท่ีฟงกชันมีการกําหนดโดเมน

ออกเปนชวงยอยมากกวา 1 ชวง นั้น ไมสามารถหาอนุพันธของฟงกชันท่ีจุดแบงของชวง

โดยใชสูตรได แตตองใชบทนิยาม 3 ในการหาอนุพันธของฟงกชัน  

 

 ความเขาใจคลาดเคล่ือน  

• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา อนุพันธของผลคูณเทากับผลคูณของอนุพันธของ 

แตละฟงกชัน เชน นักเรียนเขาใจผิดวาอนุพันธของฟงกชัน ( )( )2 1 2 1y x x= + −  คือ 

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 4dy d dx x
dx dx dx

= + ⋅ − = =   ในกรณีนี้ ครูควรแสดงรายละเอียดการหา

อนุพันธของผลคูณโดยใชสูตรท่ี 7  ดังนี้ 

                      dy
dx

 = ( )( )( )2 1 2 1d x x
dx

+ −  

  = ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1d dx x x x
dx dx

+ − + − +   

  = ( )( ) ( )( )2 1 2 2 1 2x x+ + −   
  = 8x    
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• นักเรียนบางคนอาจเขาใจผิดวา อนุพันธของผลหารเทากับผลหารของอนุพันธของแตละ

ฟงกชัน เชน นักเรียนเขาใจผิดวาอนุพันธของฟงกชัน 
2

2
xy

x
=

−
 คือ 

( )
( )

2

2
2

d xdy dx xddx x
dx

= =
−

 

ในกรณีนี้ ครูควรแสดงรายละเอียดการหาอนุพันธของผลหารโดยใชสูตรท่ี 8 ดังนี้ 

                      dy
dx

 = 
2

2
d x
dx x

 
 − 

 

  =  
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2 2

2

d dx x x x
dx dx

x

− − −

−
 

  =  
( )( )

( )

2

2

2 2
2

x x x
x

− −

−
 

        =  
( )

2

2

4
2

x x
x
−

−
 

 

อนุพันธของฟงกชันประกอบ 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

นักเรียนอาจประสบปญหาในการกําหนดฟงกชัน u  ซ่ึงเปนฟงกชันของตัวแปร x  และเขียน

ฟงกชัน y  ใหอยูในรูปของฟงกชันของตัวแปร u  เม่ือกําหนด y  เปนฟงกชันของตัวแปร x   

ดังนั้น ครูควรใหนักเรียนฝกทักษะเพ่ิมเติม ตามลําดับข้ันตอนตอไปนี้  

 ข้ันท่ี 1  กําหนดฟงกชัน u  ซ่ึงเปนฟงกชันของตัวแปร x  

 ข้ันท่ี 2  เขียนฟงกชัน y  ใหอยูในรูปของฟงกชันของตัวแปร u    

   (ฟงกชัน y  ตองเปน ฟงกชันท่ีหาอนุพันธโดยใชสูตรได) 

เชน สําหรับฟงกชัน 2 1y x= −  สามารถทําไดดังนี้ 
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วิธีท่ี ข้ันท่ี 1 ข้ันท่ี 2 

1 ให 2u x=   จะได 1y u= −  

2 ให 2 1u x= −   จะได y u=   
 

จะเห็นวาในข้ันท่ี 2 ของวิธีท่ี 1 ฟงกชัน 1y u= −   ไมสามารถหาอนุพันธโดยใชสูตรได

โดยตรง แตในข้ันท่ี 2 ของวิธีท่ี 2  ฟงกชัน y u=  สามารถหาอนุพันธโดยใชสูตรได ดังนั้น 

ควรเลือก 2 1u x= −   

 

เสนสัมผัสเสนโคง 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• การหาสมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )( ),P a f a  หรือความชันของเสนสัมผัสเสนโคง

ท่ีจุด ( )( ),P a f a  ครูควรตระหนักวาจะพิจารณาเฉพาะจุดท่ี ( )f a′  หาคาได   

• การแกปญหาเก่ียวกับเสนสัมผัสเสนโคงบางปญหาตองใชความรู เก่ียวกับเรขาคณิต

วิเคราะห ดังนั้นครูควรทบทวนเนื้อหาท่ีเก่ียวของใหกับนักเรียนดวย 

• จากหมายเหตุในตัวอยางท่ี 42 สามารถใชความรูเรื่อง เรขาคณิตวิเคราะหในการหา

ความชันและสมการของเสนสัมผัสวงกลมได ดังนี ้

 จากสมการวงกลม  2 2 25x y+ =   

 จะไดวา วงกลมนี้มีจุดศูนยกลางอยูท่ี ( )0, 0  และมีรัศมียาว 5 หนวย 

 เนื่องจาก จุด ( )3, 4−  อยูบนเสนรอบวงของวงกลมนี้ 

 จะไดวา สวนของเสนตรงท่ีเชื่อมระหวาง ( )0, 0  และ ( )3, 4−  เปนรัศมีของวงกลม 

 ซ่ึงมีความชันเปน 4 0 4
3 0 3
−

= −
− −
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 เนื่องจาก รัศมีของวงกลมท่ีลากผาน ( )3, 4−  ตั้งฉากกับเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุดนั้น 

 จะไดวา ผลคูณของความชันของรัศมีวงกลมท่ีลากผาน ( )3, 4−  กับความชันของ 

 เสนสัมผัสวงกลมท่ีจุดนั้นเปน 1−   

 เนื่องจาก รัศมีของวงกลมท่ีลากผาน ( )3, 4−  มีความชันเปน 4
3

−   

 จะไดวา เสนสัมผัสวงกลมท่ี ( )3, 4−  มีความชันเปน 3
4

 

 ดังนั้น สมการของเสนสัมผัสวงกลมท่ีจุด ( )3, 4−  คือ ( )( )34 3
4

y x− = − −   

 หรือ 
3 25
4 4

y x= +   

 

อนุพันธอันดับสูง 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

การหาอนุพันธอันดับสูงท่ี x a=  จะตองหาอนุพันธอันดับสูงท่ี x  กอน แลวจึงแทน x  

ดวย a  ดังแสดงในตัวอยางท่ี 48 
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การประยุกตของอนุพันธ 

 

 
กิจกรรม : ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด  

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ใชเพ่ือสอน เรื่อง ความชันของฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด  

แนวทางการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูทบทวนบทนิยาม 4  

2. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นครูใหนักเรียนเปดเว็บไซต ipst.me/11547 

3. ครูใหนักเรียนสํารวจความชันของเสนสัมผัสเสนโคงบนชวง ( ) ( ) ( ), , , , ,a b b c c d  และ 

( ),d e  โดยคลิกลากจุด P  ไปตามแนวเสนโคง พรอมท้ังสังเกตความชันของเสนโคงท่ี

จุด P  ซ่ึงแสดงบนหนาจอ แลวตอบคําถามตอไปนี ้

3.1 ชวงใดบางท่ีความชันของเสนโคงเปนจํานวนจริงบวก 

แนวคําตอบ  ชวง ( ),b c และ ( ),d e  

3.2 ชวงใดบางท่ีความชันของเสนโคงเปนจํานวนจริงลบ  

แนวคําตอบ  ชวง ( ),a b  และ ( ),c d  

4. ครูทบทวนความรูของนักเรียนเก่ียวกับฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด  

5. จากขอ 2 ครูใหนักเรียนหาวาชวงใดบางท่ี f  เปนฟงกชันเพ่ิมและฟงกชันลด 

แนวคําตอบ  

• f  เปนฟงกชันเพ่ิมในชวง ( ),b c และ ( ),d e   

• f  เปนฟงกชันลดในชวง ( ),a b  และ ( ),c d  
 

  

http://ipst.me/11547
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6. ครูใหนักเรียนเปรียบเทียบคําตอบท่ีไดในขอ 3 และขอ 5 โดยเติมขอมูลลงในตารางตอไปนี้ 
 

ชวง 
ความชันของเสนโคง 

เปนจํานวนจริงบวก/ ลบ 

ฟงกชันเพ่ิม/ ลด 

( ),a b    

( ),b c    

( ),c d    

( ),d e    

 

แนวคําตอบ  

ชวง 
ความชันของเสนโคง 

เปนจํานวนจริงบวก/ ลบ 

ฟงกชันเพ่ิม/ ลด 

( ),a b  เปนจํานวนจริงลบ ฟงกชันลด 

( ),b c  เปนจํานวนจริงบวก ฟงกชันเพ่ิม 

( ),c d  เปนจํานวนจริงลบ ฟงกชันลด 

( ),d e  เปนจํานวนจริงบวก ฟงกชันเพ่ิม 
 

7. ครูอธิบายสรุปวา ถาทุก ๆ จุดในชวงมีความชันของเสนโคงเปนจํานวนจริงบวก แลว

ฟงกชันจะเปนฟงกชันเพ่ิมในชวงนั้น ในทางตรงกันขาม ถาทุก ๆ จุดในชวงมีความชัน

ของเสนโคงเปนจํานวนจริงลบ แลวฟงกชันจะเปนฟงกชันลดในชวงนั้น  

8. ครอูธิบายทฤษฎีบท 8  
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กิจกรรม : คาสูงสุดสัมพัทธ คาต่ําสุดสัมพัทธ และจุดวิกฤต   

จุดมุงหมายของกิจกรรม 

 กิจกรรมนี้ ใชสอนทฤษฎีบท 9 บทนิยาม 7 และทฤษฎีบท 10 ท้ังนี้ครูควรทบทวน

ความหมายของคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธในบทนิยาม 6 กอนใหนักเรียนทํากิจกรรม 

แนวทางการดําเนินกิจกรรม  

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้น ครูใหนักเรียนเปดเว็บไซต ipst.me/11548 

2. จากกราฟของฟงกชัน f  ท่ีแสดงบนหนาจอ ครูใหนักเรียนหาจุดสูงสุดสัมพัทธและจุด

ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชัน f  

แนวคําตอบ 

• ฟงกชัน f  มีจุดสูงสุดสัมพัทธอยูท่ีจุด ( )1, 3B −  หรือท่ี 1x = −   

• ฟงกชัน f  มีจุดต่ําสุดสัมพัทธอยูท่ีจุด ( )8, 1A − −  และ ( )6, 4C −  หรือ 8x = −  

และ 6x =  ตามลําดับ 

3. ครูใหนักเรียนสํารวจความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธและจุดต่ําสุด

สัมพัทธ โดยคลิกลากจุด P  ไปตามแนวเสนโคง แลวหาความชันของเสนโคงของฟงกชัน

ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธและจุดต่ําสุดสัมพัทธแตละจุด 

แนวคําตอบ 

• ความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธ B  เทากับ 0  

• ความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ A  เทากับ 0 

• ความชันของเสนโคงของฟงกชัน f  ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ C  เทากับ 0 

4. ครูอธิบายเชื่อมโยงคําตอบท่ีไดจากขอ 3 กับบทนิยาม 4 ดังนี้ 

• ท่ีจุดสูงสุดสัมพัทธ B  จะไดวา ( )1 0f ′ − =  

• ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ A  จะไดวา ( )8 0f ′ − =  

• ท่ีจุดต่ําสุดสัมพัทธ A  จะไดวา ( )6 0f ′ =  

http://ipst.me/11548
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5. จากคําตอบท่ีไดในขอ 4 ครอูธิบายสรุปทฤษฎีบท 9  จากนั้นแนะนําคาวิกฤตและจุดวิกฤต

ในบทนิยาม 7 

6. ครูใหนักเรียนหาคาวิกฤตและจุดวิกฤตของฟงกชัน f ในขอ 1 

แนวคําตอบ 

• คาวิกฤตของฟงกชัน f  คือ 8, 1− −  และ 6    

• จุดวิกฤตของฟงกชัน f  คือ ( ) ( )8, 1 , 1, 3− − −  และ ( )6, 4−   

7. ครูใหนักเรียนสํารวจการเปลี่ยนแปลงคาของอนุพันธของฟงกชัน f  รอบ ๆ จุดวิกฤต 

โดยคลิกลากจุด P  ไปตามแนวเสนโคง จากดานซายไปดานขวาของจุดวิกฤตแตละจุด 

และหาวาคาของอนุพันธของฟงกชัน f  มีการเปลี่ยนแปลงอยางไร 

แนวคําตอบ 

• ท่ีจุดวิกฤต ( )8, 1− −  พบวา คาของอนุพันธของฟงกชัน f เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบ

เปนจํานวนจริงบวก   

• ท่ีจุดวิกฤต ( )1, 3−  พบวา คาของอนุพันธของฟงกชัน f เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวก

เปนจํานวนจริงลบ   

• ท่ีจุดวิกฤต ( )6, 4−  พบวา คาของอนุพันธของฟงกชัน f เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบ

เปนจํานวนจริงบวก   

8. ครอูธิบายสรุปทฤษฎีบท 10  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ความเร็วและอัตราเร็วในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 มีความหมายไมแตกตางกันและสามารถใชแทนกันได แตในวิชาฟสิกสความเร็ว

และอัตราเร็วมีความหมายท่ีแตกตางกัน โดยความเร็วเปนปริมาณเวกเตอร สวน

อัตราเร็วเปนปริมาณสเกลาร  
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• การหาคาสูงสุดหรือคาต่ําสุดสัมพัทธ สามารถทําไดโดยใชบทนิยาม 6 หรือ ทฤษฎีบท 10 

หรือ ทฤษฎีบท 11 แตการใชทฤษฎีบท 11  มีขอจํากัดท่ีคาวิกฤต c  ของฟงกชัน f  ซ่ึง 

( ) 0f c′ =   และ ( )f c′′  มีคาและไมเทากับ 0 เชน ในการหาคาสูงสุดสัมพัทธหรือจุด

ต่ําสุดสัมพัทธของฟงกชัน ( ) 4 32f x x x= −  ทําไดดังนี ้

 จาก  ( ) 4 32f x x x= −   

 จะได  ( ) ( )3 2 24 6 4 6f x x x x x′ = − = −   

 ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0x =  หรือ 3
2

x =   

 จะไดวา คาวิกฤตของฟงกชัน f  มี 2 คา คือ 0 และ 3
2

  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ีสองของฟงกชัน f  จะได ( ) 212 12f x x x′′ = −   

 เนื่องจาก ( )0 0f ′′ =   และ 3 9
2

f  ′′ = 
 

  

 จากทฤษฎีบท 11 จะไดวา 3 0
2

f  ′ = 
 

 และ 3 9
2

f  ′′ = 
 

 ซ่ึงมากกวา 0 

 ดังนั้น f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 3
2

x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธ คือ 3
2

f  
 
 

 

 แตในกรณีท่ี 0x =  จะได ( )0 0f ′′ =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 11 ได 

 ดังนั้น จะพิจารณาคาสูงสุดสัมพัทธและคาต่ําสุดสัมพัทธโดยใชทฤษฎีบท 10 ดังนี้ 

 จาก  ( ) 3 24 6f x x x′ = −  และคาวิกฤตของฟงกชัน f  มี 2 คา คือ 0 และ 3
2

  

 จะไดวา การเปลี่ยนแปลงของอนุพันธของฟงกชัน f  เปนดังนี้ 

 

 

0 
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จากรูป จะเห็นวาคาของอนุพันธของฟงกชัน f  รอบ 0x =  ไมมีการเปลี่ยนแปลง

จากจํานวนจริงบวกเปนจํานวนจริงลบ หรือไมมีการเปลี่ยนแปลงจากจํานวนจริง

ลบเปนจํานวนจรงิบวก   

ดังนั้น 0x =  เปนคาวิกฤตท่ีไมไดทําใหฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุด

สัมพัทธ  

ดังจะเห็นไดจากกราฟของฟงกชัน f  ดังนี้  

 

• การแกโจทยปญหาเก่ียวกับคาต่ําสุดหรือคาสูงสุดในหัวขอ 2.8.3 ครูควรเนนย้ําวาการ

กําหนดโดเมนของฟงกชันตองพิจารณาบริบทของปญหาดวย เชน ตัวอยางท่ี 56 ซ่ึง

กําหนดฟงกชันแสดงความสัมพันธระหวางพ้ืนท่ีและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก

จะไดวา 0 ไมอยูในโดเมนของฟงกชันนี้ เนื่องจากความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากตอง

มากกวา 0 หนวย และในตัวอยางท่ี 59 ซ่ึงกําหนดฟงกชันแทนรายไดตอวันของเจาของ

โรงแรม จะไดวา 0 อยูในโดเมนของฟงกชันนี้ เนื่องจากเจาของโรงแรมอาจไมข้ึนราคา

คาหองพักตอวัน 
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ปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ในการหาปฏิยานุพันธของฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให นักเรียนอาจหาปฏิยานุพันธของฟงกชัน 

f  ไดแตกตางกัน ครูควรใหนักเรียนตรวจสอบคําตอบท่ีไดโดยหาอนุพันธของคําตอบท่ีได 

แลวพิจารณาวาเทากับฟงกชัน f  หรือไม เชน นักเรียนอาจตอบวาปฏิยานุพันธของ 

2

12x
x

−   คือ 2 1x c
x

+ +  หรือ 2 1x x c−+ +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว  ท้ังนี้ ครูควรชี้แนะ

ใหนักเรียนตรวจสอบโดยหาอนุพันธของปฏิยานุพันธท่ีได ซ่ึงจะไดวา 

2 1d x c
dx x

 + + 
 

 =  2

12x
x

−  

และ       ( )2 1d x x c
dx

−+ +  =  2

12x
x

−  

จะเห็นวา อนุพันธของคําตอบท้ังสองเทากัน ซ่ึงเทากับ 2

12x
x

−   

• การหาปฏิยานุพันธของ 1
x

 หรือ 1x−  ไมสามารถทําไดโดยใชสูตรท่ี 2 ท้ังนี้นักเรียนจะได

ศึกษาในระดับอุดมศึกษาตอไป 

• ตัวอยางท่ี 74 ขอ 3) จะไดคําตอบจากการแกสมการกําลังสองเปน 0t =  หรือ 4t =  

แต 0t =  คือ เวลาเริ่มตนโยนวัตถุไมใชเวลาท่ีวัตถุตกถึงพ้ืนดิน ดังนั้นเม่ือเวลาผานไป 4 

วินาที วัตถุจึงจะตกถึงพ้ืนดิน 
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ความเขาใจคลาดเคล่ือน   

นักเรียนอาจเขาใจผิดวา 
dy dydx
dx dx

=∫ dx dy=∫ ∫  ท้ังนี้ ครูควรชี้แจงวา dy
dx

 ไมใชเศษสวน 

แตเปนสัญลักษณท่ีใชแทนอนุพันธอันดับ 1 ของ y  เทียบกับ x  แต dy dx
dx∫  คือ การหา

ปริพันธท่ีมี dy
dx

 เปนปริพัทธ และมี dx  เปนสัญลักษณท่ีบอกวาการหาปริพันธนี้เทียบกับ 

ตัวแปร x  

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับแบบฝกหัด  

• การหาปริพันธไมจํากัดเขตของฟงกชันในแบบฝกหัด 2.9 ขอ 2 อาจตองจัดรูปฟงกชันท่ี

กําหนดให กอนใชสูตรการหาปริพันธไมจํากัดเขต เชน ขอ 8) สามารถจัดรูป ( )2 3x x −  

ไดเปน 3 23x x−   

• แบบฝกหัด 2.9 ขอ 7  3) จะไดคําตอบจากการแกสมการกําลังสองเปน 3t =  หรือ 

17t =  ซ่ึงเปนไปไดท้ัง 2 คําตอบ โดย 3t =  เปนเวลาท่ีวัตถุกําลังเคลื่อนท่ีข้ึนและอยูใน

ตําแหนงท่ีสูงจากพ้ืนดิน 249.9 เมตร และ 17t =  เปนเวลาท่ีวัตถุกําลังเคลื่อนท่ีลงและ

อยูในตําแหนงท่ีสูงจากพ้ืนดิน 249.9 เมตร  
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ปริพันธจํากัดเขตและพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง 

 

 
ประเด็นสําคัญเกี่ยวกับเนื้อหาและส่ิงท่ีควรตระหนักเกี่ยวกับการสอน  

• ครูอาจเริ่มตนการสอนเก่ียวกับพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคงโดยยกตัวอยางการหาพ้ืนท่ีปดลอม

ดวยเสนตรง y x= , แกน X , เสนตรง 1x =  ถึง 2x =  โดยใชสูตรหาพ้ืนท่ีของรูป

เรขาคณิตท่ีนักเรียนเคยเรียนมาแลว จากนั้นจึงเปรียบเทียบกับการใชปริพันธจํากัดเขต 

ดังนี้  

 
 

วิธีท่ี 1   การหาพ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาโดยใชสูตรหาพ้ืนท่ีของรูปเรขาคณิต  

  จะเห็นวา พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาเปนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมคางหมู  

  ดังนั้น พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา =  
1
2
×ผลบวกของความยาวดานคูขนาน×ความสูง 

     =  ( )1 1 2 1
2
× + ×    

     =  
3
2

  ตารางหนวย 
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วิธีท่ี 2  การหาพ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงาโดยใชปริพันธจํากัดเขต  

  จะได  พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา =  
2

1

x dx∫   

     =  

22

12
x

  

     =  
4 1
2 2
−   

     =  
3
2

  ตารางหนวย 

จะเห็นวา พ้ืนท่ีท่ีไดจากการหาวิธีท่ี 1 เทากับวิธีท่ี 2  

• ให A  เปนพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  กับแกน X  จาก a  ถึง b  จะพบวา  

o ถา ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว ( )
b

a

A f x dx= ∫   

o ถา ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก [ ],x a b∈  แลว ( )
b

a

A f x dx= −∫  

o ถา [ ],c a b∈  ซ่ึง ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ],x a c∈  และ ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก 

[ ],x c b∈  แลว ( ) ( )
c b

a c

A f x dx f x dx= −∫ ∫  
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2.3 แนวทางการจัดกิจกรรมในหนังสือเรียน 

 
 กิจกรรม : สรางถนนอยางไรใหประหยัดงบ 

หมูบาน A  และหมูบาน B  อยูหางกัน 2 กิโลเมตร และหมูบานท้ังสองอยูหางจากถนนสาย 

หลัก 10 กิโลเมตร ดังรูป 

 
ถาตองการสรางถนนเชื่อมระหวางหมูบานท้ังสองเชื่อมกับถนนสายหลักโดยมีเง่ือนไขวาระยะ 

ทางจากแตละหมูบานไปยังถนนสายหลักตองเทากัน จะสรางถนนใหมีความยาวสั้นท่ีสุด เพ่ือให 

ประหยัดงบประมาณในการสรางมากท่ีสุด ไดอยางไร 

ข้ันตอนการปฏิบัติ 

1. นักเรียนมีแนวคิดท่ีจะสรางถนนอยางไร ใหสอดคลองกับเง่ือนไขขางตน 

2. นําแผนผังของหมูบานท้ังสองและถนนสายหลัก มาเขียนลงในระบบพิกัดฉาก โดยใหแกน X  

แทนถนนสายหลัก จุด ( )1, 10A −  แทนตําแหนงของหมูบาน A  และจุด ( )1, 10B  แทน

ตําแหนงของหมูบาน B   

3. กําหนด [ ]0, 10c∈  และจุด C  เปนจุดบนเสนตรง y c=  จงหาพิกัดของจุด C  ท่ีทําให  
AC BC=   

4. ใหจุด D  อยูบนแกน X  จงหาพิกัดของจุด D  ท่ีทําให CD  นอยท่ีสุด และจงหา CD  

ท่ีนอยท่ีสุดในรูปของ c   
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5. จงหา c  ท่ีทําให AC BC CD+ +  นอยท่ีสุด และจงหา AC BC CD+ +  ท่ีนอยท่ีสุด 

6. จากขอ 2 – 5 จงอธิบายวาจะสรางถนนเชื่อมระหวางหมูบานท้ังสองและเชื่อมกับถนนสาย

หลักอยางไร ใหระยะทางจากแตละหมูบานไปยังถนนสายหลักเทากัน และถนนมีความยาว

สั้นท่ีสุด พรอมท้ังหาความยาวของถนนท่ีสั้นท่ีสุดและระยะทางจากแตละหมูบานไปยัง

ถนนสายหลัก 
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เฉลยกิจกรรม : สรางถนนอยางไรใหประหยัดงบ 

1. คําตอบในขอนี้เปนเพียงการคาดการณ นักเรียนสามารถตอบไดอยางอิสระ ท้ังนี้ นักเรียน

สวนใหญอาจมีแนวคิดท่ีจะสรางถนนโดยเริ่มจากสรางถนนเชื่อมระหวางหมูบานท้ังสอง 

แลวสรางถนนอีกเสนจากจุดก่ึงกลางถนนเสนแรกไปตั้งฉากกับถนนเสนหลัก จะได

ความยาวของถนนท้ังหมด 12 กิโลเมตร ซ่ึงยังไมใชถนนท่ีสั้นท่ีสุด โดยนักเรียนจะได

ศึกษาวิธีการหาถนนท่ีสั้นท่ีสุดในข้ันตอนตอ ๆ ไป  

2. นําแผนผังของหมูบานท้ังสองและถนนสายหลัก มาเขียนลงในระบบพิกัดฉากไดดังนี้ 

 
3. พิกัดของจุด C  คือ ( )0, c  

4. CD  นอยท่ีสุด เม่ือ CD  ตั้งฉากกับแกน X  ดังนั้นจุด D  ตองมีพิกัดเปน ( )0,0   

 และ CD  ท่ีนอยท่ีสุด คือ c  กิโลเมตร 

5. เนื่องจาก ( )22 1 10AC BC CD c c+ + = + − +   

 ให ( ) ( )22 1 10f c c c= + − +   เม่ือ [ ]0,10c∈  

 ดังนั้น ( ) ( )
( )2

2 10
1

1 10

c
f c

c

−
′ = +

+ −
 

 ถา ( ) 0f c′ =  แลวจะได ( )
( )2

2 10
1 0

1 10

c

c

−
+ =

+ −
  นั่นคือ  110

3
c = −  

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0,10  คือ 110
3

−  
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 ตอไปคํานวณหา ( ) 10 , 10
3

f f  
− 

 
 และ ( )10f   

 จะได ( )0 2 101f =   

  110 10 3
3

f  
− = + 

 
 

  ( )10 12f =  

 สรุปไดวา 110
3

c = −  จะใหคาต่ําสุดสัมบูรณบนชวง [ ]0,10   

 และคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ 110 10 3 11.732
3

f  
− = + ≈ 

 
  

 ดังนั้น AC BC CD+ +  นอยท่ีสุด เม่ือ 110
3

c = −   

 และ AC BC CD+ +  ท่ีนอยท่ีสุด คือ 10 3+  ซ่ึงมีคาประมาณ 11.732  
6.  

 

จากรูป เนื่องจากจุด C  มีพิกัดเปน 10, 10
3

 
− 

 
 ดังนั้น จะตองสรางถนนจากแตละหมูบาน

มาเชื่อมกันท่ีจุดท่ีหางจากจุดก่ึงกลางระหวางหมูบานท้ังสอง (ซ่ึงมีพิกัดเปน ( )0, 10 ) เปน

ระยะทาง 1 110 10
3 3

 
− − = 
 

 กิโลเมตร หรือประมาณ 577 เมตร จากนั้น สรางถนน

จากจุดนี้ไปตั้งฉากกับถนนสายหลัก จึงจะทําใหความยาวของถนนท่ีสรางสั้นท่ีสุด โดยถนน

ท่ีสรางจะมีความยาวประมาณ 11.732 กิโลเมตร  แตเนื่องจากระยะทางจากแตละหมูบานไป 
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ยังจุด C มีความยาวประมาณ 
2

1 210 10 1
3 3

  
− − + =  
  

 กิโลเมตร หรือประมาณ 

1.155 กิโลเมตร ดังนั้น ระยะทางจากแตละหมูบานไปยังถนนสายหลักมีความยาวประมาณ 

11.732 1.155 10.577− =  กิโลเมตร 
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แนวทางการจัดกิจกรรม : สรางถนนอยางไรใหประหยัดงบ 

เวลาในการจัดกิจกรรม 50 นาที  

กิจกรรมนี้เสนอไวใหนักเรียนใชความรู เรื่อง แคลคูลัสเบื้องตน เพ่ือแกปญหาในสถานการณท่ี

กําหนดให  โดยกิจกรรมนี้มีสื่อ/แหลงการเรียนรู  และข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม ดังนี ้

ส่ือ/แหลงการเรียนรู 

1. ใบกิจกรรม “สรางถนนอยางไรใหประหยดังบ” 

2. เครื่องคํานวณซ่ึงสามารถเขียนกราฟได 

ข้ันตอนการดําเนินกิจกรรม 

1. ครูจับคูนักเรียนแบบคละความสามารถ จากนั้นแจกใบกิจกรรม “สรางถนนอยางไรให

ประหยัดงบ” ใหกับนักเรียนทุกคน แลวใหนักเรียนศึกษาสถานการณปญหา  

2. ครคูวรนําอภิปรายเก่ียวกับสถานการณปญหาในใบกิจกรรมเพ่ือใหนักเรียนทุกคนเขาใจ

ตรงกัน 

3. ครูใหนักเรียนตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1  ในใบกิจกรรม  

4. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 1 – 3 โดยไมตอง

คํานึงถึงความถูกตองของคําตอบ 

5. ครูใหนักเรียนแตละคูรวมกันตอบคําถามท่ีปรากฏในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 2 – 6 ในใบ

กิจกรรม ท้ังนี้ครูควรชี้แนะใหนักเรียนใชเครื่องคอมพิวเตอรเปนเครื่องมือชวยในการ

เขียนกราฟและการคํานวณหาคาประมาณ 

6. ครูและนักเรียนรวมกันอภิปรายเก่ียวกับคําตอบท่ีไดในข้ันตอนการปฏิบัติขอ 2 – 6  
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2.4 การวัดผลประเมินผลระหวางเรียน 

การวัดผลระหวางเรียนมีจุดมุงหมายเพ่ือปรับปรุงการเรียนรูและพัฒนาการเรียนการสอน และ

ตรวจสอบนักเรียนแตละคนวามีความรูความเขาใจในเรื่องท่ีครูสอนมากนอยเพียงใด การให

นักเรียนทําแบบฝกหัดเปนแนวทางหนึ่งท่ีครูอาจใชเพ่ือประเมินผลดานความรูระหวางเรียนของ

นักเรียน  ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอ

แบบฝกหัดท่ีครอบคลุมเนื้อหาท่ีสําคัญของแตละบทไว  สําหรับในบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน  

ครูอาจใชแบบฝกหัดเพ่ือวัดผลประเมินผลความรูในแตละเนื้อหาไดดังนี้ 

เนื้อหา แบบฝกหัด 

การหาลิมิตของฟงกชันจากตารางและกราฟ 2.1ก ขอ 1 – 7   

การหาลิมิตของฟงกชันโดยใชทฤษฎีบทเก่ียวกับลิมิต 2.1ข ขอ 1 – 6  

การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันท่ีจุด 2.2 ขอ 1, 5  

การพิจารณาความตอเนื่องของฟงกชันบนชวง 2.2 ขอ 2 – 4  

อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยและการหาอนุพันธของฟงกชันโดยใช

บทนิยาม 

2.3 ขอ 1 – 12 

การหาอนุพันธของฟงกชันโดยใชสูตร 2.4 ขอ 1 – 7 

การหาอนุพันธของฟงกชันประกอบ 2.5 ขอ 1 – 7  

การหาความชันของเสนโคงและเสนสัมผัสเสนโคง 2.6 ขอ 1 – 11  

การหาอนุพันธอันดับสูง 2.7 ขอ 1 – 5  

การประยุกตของอนุพันธเก่ียวกับการเคลื่อนท่ีแนวตรง 2.8.1 ขอ 1 – 4  
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เนื้อหา แบบฝกหัด 

การประยุกตของอนุพันธเก่ียวกับคาสูงสุดและคาต่ําสุดของฟงกชัน 2.8.2 ขอ 1 – 4  

การแกโจทยปญหาเก่ียวกับคาสูงสุดและคาต่ําสุด 2.8.3 ขอ 1 – 16  

การหาปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต และการแกโจทยปญหา

โดยใชความรูเก่ียวกับปฏิยานุพันธและปริพันธไมจํากัดเขต 

2.9 ขอ 1 – 12 

การหาปริพันธจํากัดเขตและการแกโจทยปญหาโดยใชความรู

เก่ียวกับปริพันธไมจํากัดเขต 

2.10 ขอ 1 – 2  

การหาพ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2.11 ขอ 1 – 4  

 



     
     
     

 บทท่ี 2 | แคลคูลสัเบื้องตน   
 

  134 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2.5 การวิเคราะหแบบฝกหัดทายบท 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 มีจุดมุงหมายวาเม่ือนักเรียน

ไดเรียนจบบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน แลวนักเรียนสามารถ 

1. หาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให 

2. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให 

3. หาความชันของเสนโคง 

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา 

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให และนําไปใชแกปญหา 

ซ่ึงหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ไดนําเสนอแบบฝกหัด

ทายบทท่ีประกอบดวยโจทยเพ่ือตรวจสอบความรูหลังเรียน โดยมีวัตถุประสงคเพ่ือวัดความรูความ

เขาใจของนักเรียนตามจุดมุงหมาย ซ่ึงประกอบดวยโจทยฝกทักษะหรือโจทยท่ีมีความนาสนใจ 

และโจทยทาทาย  ครูอาจเลือกใชแบบฝกหัดทายบทวัดความรูความเขาใจของนักเรียนตาม

จุดมุงหมายของบทเพ่ือตรวจสอบวานักเรียนมีความสามารถตามจุดมุงหมายเม่ือเรียนจบ

บทเรียนหรือไม 

ท้ังนี้ แบบฝกหัดทายบทแตละขอในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

บทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียน ดังนี ้

จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

1.  หาลิมิตของฟงกชันท่ีกําหนดให 1 1) – 8) 

 2 1) – 6) 

 3 1) – 4) 

 9*  

 10 1) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

2. ตรวจสอบความตอเนื่องของฟงกชันท่ีกําหนดให 4 1) – 4)  

 5 1) – 4) 

 6 1) – 4) 

 7 1) – 2) 

 8  

 9*  

 10 2) 

 12 1) – 2) 

3. หาความชันของเสนโคง 15 1) – 2) 

 16  

 17  

 19  

 20  

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา 13 1) – 4) 

 14 1) – 10) 

 18  

 21  

 22  

 23  

 24  

 25  

 26  

 27 1) – 4) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

4. หาอนุพันธของฟงกชันท่ีกําหนดใหและนําไปใชแกปญหา (ตอ) 28 1) – 3) 

 29 1) – 2) 

 30 1) – 4) 

 31  

 32 1) – 2) 

 33  

 34  

 35  

 36 1) – 2) 

 37 1) – 4) 

 38 1) – 2) 

 39  

 40  

 44  

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให  45 1) – 8) 

 และนําไปใชแกปญหา 46  

 47 1) – 2) 

 48 1) – 2) 

 50  

 51  

 52  

 53 1) – 3) 

 55 1) – 4), 6) – 7) 
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จุดมุงหมาย แบบฝกหัดทายบทขอท่ี 

5. หาปริพันธไมจํากัดเขตและจํากัดเขตของฟงกชันท่ีกําหนดให  56 1) – 3) 

 และนําไปใชแกปญหา (ตอ) 57  

 58  

 59  

 60  

 62 1) – 2) 

 63 1) – 2) 

 64  

โจทยฝกทักษะ/โจทยท่ีมีความนาสนใจ 11  

 49  

โจทยทาทาย 41  

 42  

 43 1) – 2)  

 54  

 55 5), 8) 

 61  
 
หมายเหตุ 

 แบบฝกหัดทายบทขอ 9 สอดคลองกับจุดมุงหมายของบทเรียนมากกวา 1 จุดมุงหมาย 
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2.6 ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครู 

ความรูเพ่ิมเติมสําหรับครูท่ีจะกลาวถึงในคูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 

เลม 1 บทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน มี 3 หัวขอ ไดแก 

1. การพิสูจนทฤษฎีบทเก่ียวกับแคลคูลัสท่ีกลาวถึงแตไม ไดแสดงการพิสูจนไว ใน 

หนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 

2. ความสัมพันธระหวางอนุพันธและความตอเนื่องของฟงกชัน f  ท่ีจุด c 

3. ปริพันธไมตรงแบบ (Improper Integral) 

โดยมีรายละเอียดในแตละหัวขอเปนดังนี้ 
 
การพิสูจนทฤษฎีบทเกี่ยวกับแคลคูลัสท่ีกลาวถึงในหนังสือเรียน 

หัวขอนี้แบงการนําเสนอเปน 2 สวน ไดแก 

สวนท่ี 1 ทฤษฎีบท บทนิยาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

โดยมีรายละเอียดในแตละสวนเปนดังนี้ 

สวนท่ี 1  ทฤษฎีบท บทนยิาม และบทแทรกท่ีใชในการพิสูจน 

• ทฤษฎีบท i 

ให a  และ b  เปนจํานวนจรงิใด ๆ 

1.  a b b a− = −   

2.  a b a b+ ≤ +     (อสมการสามเหลี่ยม : Triangle Inequality)  

3.  a b a b− ≤ +  

4.  a b a b− ≤ −  

• ทฤษฎีบท ii 

ให x  และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ และ n  เปนจํานวนเต็มบวก แลว 
n nx a− = ( ) ( )1 2 2 3 1...n n n nx a x ax a x a− − − −− ⋅ + + + +  
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• บทนิยาม iii 

ให A⊂   จะกลาววา x∈  เปนจุดลิมิต (limit point) ของเซต A  ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก 

0ε >  ชวง ( ),x xε ε− +  จะตองมีสมาชิกในเซต A  ในชวง ( ),x xε ε− +  ท่ีไมใชจุด x  

กลาวคือ  x  เปนจุดลิมิตของเซต A  ก็ตอเม่ือ ( ) { }( )0, ,x x A xε ε ε∀ > − + ∩ − ≠∅  

ตัวอยาง   

จํานวนจริงทุกจํานวนเปนจุดลิมิตของเซตของจํานวนจริง เนื่องจาก สําหรับทุก x∈  

จะไดวา ( ) { }( ),x x xε ε− + ∩ − ≠ ∅  ทุก 0ε >  

• บทนิยาม iv 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  จะกลาววา จํานวนจริง L  เปนลิมิตของ f  

เม่ือ x  เขาใกล a  ซ่ึงเขียนแทนดวย ( )lim
x a

f x L
→

=  ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก 0ε >  จะมี 

0δ >  ซ่ึงทําให ( )f x L ε− <  สําหรับทุก x A∈  ท่ี x a δ− <  กลาวคือ 

( )lim
x a

f x L
→

=  ก็ตอเม่ือ ถา 0 0 ,x A x aε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ − <  แลว ( )f x L ε− <  

• ทฤษฎีบท v 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  

1.  ถา ( )lim 0
x a

f x
→

>  แลว จะมี δ  ซ่ึง ( ) 0f x >  ทุก ( ) { }( ),x a a A aδ δ∈ − + ∩ −   

2.  ถา ( )lim 0
x a

f x
→

<  แลว จะมี δ  ซ่ึง ( ) 0f x <  ทุก ( ) { }( ),x a a A aδ δ∈ − + ∩ −  

3.  ถา ( )lim 0
x a

f x
→

≠  แลว จะมี δ  ซ่ึง ( ) 0f x ≠  ทุก ( ) { }( ),x a a A aδ δ∈ − + ∩ −   

• บทนิยาม vi 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ c A∈  จะกลาววา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  

ก็ตอเม่ือ ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  
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• บทนิยาม vii 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  อนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี a   

เขียนแทนดวย ( )f a′  คือ 

( ) ( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
f a

h→

+ −
′ =  

ถาเราให x a h= +  เราจะเห็นวา เม่ือ h  ลูเขาสู 0 แลว x  จะลูเขาสู a   

โดยการเปลี่ยนตัวแปร จะสามารถเขียนอนุพันธของฟงกชัน f  ท่ี a  ไดอีกวิธีดังนี้ 

( ) ( ) ( )lim
x a

f x f a
f a

x a→

−
′ =

−
 

• ทฤษฎีบท viii 

ให A⊂   ฟงกชัน :f A→  และ a A∈  ถา f  มีอนุพันธท่ี a  แลว f จะมีความตอเนื่องท่ี a   

• ทฤษฎีบท ix (ทฤษฎีบทคามัชฌิม : Mean Value Theorem) 

ให [ ]: ,f a b →  เปนฟงกชันตอเนื่อง และมีอนุพันธท่ีทุกจุดในชวง ( ),a b  แลว  

จะมี ( ),c a b∈  ซ่ึง  

( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

 

• บทนิยาม x 

ให A⊂   และ :f A→  เปนฟงกชัน จะกลาววา 

1.  f  เปนฟงกชันเพ่ิม (increasing function) ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก ,x y A∈      

 ถา x y<  แลว ( ) ( )f x f y<  

2.  f  เปนฟงกชันลด (decreasing function) ก็ตอเม่ือ สําหรับทุก ,x y A∈   

 ถา x y<  แลว ( ) ( )f x f y>  
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• บทนิยาม xi 

ให A⊂   จะกลาววา  

1.  u  เปนขอบเขตบน (upper bound) ของเซต A  ถา u a≥  ทุก a A∈  และจะกลาววา 

A  มีขอบเขตบน (bounded above) เม่ือมีจํานวนจริง u  ท่ีเปนขอบเขตบนของ A  

2.  l  เปนขอบเขตลาง (lower bound) ของเซต A  ถา l a≤  ทุก a A∈  และจะกลาววา 

A  มีขอบเขตลาง (bounded below) เม่ือมีจํานวนจริง l  ท่ีเปนขอบเขตลางของ A  

จะกลาววา A  เปนเซตมีขอบเขต (bounded set) เม่ือ A  มีท้ังขอบเขตบนและขอบเขตลาง 

• ทฤษฎีบท xii 

ให [ ]: ,f a b →  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  แลวเรนจของ f  เปนเซตปดท่ีมีขอบเขต 

• บทนิยาม xiii 

ให A⊂   เรียกจํานวนจริง x  วาเปนขอบเขตบนนอยสุด (least upper bound) หรือ

ซูพรีมัม (supremum) ของ A  เขียนแทนดวย supx A=  ก็ตอเม่ือ   

1.  x  เปนขอบเขตบนของ A  

2.  ถา y  เปนขอบเขตบนของ A  แลว x y≤  

• บทนิยาม xiv 

ให A⊂   เรียกจํานวนจริง x  วาเปนขอบเขตลางมากสุด (greatest lower bound) หรือ

อินฟมัม (infimum) ของ A  เขียนแทนดวย infx A=  ก็ตอเม่ือ   

1.  x  เปนขอบเขตลางของ A  

2.  ถา y  เปนขอบเขตลางของ A  แลว y x≤  

• ทฤษฎีบท xv 

ให A  เปนเซตปดท่ีไมเปนเซตวาง 

1.  ถา A  มีขอบเขตบน แลว sup A A∈  

2.  ถา A  มีขอบเขตลาง แลว inf A A∈  
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สวนท่ี 2 แนวทางการพิสูจนทฤษฎีบทในหนังสือเรียน 

• ทฤษฎีบท 1 

ให a  เปนจํานวนจริง จะไดวา 

1.  lim
x a

c c
→

=  เม่ือ c  เปนคาคงตัวใด ๆ 

2.  lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  

พิสูจน 

1. จากบทนิยาม iv จะเห็นวาในท่ีนี้ ( )f x c=  L c=  และ A =    

 ให 0ε >   

 เลือก δ ε=   

 ให x A∈  ท่ี x a δ− <  

 จะไดวา ( ) 0f x L c c ε− = − = <  

 นั่นคือ lim
x a

c c
→

=  

2. ในการพิสูจนวา lim n n

x a
x a

→
= จะแบงการพิสูจนออกเปน 2 ข้ัน คือ  

     ข้ันท่ี 1 จะแสดงวา lim
x a

x a
→

=   

     ข้ันท่ี 2 จะแสดงวา lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  โดยท่ี 1n ≠  

ข้ันท่ี 1  

ให 0ε >   

เลือก 1δ ε=  

สําหรับทุก x∈  ท่ี 1x a δ− <  จะไดวา x a ε− <  

นั่นคือ lim
x a

x a
→

=  

ข้ันท่ี 2  

ให n∈  โดยท่ี 1n ≠  

เนื่องจาก lim
x a

x a
→

=  

จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <   แลว 
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       x a−  <  1 

  x a−  ≤  x a−  <  1 

                x    <  1 a+  

  พิจารณา 

       1 2 2 3 2 1n n n n nx ax a x a x a− − − − −+ + + + +
 

      ≤  1 2 2 3 2 1n n n n nx ax a x a x a− − − − −+ + + + +
 

      =  1 2 32 2 1n n n n nx a x a x a x a− − − − −+ + + + +  

      <  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n na a a a a a a a
− − − − −+ + + + + + + + +  

   ให ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n n

nk a a a a a a a a
− − − − −= + + + + + + + + +  

    จะไดวา 0nk >  

    ให 0ε >   

    ดังนั้น 0
nk
ε

>  

    เลือก 2min ,
nk
εδ δ

 
=  

 
 

    ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

     n nx a−  

       = ( ) ( )1 2 2 3 2 1n n n n nx a x ax a x a x a− − − − −− ⋅ + + + + +
 

      = 1 2 2 3 2 1n n n n nx a x ax a x a x a− − − − −− ⋅ + + + + +
 

       ≤ ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n nx a a a a a a a a a
− − − − −− ⋅ + + + + + + + + +  

      < nkδ ⋅  

      ≤ n
n

k
k
ε
⋅  

      = ε  
    นั่นคือ lim n n

x a
x a

→
=  เม่ือ n∈  
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• ทฤษฎีบท 2 

กําหนดให ,a L  และ M  เปนจํานวนจริงใด ๆ ถา f  และ g  เปนฟงกชันท่ีมีโดเมนและ 

เรนจเปนสับเซตของเซตของจํานวนจริง โดยท่ี ( )lim
x a

f x L
→

=  และ ( )lim
x a

g x M
→

=  แลว 

1.  ( ) ( )lim lim
x a x a

cf x c f x cL
→ →

= =  เม่ือ c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง 

2.  ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

+ = + = +  

3.  ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

− = − = −  

4.  ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x f x g x L M
→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅  

5.  ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
g x g x M

→

→
→

 
= =  

 
 เม่ือ 0M ≠   

6.  ( )( ) ( )( )lim lim
nn n

x a x a
f x f x L

→ →
= =  เม่ือ n∈  

พิสูจน 

1. สมมติ f gD D A= =  โดยท่ี A  เปนสับเซตของเซตของจํานวนจริงท่ีไมเปนเซตวาง 

  ให c  เปนคาคงตัวท่ีเปนจํานวนจริง และ 0ε >  

  เนื่องจาก 0c ≥  

  ดังนั้น 1 0c + >  

  จะไดวา 0
1c

ε
>

+
 

  เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

  จะมี 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา x a δ− <  แลว ( )
1

f x L
c
ε

− <
+

 

  ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

   ( )cf x cL− = ( )c f x L− <
1

c
c
ε

⋅
+

< ε  

  นั่นคือ ( ) ( )lim lim
x a x a

cf x cL c f x
→ →

= =  

2. ให 0ε >  

เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  
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 จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว ( )
2

f x L ε
− <  

 เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

 จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว ( )
2

g x M ε
− <  

 เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

 ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

  ( ) ( )( ) ( )f x g x L M+ − + = ( )( ) ( )( )f x L g x M− + −  

            ≤ ( ) ( )f x L g x M− + −  

            <
2 2
ε ε
+  

           = ε  

 นั่นคือ ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x L M f x g x
→ → →

+ = + = +  

3. ให 0ε >  

 เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

 จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว ( )
2

f x L ε
− <  

 เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

 จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว ( )
2

g x M ε
− <  

 เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

 ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

  ( ) ( )( ) ( )f x g x L M− − −  =  ( )( ) ( )( )f x L g x M− − −  

           ≤  ( ) ( )f x L g x M− + −  

           <  
2 2
ε ε
+  

           =  ε  

นั่นคือ ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x L M f x g x
→ → →

− = − = −  
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4. ให 0ε >  

    เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

   จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว  

( ) ( )2 1
g x M

L
ε

− <
+

 

   และจะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว 

   ( )g x M−  <    1 

  ( )g x M−  <  ( )g x M−  <    1 

              ( )g x  <    1 M+  

  เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

 จะมี 3 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 3x a δ− <  แลว  

( ) ( )2 1
f x L

M
ε

− <
+

 

  เลือก { }1 2 3min , ,δ δ δ δ=  

  ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

  ( ) ( )f x g x L M⋅ − ⋅ = ( ) ( ) ( ) ( )f x g x L g x L g x L M⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

           = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )f x g x L g x L g x L M⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

          ≤ ( ) ( ) ( ) ( )f x g x L g x L g x L M⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  

          = ( ) ( ) ( )g x f x L L g x M⋅ − + ⋅ −  

          < ( ) ( ) ( )
1

2 1 2 1
M L

M L
ε ε

+ ⋅ + ⋅
+ +

 

          <
2 2
ε ε
+  

          = ε  

  นั่นคือ ( ) ( )( ) ( ) ( )lim lim lim
x a x a x a

f x g x L M f x g x
→ → →

⋅ = ⋅ = ⋅  
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5. สมมติให 0M ≠  

   ตองการแสดงวา 
( )
1 1lim

x a g x M→
=  

  เนื่องจาก ( )lim 0
x a

g x M
→

= ≠  

  โดยทฤษฎีบท v จะไดวา มี 1 0δ >  ซ่ึง ( ) 0g x ≠  สําหรับ ( ) { }( )1 1,x a a A aδ δ∈ − + ∩ −  

  กลาวคือ ท่ีรอบ ๆ จุด a  คาของ ( ) 0g x ≠  

  เนื่องจาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

  ดังนั้น สําหรับ 1x a δ− <  จะไดวา 

       ( )g x M−  <
2
M

 

         ( )M g x− ≤  ( )M g x−   <
2
M

 

               ( )g x  >  
2
M

 

              
( )
1

g x
 <  2

M
 

ให 0ε >  

จะไดวา 
2

0
2

M ε
>  

     จาก ( )lim
x a

g x M
→

=  

จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว  

( )
2

2
M

g x M
ε

− <  

    เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

    ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 
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( )
1 1

g x M
−  =  ( )

( )
M g x
M g x
−
⋅

 

   =  
( )

( )1 1 M g x
M g x

⋅ ⋅ −  

   =  
( )

( )1 1 g x M
M g x

⋅ ⋅ −  

   <  

2
1 2

2
M

M M
ε

⋅ ⋅   

   =  ε  

    นั่นคือ 
( )
1 1lim

n g x M→∞
=  

    จากบทพิสูจนกอนหนา จะไดวา 

( )
( ) ( ) ( )

1lim lim
x a x a

f x
f x

g x g x→ →

   
= ⋅      

   
 

( ) ( )
1lim lim

x a x a
f x

g x→ →
= ⋅  

1L
M

= ⋅  

L
M

=  

( )
( )

lim

lim
x a

x a

f x

g x
→

→

=  

   นั่นคือ ( )
( )

( )
( )

lim
lim

lim
x a

x a
x a

f xf x L
g x M g x

→

→
→

 
= =  

 
 

6.  เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

    จะมี 1 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 1x a δ− <  แลว 

             ( )f x L−  <  1 

       ( )f x L−  ≤  ( )f x L−  <  1 

                     ( )f x  <  1 L+  
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    ให n∈  โดยท่ี 1n ≠  

    พิจารณา  

    ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L− − − − −+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

      ≤ ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L− − − − −+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

      = ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L− − − − −+ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

      < ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n nL L L L L L L L
− − − − −+ + + + + + + + +  

    ให ( ) ( ) ( ) ( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n n

nk L L L L L L L L
− − − − −= + + + + + + + + +  

    จะเห็นวา 0nk >  

    สมมต ิ 0ε >  

    เนื่องจาก ( )lim
x a

f x L
→

=  

    จะมี 2 0δ >  ท่ีสําหรับทุก x A∈  ถา 2x a δ− <  แลว ( )
n

f x L
k
ε

− <  

    เลือก { }1 2min ,δ δ δ=  

    ให x A∈  ท่ี x a δ− <  จะไดวา 

          ( )( )n nf x L−   

           = ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L f x L− − − − −− ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +
 

           = ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 32 2 1n n n n nf x L f x L f x L f x L f x L− − − − −− ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +  

           ≤ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 32 2 11 1 1 1
n n n n nf x L L L L L L L L L
− − − − −− ⋅ + + + + + + + + +

 

           < n
n

k
k
ε
⋅  

           = ε  

  นั่นคือ ( )( ) ( )( )lim lim
nn n

x a x a
f x L f x

→ →
= =  เม่ือ n∈  
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• ทฤษฎีบท 3 

ให p  เปนฟงกชันพหุนาม และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ จะไดวา ( ) ( )lim
x a

p x p a
→

=  

พิสูจน 

ให 1 2
1 2 1 0( ) n n n

n n np x c x c x c x c x c− −
− −= + + + + +  เม่ือ 0 1, ,..., nc c c  เปนคาคงตัว 

ท่ีเปนจํานวนจริง และ n  เปนจาํนวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย 

จะไดวา lim ( )
x a

p x
→

 = ( )1 2
1 2 1 0lim n n n

n n nx a
c x c x c x c x c− −

− −→
+ + + + +

 

  = ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 0lim lim lim lim limn n n

n n nx a x a x a x a x a
c x c x c x c x c− −

− −→ → → → →
+ + + + +

 

  = 1 2
1 2 1 0lim lim lim lim limn n n

n n nx a x a x a x a x a
c x c x c x c x c− −

− −→ → → → →
+ + + + +  

  = 1 2
1 2 1 0

n n n
n n nc a c a c a c a c− −

− −+ + + + +  
  = ( )p a  

• ทฤษฎีบท 4 

ให f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม  

จะไดวา ( ) ( )
( )

lim
x a

p a
f x

q a→
=  สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠  

พิสูจน 

ให ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ ( )p x  และ ( )q x  เปนฟงกชันพหุนาม  

พิจารณา สําหรับ a∈  ซ่ึง ( ) 0q a ≠   

จะไดวา lim ( )
x a

f x
→

=
( )
( )

lim
x a

p x
q x→

=
( )
( )

lim

lim
x a

x a

p x

q x
→

→

=
( )
( )

p a
q a
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• ทฤษฎีบท 5 

ถา f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  แลว 

1.  f g+  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

2.  f g−  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

3.  f g⋅  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

4.  f
g

 เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ ( ) 0g a ≠   

พิสูจน 

ให f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

ดังนั้น ( )lim ( )
x a

f x f a
→

=  และ ( )lim ( )
x a

g x g a
→

=  

1. ( )lim ( )
x a

f g x
→

+  = ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+  

  = lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

+  

  = ( ) ( )f a g a+  

  = ( )( )f g a+  

 นั่นคือ f g+  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

2. ( )lim ( )
x a

f g x
→

−  = ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

−  

  = lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

−  

  = ( ) ( )f a g a−  

  = ( )( )f g a−  

 นั่นคือ f g−  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

3. ( )lim ( )
x a

f g x
→

⋅  = ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

⋅  

  = lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x
→ →

⋅  

  = ( ) ( )f a g a⋅   

  = ( )( )f g a⋅  

 นั่นคือ f g⋅  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  
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4. พิจารณา สําหรับ a∈  ซ่ึง ( ) 0g a ≠  

จะไดวา lim ( )
x a

f x
g→

 = ( )lim
( )x a

f x
g x→

 

 = 
lim ( )

lim ( )
x a

x a

f x

g x
→

→

 

 = ( )
( )

f a
g a

 

 = ( )f a
g

 
 
 

 

นั่นคือ f
g

 เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ ( ) 0g a ≠  

• ทฤษฎีบท 6 

สําหรับจํานวนจริง a  ใด ๆ ฟงกชันพหุนาม p  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

พิสูจน 

ให p  เปนฟงกชันพหุนาม 

โดยทฤษฎีบท 3 จะไดวา ( ) ( )lim
x

p x p a
→∞

=  

นั่นคือ ฟงกชันพหุนาม p  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  

• ทฤษฎีบท 7 

ถา f  เปนฟงกชันท่ี ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ p  และ q  เปนฟงกชันพหุนาม  

แลว f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  จํานวนจริงใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠  

พิสูจน 

ให ( ) ( )
( )

p x
f x

q x
=  เม่ือ ( )p x  และ ( )q x  เปนฟงกชันพหุนาม 

พิจารณา สําหรับ a∈  ซ่ึง ( ) 0q a ≠  

โดยทฤษฎีบท 4 จะไดวา ( ) ( )
( )

lim
x a

p a
f x

q a→
=  

นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  จํานวนจริงใด ๆ ท่ี ( ) 0q a ≠  
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• สูตรท่ี 9 

ถา f  หาอนุพันธไดท่ี x  และ g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  แลว  

( ) ( ) ( )( ) ( )g f x g f x f x′ ′ ′= ⋅  

พิสูจน 

สมมติให f  หาอนุพันธไดท่ี x  และ g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  

พิจารณา   ( )( ) ( )( )
0

lim
h

g f x h g f x
h→

+ − 

 

  =
( )( ) ( )( )

0
lim
h

g f x h g f x
h→

+ −
 

  =
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
0

lim
h

g f x h g f x f x h f x
f x h f x h→

+ − + −
⋅

+ −
  เม่ือ ( ) ( ) 0f x h f x+ − ≠  

เนื่องจาก f  หาอนุพันธไดท่ี x   

จะไดวา ( ) ( ) ( )
0

lim
h

f x h f x
f ' x

h→

+ −
=  

พิจารณา 
( )( ) ( )( )
( ) ( )0

lim
h

g f x h g f x
f x h f x→

+ −

+ −
 

ให ( ) ( )k f x h f x= + −   

จะเห็นวา ถา h  เขาใกล 0  แลว k  จะเขาใกล 0  

ดังนั้น 
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
0 0

lim lim
h k

g f x h g f x g f x k g f x
f x h f x k→ →

+ − + −
=

+ −
 

จาก g  หาอนุพันธไดท่ี ( )f x  

จะไดวา 
( )( ) ( )( ) ( )( )

0
lim
k

g f x k g f x
g f x

k→

+ −
′=  
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ดังนั้น  ( )( ) ( )( )
0

lim
h

g f x h g f x
h→

+ − 

 = 
( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
0

lim
h

g f x h g f x f x h f x
f x h f x h→

+ − + −
⋅

+ −
 

  = 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0
lim lim
k h

g f x k g f x f x h f x
k h→ →

+ − + −
⋅   

  = ( )( ) ( )g f x f x′ ′⋅   

นั่นคือ ( ) ( )g f x′
 = ( )( ) ( )g f x f x′ ′⋅  

• ทฤษฎีบท 8 

ให f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง A  ซ่ึงเปนสับเซตของโดเมนของฟงกชัน f  

1. ถา ( ) 0f x′ >  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง A   

2. ถา ( ) 0f x′ <  สําหรับทุก x  ในชวง A  แลว f  เปนฟงกชันลดบนชวง A  

พิสูจน 

เนื่องจาก f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง A  

ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง A  

ให ,a b A∈  โดยท่ี a b<  

ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  และ มีอนุพันธบนชวง ( ),a b  

โดยทฤษฎีบทคามัชฌิม จะมี ( ),c a b∈  ท่ี ( ) ( ) ( )f b f a
f c

b a
−

′ =
−

  

1. สมมติให ( ) 0f x′ >  สําหรับทุก x  ในชวง A  

 จะได  ( ) ( ) 0
f b f a

b a
−

>
−

 

 ดังนั้น ( ) ( ) 0f b f a− >  หรือ ( ) ( )f b f a>  

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง A   

2. สมมติให ( ) 0f x′ <  สําหรับทุก x  ในชวง A  

 จะได  ( ) ( ) 0
f b f a

b a
−

<
−

 

 ดังนั้น ( ) ( ) 0f b f a− <  หรือ ( ) ( )f b f a<  

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันลดบนชวง A   
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• ทฤษฎีบท 9 

ให f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈   

ถาฟงกชัน f  มีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา  

แลว ( ) 0f c′ =  

พิสูจน 

สมมติให f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา 

จะไดวา ( ) ( )f c f x≥  ทุก x  ในชวง ( ),a b  

เม่ือ x c>   

 จาก 0x c− >  และ ( ) ( )f c f x≥   

 จะได ( ) ( ) 0
f x f c

x c
−

≤
−

   

 ดังนั้น ( ) ( )lim 0
x c

f x f c
x c+→

−
≤

−
 

เม่ือ x c<   

 จาก 0x c− <  และ ( ) ( )f c f x≥   

 จะได 
( ) ( ) 0

f x f c
x c
−

≥
−

  

 ดังนั้น 
( ) ( )lim 0

x c

f x f c
x c−→

−
≥

−
 

เนื่องจาก ( )f c′  มีคา ดังนั้น  ( ) ( ) ( )lim 0
x c

f x f c
f c

x c→

−
′ = =

−
 

หมายเหตุ  

 กรณี ถา f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี x c=  และ ( )f c′  มีคา แลว ( ) 0f c′ =  สามารถ

พิสูจนไดในทํานองเดียวกัน 
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• ทฤษฎีบท 10 

ให f  เปนฟงกชันท่ีหาอนุพันธไดบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ f  

       ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปนจํานวนจริงลบ เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c   

แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

       ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบเปนจํานวนจรงิบวก เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c   

แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

พิสูจน 

สมมติ ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปนจาํนวนจริงลบ เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

นั่นคือ จะมี 0δ >  ท่ี ( ) 0f x′ >  ทุก ( ),x c cδ∈ −  และ ( ) 0f x′ <  ทุก ( ),x c c δ∈ +  

ให ( ),x c cδ∈ −   

จะไดวา f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง [ ],x c  และมีอนุพันธบนชวง ( ),x c  

โดยทฤษฎีบทคามัชฌิม จะมี ( ),d x c∈  ท่ี ( ) ( ) ( )f c f x
f d

c x
−

′ =
−

 และ ( ) 0f d′ >  

จะไดวา  ( ) ( ) 0f c f x− >  เนื่องจาก 0c x− >  

ดังนั้น ( ) ( )f c f x>  ทุก x  ในชวง ( ),c cδ−  

ให ( ),x c c δ∈ +   

จะไดวา f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง [ ],c x  และมีอนุพันธบนชวง ( ),c x  

โดยทฤษฎีบทคามัชฌิม จะมี ( ),e c x∈  ท่ี ( ) ( ) ( )f x f c
f e

x c
−

′ =
−

 และ ( ) 0f e′ <  

จะไดวา  ( ) ( ) 0f x f c− <  เนื่องจาก 0x c− >  

ดังนั้น ( ) ( )f c f x>  ทุก x  ในชวง ( ),c c δ+  

ฉะนั้น ( ) ( )f c f x≥  ทุก x  ในชวง ( ),a b   

นั่นคือ ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

หมายเหตุ 

กรณี ถา ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงลบเปนจํานวนจริงบวก เม่ือ x  เพ่ิมข้ึนรอบ ๆ c  

แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  สามารถพิสูจนไดในทํานองเดียวกัน 
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• ทฤษฎีบท 11 

กําหนดให f  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องบนชวง ( ),a b  และ ( ),c a b∈  เปนคาวิกฤตของ f  ซ่ึง 

( ) 0f c′ =  และ ( )f c′′  มีคา 

1.  ถา ( ) 0f c′′ >  แลว ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f   

2. ถา ( ) 0f c′′ <  แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  

พิสูจน 

สมมติให ( ) 0f c′′ >  

จากบทนิยามของอนุพันธ จะไดวา  

( ) ( ) ( )

( )

lim

lim

x c

x c

f x f c
f " c

x c
f x
x c

→

→

′ ′−
=

−
′

=
−

 

เนื่องจาก ( ) 0f c′′ >  

จะไดวา 
( )lim 0

x c

f x
x c→

′
>

−
 

กรณี x c<   

 จะเห็นวา 0x c− <   

 ดังนั้น ( ) 0f x′ <   

กรณี x c>   

 จะเห็นวา 0x c− >   

 ดังนั้น ( ) 0f x′ >   

โดยทฤษฎีบท 10 จะไดวา ( )f c  เปนคาต่ําสุดสัมพัทธของ f  

หมายเหตุ 

กรณี ถา ( ) 0f c′′ <  แลว ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมพัทธของ f  สามารถพิสูจนไดใน

ทํานองเดียวกัน 
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• ทฤษฎีบท 12 

ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  แลว f  จะมีท้ังคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณ

บนชวง [ ],a b  

พิสูจน 

เนื่องจาก [ ],a b  เปนชวงปด และ f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ],a b  

โดยทฤษฎีบท xii จะไดวา fR  เปนเซตปดท่ีมีขอบเขต 

ให sup fz R=  และ inf fw R=  

จะไดวา ( )w f x z≤ ≤  ทุก x  ในชวง [ ],a b  

เนื่องจาก fR  เปนเซตปดท่ีมีขอบเขต 

โดยทฤษฎีบท xv จะไดวา fz R∈  และ fw R∈  

ดังนั้น จะมี [ ], ,c d a b∈  ท่ี ( )z f c=  และ ( )w f d=  

จาก ( ) ( )f c f x≥  และ ( ) ( )f d f x≤  ทุก x  ในชวง [ ],a b  

จะเห็นวา ( )f c  เปนคาสูงสุดสัมบูรณ และ ( )f d  เปนคาต่ําสุดสัมบูรณ บนชวง [ ],a b  

นั่นคือ f  มีคาสูงสุดสัมบูรณและคาต่ําสุดสัมบูรณบนชวง [ ],a b  
 
ความสัมพันธระหวางอนุพันธและความตอเนื่องของฟงกชัน  f  ท่ีจุด c 

ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวงเปด ( ),a b  และ ( ),c a b∈   

ถา f  มีอนุพันธท่ี c  แลว  f  จะมีความตอเนื่องท่ี c   

แสดงการพิสูจนไดดังนี ้

พิสูจน 

ให  f  เปนฟงกชันท่ีนิยามบนชวงเปด ( ),a b  และ ( ),c a b∈  

สมมติวา f  มีอนุพันธท่ี c   

สําหรับ ( ),x a b∈  ซ่ึง x c≠  จะไดวา 
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 ( ) ( )f x f c−  = 
( ) ( ) ( )f x f c

x c
x c
−

⋅ −
−

 

         ( ) ( )( )lim
x c

f x f c
→

−  = 
( ) ( ) ( )( )lim lim

x c x c

f x f c
x c

x c→ →

 − 
⋅ − − 

 

   = ( ) 0f c′ ⋅  
   = 0 
นั่นคือ  ( ) ( )lim

x c
f x f c

→
=  

ดังนั้น f  มีความตอเนื่องท่ี c   

หมายเหต ุ

 ในทางตรงกันขาม ถา f  มีความตอเนื่องท่ี c  แลว อนุพันธของ f  ท่ี c  อาจไมมีคา

ก็ได เชน ในกรณีท่ี ( )f x x=  เขียนกราฟของ f  ไดดังนี้ 

 
 
จากกราฟ จะเหน็วา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  แตจากตัวอยางท่ี 25 จะไดวา ( )0f ′  
 
ปริพันธไมตรงแบบ (Improper Integral) 

ปริพันธจํากัดเขต ( )
b

a

f x dx∫  ท่ีมีคา a หรือ b เปนอนันต หรือฟงกชัน f  ไมตอเนื่อง

อยางนอย 1 จุด ในชวง [ ],a b  เราจะเรียกปริพันธท่ีอยูในรูปดังกลาววา ปริพันธไมตรงแบบ 
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บทนิยามท่ีสําคัญเก่ียวกับปริพันธไมตรงแบบมีดังนี้ 

บทนิยาม 1 (ปริพันธไมตรงแบบเม่ือชวงของการหาปริพันธเปนอนันต) 

1.  ถา ( )f x  ตอเนื่องบน [ ),a ∞  แลว  

( ) lim ( )
t

t
a a

f x dx f x dx
∞

→∞
=∫ ∫  เม่ือ lim ( )

t

t
a

f x dx
→∞ ∫  มีคา 

2.  ถา ( )f x  ตอเนื่องบน ( ],b−∞  แลว  

( ) lim ( )
b b

t
t

f x dx f x dx
→−∞

−∞

=∫ ∫  เม่ือ lim ( )
b

t
t

f x dx
→∞ ∫  มีคา 

จะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูเขาเม่ือลิมิตมีคา และจะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูออก 

เม่ือลิมิตไมมีคา 

3.  ถา ( )f x  ตอเนื่องบน ( ),−∞ ∞  แลว  

( ) ( ) ( )
c

c

f x dx f x dx f x dx
∞ ∞

−∞ −∞

= +∫ ∫ ∫   

เม่ือ c เปนจํานวนจริงใดๆ และ ( )
c

f x dx
−∞
∫  และ ( )

c

f x dx
∞

∫  ลูเขา 

บทนิยาม 2 (ปริพันธไมตรงแบบเม่ือฟงกชันไมตอเนื่องบางจุดในชวงของการหาปริพันธ) 

1. ในชวง [ ],a b  ถา ( )f x  ตอเนื่องทุกคา x  ยกเวนท่ี x a=  แลว 

( ) lim ( )
b b

t a
a t

f x dx f x dx
+→

=∫ ∫  เม่ือ lim ( )
b

t a
t

f x dx
+→ ∫  มีคา 

2.  ในชวง [ ],a b  ถา ( )f x  ตอเนื่องทุกคา x  ยกเวนท่ี x b=  แลว  

( ) lim ( )
b t

t b
a a

f x dx f x dx
−→

=∫ ∫   เม่ือ lim ( )
t

t b
a

f x dx
−→ ∫  มีคา 

จะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูเขาเม่ือลิมิตมีคา และจะกลาววาปริพันธไมตรงแบบลูออกเม่ือ

ลิมิตไมมีคา 

3. ในชวง [ ],a b  ถา ( )f x  ตอเนื่องทุกคา x  ยกเวนท่ี x c=  เม่ือ ( ),c a b∈  แลว 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫   เม่ือ ( )
c

f x dx
−∞
∫  และ ( )

c

f x dx
∞

∫  ลูเขา 
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2.7 ตัวอยางแบบทดสอบประจําบทและเฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

ในสวนนี้จะนําเสนอตัวอยางแบบทดสอบประจําบทท่ี 2 แคลคูลัสเบื้องตน สําหรับรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ซ่ึงครูสามารถเลือกนําไปใชไดตามจุดประสงคการเรียนรู 

ท่ีตองการวัดผลประเมินผล 

ตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. จงหา 

 1) ( )
0

lim
x

f x
→

 เม่ือ ( ) 5 5
2
xf x
x

+ −
=  2) ( ) ( )

3

3
lim

3x

f x f
x→

−
−

 เม่ือ ( ) 216f x x=  

2. จงพิจารณาวาฟงกชันตอไปนี้เปนฟงกชันตอเนื่อง ณ จุดท่ีกําหนดหรือไม 

 1) ( )
2 1 , 1

1
2 , 1

x xf x x
x

 −
≠ −= +

− = −

    ท่ีจุด 1x = −   

 2) ( ) 2

, 0
, 0

x x
f x

x x
− ≤

= 
>

   ท่ีจุด 0x =   

3. กําหนดให ,A B  และ C  เปนจํานวนจริงใด ๆ  โดยท่ี ( )
2

2

2lim , 1
2x

x xA f B
x→

− −
= =

−
 และ 

 ( )

21 , 1
0 , 1
3 , 1

x x
f x x

x C x

 − <
= =
 − >

  ถา f  ตอเนื่องท่ี 1x =  แลว 
C

BA +
 เทากับเทาใด 

4. กําหนดให  ( )
3

2

2 5 , 1
1

1 , 1 6
1
2 , 6

13

b x
x

xf x x
x

x a x
x

 + −
≤ +

 −
= < <

−
 − +

≥
−

     เม่ือ a  และ b  เปนจํานวนจริง 

 ถา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  และ 6x =  แลว 
3

14
lim
x

a x
x b→

−
−

 เทากับเทาใด  
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5. กําหนดให  ( )( )2 2
3

1 2 1 5 4
3

y x x x x
x

= + + + − −
+

  จงหา dy
dx

  

6. เสนตรง l  สัมผัสเสนโคง ( )y f x=  โดยท่ี 
3 25 2 7 9

3
x x xy

x
+ − +

=  ท่ี 1x =   

จงหาวาเสนตรง l  ทํามุมก่ีองศากับแกน X  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

7. จงหา ( ) ( )2f g ′
   เม่ือกําหนดให ( )

22 1xf x
x
−

=  และ ( ) 3 8g x x= +   

8. กําหนดให ( ) ( ) 41 2f x x= −   จงหา  ( )f x′′   

9. จงหา 

 1) 
3 2

2

5 4x x dx
x

 + −
 
 
∫   2) ( )23 4x dx+∫  

10. กําหนดให ( )=y f x  และอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  คือ 3 12 8− +ax x  

เม่ือ x  และ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ถา ( )0 1=f  และ ( )1 0′ =f  แลว ( )2−f a  เทากับ

เทาใด  

11. กําหนดให ( )
6

3
6

= −
xg x x  ถา a  เปนจํานวนจริงท่ีทําให ( ) 1

16−

′′ = −∫
a

a

g x dx  แลว 

( )′g a  เทากับเทาใด 

12. จงหาพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 1x =   

13. ให f  และ g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ]1, 2  โดยท่ี ( ) ( )1+ = +f x g x x   

จงหา ( ) ( )( )
2

2

1

−∫ f x g x dx   

14. กําหนดให เสนโคง   มีความชันท่ีจุด ( )1, 3  เทากับ 1−  และ ( ) 2= + +f x ax bx c   

ถา ( )
1

0

0=∫ f x dx  แลว ( )2f  เทากับเทาใด 
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เฉลยตัวอยางแบบทดสอบประจําบท 

1. 1) จาก ( ) 5 5
2
xf x
x

+ −
=  

  จะได            ( )
0

lim
x

f x
→

 = 
0

5 5lim
2x

x
x→

+ −  

    = 
0

5 5 5 5lim
2 5 5x

x x
x x→

 + − + +
⋅  + + 

 

    = 
( ) ( )

( )

2 2

0

5 5
lim

2 5 5x

x

x x→

+ −

+ +
 

    = 
( )0

5 5lim
2 5 5x

x
x x→

+ −

+ +
 

    = 
( )0

lim
2 5 5x

x
x x→ + +

 

    = 
( )0

1lim
2 5 5x x→ + +

 

    = 
( )

1
2 5 0 5+ +

 

    = 1
4 5

  

 2) จาก  ( ) 216f x x=  

  จะได  ( ) ( )
3

3
lim

3x

f x f
x→

−
−

 = 
( )2 2

3

16 16 3
lim

3x

x
x→

−

−
  

    = 
( )2 2

3

16 3
lim

3x

x
x→

−

−
  

    = ( )( )
3

16 3 3
lim

3x

x x
x→

− +
−

 

    = ( )( )
3

lim 16 3
x

x
→

+   

    = ( )16 3 3+   
    = 96 
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2. 1) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให   

  จะได   ( )1 2f − = −   

  และ            ( )
1

lim
x

f x
→−

  = 
2

1

1lim
1x

x
x→−

 −
 + 

 

    = 
( )( )

1

1 1
lim

1x

x x
x→−

 − + 
 + 

 

    = ( )
1

lim 1
x

x
→−

−  

    = 1 1− −   
    = 2−   
  จะเห็นวา  ( ) ( )

1
lim 1
x

f x f
→−

= −  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x = −   

 2) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให   

  จะได   ( )0 0f =   

  จาก             ( )
0

lim
x

f x
−→

  = ( )
0

lim
x

x
−→
−  = 0 

  และ             ( )
0

lim
x

f x
+→

 = 2

0
lim
x

x
−→

 = 0 

  จะไดวา         ( )
0

lim
x

f x
−→

 = ( )
0

lim
x

f x
+→

  

  ดังนั้น            ( )
0

lim
x

f x
→

 = 0 

  จะเห็นวา  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

=  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

3. จาก                     A   = 
2

2

2lim
2x

x x
x→

− −
−

 

 จะได                    A   = ( )( )
2

2 1
lim

2x

x x
x→

− +
−

 

  = ( )
2

lim 1
x

x
→

+  

  = 
2 2

lim lim1
x x

x
→ →

+  

  = 2 + 1 
 ดังนั้น                   A   = 3  ----- (1) 
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 จาก                 ( )f x  = 

21 , 1
0 , 1
3 , 1

x x
x

x C x

 − <
 =
 − >

 

 จะได                ( )1f  = 0  

 ดังนั้น 0B =      ----- (2) 

 จาก f  ตอเนื่องท่ี 1x =  จะไดวา ( ) ( )
1

1 lim
x

f f x
→

=  

 ดังนั้น  ( )
1

lim 0
x

f x
→

=  

 นั่นคือ   ( ) ( )
1 1

lim lim 0
x x

f x f x
− +→ →

= =  

 จาก           ( )
1

lim
x

f x
+→

 = ( )
1

lim 3
x

x C
+→

−  

 จะได                    0 = 3 C−   

 ดังนั้น                       C  = 3 ----- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะไดวา 3 0 1
3

A B
C
+ +

= =  

4. จาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

 จะไดวา  ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

=  

 นั่นคือ  ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  ----- (1) 

 จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให  จะได  ( )
1 1

2 5 2 5lim lim
1 2x x

b bf x
x− −→ →

 + − + −
= =  + 

  ----- (2) 

 และ  ( )
( )( )
( )( )

23 2

21 1 1 1

1 11 1 3lim lim lim lim
1 1 1 1 2x x x x

x x xx x xf x
x x x x+ + + +→ → → →

 − + +   − + + = = = =    − − + +    
  ----- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะได  2 5 3
2 2

b+ −
=  

 ดังนั้น 4b =      ----- (4) 

 จาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 6x =  

 จะไดวา  ( ) ( )
6

lim 6
x

f x f
→

=  

 นั่นคือ  ( ) ( )
6 6

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  ----- (5) 
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 จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนดให  จะได  ( )
3

26 6

1 43lim lim
1 7x x

xf x
x− −→ →

 −
= = − 

  ----- (6) 

 และ  ( )
6 6

2 2lim lim
13 7x x

x a af x
x+ +→ →

 − + +
= =  − 

   ----- (7) 

 จาก (5), (6) และ (7) จะได  43 2
7 7

a+
=  

 ดังนั้น 41a =      ----- (8) 

 จาก (4) และ (8) จะได 
3 3

14 14

41 3lim lim
4 10x x

a x x
x b x→ →

− −
= =

− −
 

5. จาก  ( )( ) ( ) ( )( )12 2 3 2 2
3

1 2 1 5 4 3 2 1 5 4
3

y x x x x x x x x x
x

−
= + + + − − = + + + + − −

+
 

 จะได                 dy
dx

  = ( ) ( )( )( )13 2 23 2 1 5 4d x x x x x
dx

−
+ + + + − −  

  = ( ) ( )( )( )13 2 23 2 1 5 4d dx x x x x
dx dx

−
+ + + + − −  

 พิจารณา ( ) 13 3d x
dx

−
+  

 ให  3 3u x= +   

 จะได       ( ) 13 3d x
dx

−
+  = ( )1d duu

du dx
− ⋅   

   = ( )2 3 3du x
dx

−− ⋅ +   

   = 
( )

2

23

3

3

x

x
−

+
  ----- (1) 

 พิจารณา ( )( )( )2 22 1 5 4d x x x x
dx

+ + − −  

 จาก  ( )( )( )2 22 1 5 4d x x x x
dx

+ + − −  

  =   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 25 4 2 1 2 1 5 4d dx x x x x x x x
dx dx

− − + + + + + − −  

  =   ( )( ) ( )( )2 25 4 2 2 2 1 2 5x x x x x x− − + + + + −  

  =   ( ) ( )3 2 3 22 8 18 8 2 8 5x x x x x x− − − + − − −  

  =   3 24 9 26 13x x x− − −  ----- (2) 
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 จาก (1) และ (2) จะได 

           dy
dx

 = 
( )

( )
2

3 2
23

3 4 9 26 13
3

x x x x
x

− + − − −
+

 

6. จาก  ( )y f x=  โดยท่ี  
3 25 2 7 9

3
x x xy

x
+ − +

=  

 จะได  ( )
3 2

2 15 2 7 9 5 2 7 3
3 3 3 3

x x xf x x x x
x

−+ − +
= = + − +  

 ดังนั้น ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ( )y f x=  นี้ ท่ี x  ใด ๆ คือ  

                 ( )f x′   = 2 15 2 7 3
3 3 3

d x x x
dx

− + − + 
 

  

  = 2

10 2 3
3 3

x
x

+ −   

 จาก เสนตรง l  สัมผัสเสนโคง  ( )y f x=  ท่ี 1x =   

 จะไดวา ความชันของเสนตรง l  คือ ( ) ( )
( )2

10 2 3 10 21 1 3 1
3 3 3 31

f ′ = + − = + − =  

 ดังนั้น เสนตรง l  ทํามุม 45 องศากับแกน X  ในทิศทวนเข็มนาฬิกา 

7. จาก  ( )
2

12 1 2xf x x x
x

−−
= = −  

 จะได  2

1( ) 2f x
x

′ = +     

 จาก  ( ) 3 8g x x= +  

 จะได  ( ) 32 2 8 4g = + =  

 ให  3 8u x= +   

 จะได  ( )
1
2g x u u= =   

 ดังนั้น          ( )g x′   = dy du
du dx

⋅  

    = ( )
1

221 3
2

u x
− 

  
 

  

    = 
2

3

3

2 8

x

x +
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 จาก     ( ) ( )f g x′
  = ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅   

 ดังนั้น   ( ) ( )2f g ′
  = ( )( ) ( )2 2f g g′ ′⋅  

    = ( ) ( )4 2f g′ ′⋅  

    = 
( )2

2 3

3 212
4 2 2 8

   +    + 
 

    = 33 3
16 2
  
  
  

 

    = 99
32

  

8. ให  1 2u x= −   

 จะได  ( )4 41 2y x u= − =   

 ดังนั้น     dy
dx

  = dy du
du dx

⋅  

   = ( ) ( )4 1 2d du x
du dx

⋅ −  

   = ( )( )34 2u −   

   = ( )38 1 2x− −   

 ให  1 2u x= −  

 จะได  ( )3 38 1 2 8dy x u
dx

= − − = −  

 ดังนั้น   
2

2
d y
dx

  = d dy
dx dx

 
 
 

 

   = d dy du
du dx dx

  ⋅ 
 

  

   = ( ) ( )38 1 2d du x
du dx

− ⋅ −   

   = ( )( )224 2u− −   

   = ( )248 1 2x−   
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9. 1) 
3 2

2

5 4x x dx
x

 + −
 
 
∫  = 

3 2

2 2 2

5 4x x dx
x x x

 
+ − 

 
∫   

   = ( )25 4x x dx−+ −∫   

   = 
2

15 4
2
x x x C−+ + +   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

 2) ( )23 4x dx+∫  = ( )29 24 16x x dx+ +∫   

   = 3 23 12 16x x x C+ + +   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

10. จาก ( )=y f x  และอัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  คือ 3 12 8− +ax x   

จะได  ( ) 3 12 8′ = − +f x ax x  

จาก  ( )1 0′ =f    

จะได            0 =  ( ) ( )31 12 1 8− +a  

นั่นคือ            a   = 4 

ดังนั้น  ( ) 34 12 8′ = − +f x x x  

จะได       ( )f x  = ( )34 12 8− +∫ x x dx  

 = 4 26 8− + +x x x C   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

จาก  ( )0 1=f    

จะได             1 =  ( ) ( )4 20 6 0 8 0− + +C  

นั่นคือ            C   = 1 

ดังนั้น  ( ) 4 26 8 1= − + +f x x x x   

พิจารณา  ( )2−f a  = ( )4 2−f    

 = ( )2f   

 = ( ) ( )4 22 6 2 8 2 1− + +  
 = 9 
ดังนั้น ( )2 9f a − =  
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11. จาก  ( ) ( )′′ ′= +∫ g x dx g x C    

 จะได       ( ) ( ) ( )
−

′′ ′ ′= − −∫
a

a

g x dx g a g a     ----- (1) 

 จาก  ( )
6

3
6

= −
xg x x  

 จะได  ( ) 5 3′ = −g x x             

 จาก ( ) 1
16−

′′ = −∫
a

a

g x dx  และ (1) จะได  

                1
16

−  = ( ) ( )′ ′− −g a g a  

                  1
16

−  = ( ) ( )( )55 3 3− − − −a a  

                  1
16

−  = 5 53 3− + +a a  

                  1
16

−  = 52a  

                      5a   = 1
32

−   

                      a  = 1
2

−   

 ดังนั้น  ( )
51 1 973

2 2 32
g a g    ′ ′= − = − − = −   
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12. พิจารณากราฟของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 

1x =  ดังนี้ 

 
  
 จะไดวาพ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 1x =  

เทากับ ( ) ( ) ( )4 0 12 2 2

5 4 0
4 4 4x x dx x x dx x x dx

−

− −
+ − + + +∫ ∫ ∫  ตารางหนวย 

 จาก  ( )
3

2 24 2
3
xx x dx x C+ = + +∫   เม่ือ C  เปนคาคงตัว 

 จะได           ( )4 2

5
4x x dx

−

−
+∫  = 

43
2

5

2
3
x x

−

−

 
+ 

 
  

   = ( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2 24 5
2 4 2 5

3 3

   − −
   + − − + −
   
   

  

    = 61 18
3
−   

                   ( )0 2

4
4x x dx

−
+∫  = 

03
2

4

2
3
x x

−

 
+ 

 
 

   = ( ) ( ) ( )
33

22 40 2 0 2 4
3 3

 − 
 + − + −      

  

   = 64 32
3
−   
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 และ            ( )1 2

0
4x x dx+∫  = 

13
2

0

2
3
x x

 
+ 

 
 

   = ( ) ( )
3 3

2 21 02 1 2 0
3 3

   
+ − +   

   
 

   = 1 2
3
+  

 ดังนัน้ พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยดวยเสนโคง 2 4y x x= +  กับแกน X  จาก 5x = −  ถึง 1x =  

เทากับ 61 64 1 4618 32 2
3 3 3 3

     − − − + + =     
     

 ตารางหนวย 

13. จาก ( ) ( )1+ = +f x g x x  

 จะได  ( ) ( ) 1− = −f x g x x   

 และ ( ) ( )( ) ( )2 2 21 2 1− = − = − +f x g x x x x   

 ดังนั้น    ( ) ( )( )
2

2

1

−∫ f x g x dx  = ( )
2

2

1

2 1− +∫ x x dx  

  = 
23

2

1
3
x x x

 
− + 

 
  

  = 
3 3

2 22 12 2 1 1
3 3

   
− + − − +   

   
 

  = 1
3

  

14. จาก   ( ) 2= + +f x ax bx c  

 จะได  ( ) 2′ = +f x ax b  

 และ   ( )
3 2

3 2
= + + +∫

ax bxf x dx cx D    เม่ือ D  เปนคาคงตัวใด ๆ  

 เนื่องจาก เสนโคงของฟงกชัน f  มีความชันท่ีจุด ( )1, 3  เทากับ 1−   

 จะไดวา  ( )1 3=f  และ ( )1 1′ = −f   

 นั่นคือ 3+ + =a b c    ----- (1) 

 และ  2 1+ = −a b     ----- (2) 

 จาก  ( )
1

0

0=∫ f x dx  
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 จะไดวา  0
3 2
+ + =

a b c   นั่นคือ 2 3 6 0a b c+ + =   ----- (3) 

 จาก (1), (2) และ (3) จะได 21, 20
2

a b= − =  และ 13
2

c = −    

 นั่นคือ  ( ) 221 1320
2 2

f x x x= − + −   

 ดังนั้น  ( ) ( ) ( )221 13 172 2 20 2
2 2 2

f = − + − = −  
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เฉลยแบบฝกหัดและวิธีทําโดยละเอียด 

บทท่ี 1 ลําดับและอนุกรม 

 

แบบฝกหัด 1.1.1  

1.   1)   แทน n ใน 2 5na n= +  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี ้

       1a  =  ( )2 1 5+  = 7 
       2a  =  ( )2 2 5+  = 9 
       3a  =  ( )2 3 5+  = 11 
       4a  =  ( )2 4 5+  = 13 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 7, 9, 11  และ 13 

 2)   แทน n ใน 1
2

n

na  =  
 

 ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =      
11

2
 
 
 

 =  1
2

 

       2a  =      
21

2
 
 
 

 =  1
4

 

       3a  =      
31

2
 
 
 

 =  1
8

 

       4a  =      
41

2
 
 
 

 =  1
16

 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 1 1 1, , 
2 4 8

 และ 1
16

 

 3)   แทน n ใน ( )2 n
na = −  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =      ( )12−  =  2−  

       2a  =      ( )22−  =  4  

       3a  =      ( )32−  =  8−  

       4a  =      ( )42−  =  16  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 2, 4, 8− −  และ 16 
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 4)   แทน n ใน 1
n

na
n
+

=  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =      1 1
1
+  =  2  

       2a  =      2 1
2
+  =  3

2
 

       3a  =      3 1
3
+  =  4

3
 

       4a  =      4 1
4
+  =  5

4
 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 3 42, , 
2 3

 และ 5
4

 

 5)   แทน n ใน ( )1 1 n

na
n

+ −
=  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  = ( )11 1
1

+ −
 =     1 1

1
−  =  0 

       2a  = ( )21 1
2

+ −
 =     1 1

2
+  =  1 

       3a  = ( )31 1
3

+ −
 =     1 1

3
−  =  0 

       4a  = ( )41 1
4

+ −
 =     1 1

4
+  = 1

2
 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 1, 0  และ 1
2

 

 6)   แทน n ใน 2
3

n

n na =  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =        
1

1
2
3

 =     2
3

 

       2a  = 
2

2
2
3

 =     4
9

 

       3a  =  
3

3
2
3

 =     8
27

  

       4a  =       
4

4
2
3

 =     16
81

 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 2 4 8, , 
3 9 27

 และ 16
81
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 7)   แทน n ใน ( )( )1 1na n n= − +  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =    ( )( )1 1 1 1− +  =    ( )0 2  =   0 
       2a  =    ( )( )2 1 2 1− +  =    ( )1 3  =   3 
       3a  =    ( )( )3 1 3 1− +  =    ( )2 4  =   8 
       4a  =    ( )( )4 1 4 1− +  =    ( )3 5  =  15 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 3, 8  และ 15 

 8)   แทน n ใน ( )( )1 2na n n n= − −  ดวย 1, 2, 3  และ 4  จะได สี่พจนแรกของลําดับดังนี้ 

       1a  =  ( )( )1 1 1 1 2− −  = ( )( )1 0 1−  =   0 
       2a  = ( )( )2 2 1 2 2− −  = ( )( )2 1 0  =   0 
       3a  = ( )( )3 3 1 3 2− −  = ( )( )3 2 1  =   6 
       4a  = ( )( )4 4 1 4 2− −  = ( )( )4 3 2  =  24 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 0, 6  และ 24 

2.   1)   แทน n ใน 1 1n na a n−= + −  ดวย 2, 3, 4  และ 5 จะได  

       2a  =      1 2 1a + −   =  0 2 1+ −  =  1 

       3a  =      2 3 1a + −   =  1 3 1+ −  =  3 

       4a  =      3 4 1a + −   =  3 4 1+ −  =  6 

       5a  =      4 5 1a + −   =  6 5 1+ −  =  10 

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 0, 1, 3, 6  และ 10 

 2)   แทน n ใน ( ) 11 0.05n na a −= +  ดวย 2, 3, 4  และ 5 จะได  

       2a  =    ( ) 11 0.05 a+  =     ( )( )1 0.05 1,000+  =   51 
       3a  =    ( ) 21 0.05 a+  =     ( )( )1 0.05 51+  =  3.55  
       4a  =    ( ) 31 0.05 a+  =       ( )( )1 0.05 3.55+  =  1.1775  
       5a  =    ( ) 41 0.05 a+  =      ( )( )1 0.05 1.1775+  =  1.058875  

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 1000, 51, 3.55, 1.1775  และ 1.058875  
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 3)   แทน n ใน 16n na a −=  ดวย 2, 3, 4  และ 5 จะได  

       2a  =    16a  =       ( )6 2    =  12 
       3a  =    26a  =       ( )6 12  =  72 
       4a  =    36a  =      ( )6 72  =  432  
       5a  =    46a  =      ( )6 432  =  2,592 

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 2, 12, 72, 432  และ 2,592 

 4)   แทน n ใน 1 22n n na a a− −= +  ดวย 3, 4  และ 5 จะได  

       3a  =  2 12a a+  =  ( )2 2 1+  =  4 
       4a  =  3 22a a+  =  ( )4 2 2+  =  8 
       5a  =  4 32a a+  =  ( )8 2 4+  =  16 

        ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 1, 2, 4, 8  และ 16 

 5)   แทน n ใน 1 2n n na a a− −= +  ดวย 3, 4 และ 5 จะได  

       3a  =  2 1a a+  =  0 2+  =  2 
       4a  =  3 2a a+  =  2 0+  =  2 
       5a  =  4 3a a+  =  2 2+  =  4 

       ดังนั้น หาพจนแรกของลําดับนี้ คือ 2, 0, 2, 2 และ 4 

3.   เนื่องจากจํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว คือ จํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 14 ลงตัว  

 จะไดวา จํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว เขียนอยูในรูป 14n  เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก 

 นั่นคือ ลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว มีพจนท่ัวไป คือ 14na n=   

 เม่ือ n เปนจํานวนเต็มบวก  

 แทน n ใน 14na n=  ดวย 1, 2, 3, 4, 5, 6 และ 7  

     จะได เจ็ดพจนแรกของลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีหารดวย 2 และ 7 ลงตัว คือ  

 14, 28, 42, 56, 70, 84  และ 98 
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แบบฝกหัด 1.1.2  

1. 1)   จาก 1 2a =  และ 4d =   จะได 
          2a  =   1a d+  =    2 4+   =  6 
      3a  =   2a d+  =    6 4+   =  10 
      4a  =   3a d+  =   10 4+   =  14 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 2, 6, 10  และ 14 

 2)   จาก 1 3a =  และ 5d =   จะได 
          2a  =   1a d+  =    3 5+   =  8 
      3a  =   2a d+  =    8 5+   =  13 
      4a  =   3a d+  =   13 5+   =  18 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 3, 8, 13  และ 18 

 3)   จาก 1 3a = −  และ 3d =  จะได 
          2a  =   1a d+  =  3 3− +  =  0 
      3a  =   2a d+  =   0 3+  =  3 
      4a  =   3a d+  =   3 3+  =  6 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 3, 0, 3−  และ 6 

 4)   จาก 1 4a = −  และ 2d =  จะได 
          2a  =   1a d+  =  4 2− +   = 2−  
      3a  =   2a d+  =  2 2− +  =  0 
      4a  =   3a d+  =   0 2+   =  2 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 4, 2, 0− −  และ 2 

 5)   จาก 1 5a =  และ 2d = −  จะได 

          2a  =   1a d+  =  ( )5 2+ −  =  3  
      3a  =   2a d+  =  ( )3 2+ −  =  1 
      4a  =   3a d+  =   ( )1 2+ −  =  1−  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 5, 3, 1 และ 1−  

 6)   จาก 1 3a = −  และ 4d = −   จะได 

          2a  =   1a d+  =   ( ) ( )3 4− + −  =  7−   
      3a  =   2a d+  =   ( ) ( )7 4− + −  =  11−   
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      4a  =   3a d+  =  ( ) ( )11 4− + −  =  15−  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 3, 7, 11− − −   และ 15−  

 7)    จาก 1
1
2

a =  และ 1
2

d =  จะได 

          2a  =   1a d+  =   1 1
2 2
+  =  1 

      3a  =   2a d+  =   11
2

+  =  3
2

 

      4a  =   3a d+  =   3 1
2 2
+  =  2 

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 1 3, 1,
2 2

 และ 2  

 8)   จาก 1
5
2

a =  และ 3
2

d = −  จะได 

          2a  =   1a d+  =      5 3
2 2

 + − 
 

 =  1 

      3a  =   2a d+  =      31
2

 + − 
 

 =  1
2

−  

      4a  =   3a d+  =  1 3
2 2

   − + −   
   

 =  2−  

       ดังนั้น สี่พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 5 1, 1, 
2 2

−  และ 2−  

2.   1)   เนื่องจาก  1 4,a =  3d =  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

       3a  =  ( )( )4 3 1 3+ −  
    =  ( )( )4 2 3+  
    =  10 
       ดังนั้น  3 10a =  

 2)   เนื่องจาก  1 7,a =  3d = −  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

     12a  =  ( )( )7 12 1 3+ − −  
    =  ( )( )7 11 3+ −  
    =  26−  
       ดังนั้น  12 26a = −  
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 3)   เนื่องจาก  1
4 ,
5

a =  1d = −  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

     20a  =  ( )( )4 20 1 1
5
+ − −  

    =  ( )( )4 19 1
5
+ −  

    =  91
5

−  

       ดังนั้น  20
91
5

a = −  

 4)   เนื่องจาก  1 4,a =  1
2

d =  และ  ( )1 1na a n d= + −  จะได 

     11a  =  ( ) 14 11 1
2

 + −  
 

 

    =  ( ) 14 10
2

 +  
 

 

    =  9  
       ดังนั้น  11 9a =  

3.   1)   จากลําดับเลขคณิต 2, 4, 10, −   

       จะได  1 2a = −   และ  ( )4 2 6d = − − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( )( )2 1 6n− + −  
    =   2 6 6n− + −  
    =   6 8n −  
     ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 6 8n −  

 2)   จากลําดับเลขคณิต 1 1 1, , , 
6 6 2

−   

       จะได  1
1
6

a = −   และ  1 1 2 1
6 6 6 3

d  = − − = = 
 

 

      เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  
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       จะได        na  =   ( )1 11
6 3

n  − + −  
 

 

    =   1 1 1
6 3 3

n− + −  

    =   1 1
3 2

n −  

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 1 1
3 2

n −  

 3)   จากลําดับเลขคณิต 2711, , 16, 
2

  

       จะได  1 11a =   และ 27 511
2 2

d = − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( ) 511 1
2

n  + −  
 

 

    =   5 511
2 2

n+ −  

    =   5 17
2 2

n +  

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 5 17
2 2

n +  

 4)   จากลําดับเลขคณิต 19.74, 22.54, 25.34,   

       จะได  1 19.74a =   และ  22.54 19.74 2.80d = − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( )( )19.74 1 2.80n+ −  
    =   19.74 2.80 2.80n+ −  
    =   2.80 16.94n +  
       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 2.80 16.94n +   

 5)   จากลําดับเลขคณิต , 2, 4, x x x+ +    

       จะได  1a x=   และ  ( )2 2d x x= + − =  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  
  



     
     
     

    
 

182 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

       จะได        na  =   ( )( )1 2x n+ −  
    =   2 2x n+ −  
    =   2 2n x+ −   
      ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 2 2n x+ −  เม่ือ x เปนจํานวนจริง 

 6)   จากลําดับเลขคณิต 3 2 , 2 4 , 6 , a b a b a b+ + +   

       จะได  1 3 2a a b= +   และ  ( ) ( )2 4 3 2 2d a b a b a b= + − + = − +  

       เนื่องจากพจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )1 1na a n d= + −  

       จะได        na  =   ( ) ( )( )3 2 1 2a b n a b+ + − − +  

    =   ( )3 2 2 2a b a b n a b+ + − + + −  
    =   ( )4 2a a b n+ − +   

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิตนี้ คือ ( )4 2a a b n+ − +  เม่ือ a และ b เปน 

      จํานวนจริง  

4. 1)   จาก 1 13a =  และ 2 25a =  

        จะได  25 13 12d = − =  

       นั่นคือ     3a  =   2a d+  =  25 12+  =  37  
   4a  =   3a d+  =  37 12+  =  49  
   5a  =   4a d+  =  49 12+  =  61  

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 37, 49 และ 61 ตามลําดับ 

 2)   จาก 1 18,a = 3 11a =  และ ( )1 1na a n d= + −  

        จะได        11 =  ( )18 3 1 d+ −  

                 d =  7
2

−  

       นั่นคือ      2a  =   1a d+  =      718
2

 + − 
 

 =  29
2

 

   4a  =   3a d+  =      711
2

 + − 
 

 =  15
2

 

   5a  =   4a d+  =      15 7
2 2

 + − 
 

 =  4  

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ   29 15,
2 2

 และ 4 ตามลําดับ 
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 3)   จาก 1 13,a = 5 33a =  และ ( )1 1na a n d= + −  

        จะได     33 =  ( )13 5 1 d+ −  
         d =  5  
       นั่นคือ     2a  =   1a d+  =   13 5+  =  18  
   3a  =   2a d+  =   18 5+  =  23 
    4a  =   3a d+  =   23 5+  =  28  
    6a  =   5a d+  =   33 5+  =  38  

        ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 18, 23, 28 และ 38 ตามลําดบั 

 4)    จาก 3 100,a = 6 142a =  และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

                      100 =  ( )1 3 1a d+ −     ----- (1) 
                 142 =  ( )1 6 1a d+ −     ----- (2) 

        จาก (1) และ (2) จะได  14d =  และ 1 72a =  

        นั่นคือ     2a  =   1a d+  = 72 14+  =  86  
    4a  =   3a d+  = 100 14+  =  114  
    5a  =   4a d+  = 114 14+  =  128  
    7a  =   6a d+  = 142 14+  =  156  

        ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 72, 86, 114, 128 และ 156 ตามลําดับ 

5.   จากลําดับเลขคณิต 3, 8, 13, 18, 23, … 

      จะได   1 3a =  และ 8 3 5d = − =  

      จาก ( )1 1na a n d= + −  

     จะได      15a  =  ( )( )3 15 1 5+ −  

   =  ( )( )3 14 5+  
   =  73 
      ดังนั้น พจนท่ี 15 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 73 

6.   จากพจนท่ี n  ของลําดับท่ีกําหนดให ซ่ึงคือ 3na n= − −  

      จะได        20a  =  20 3− −  =  23−   

      และ        50a  =  50 3− −  =  53−   

      ดังนั้น พจนท่ี 20  ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 23−  และพจนท่ี 50 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 53−   
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7.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

          12 =  ( )1 6 1a d+ −    ----- (1) 
       16 =  ( )1 10 1a d+ −    ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะได  1d =  และ 1 7a =  

       ดังนั้น พจนแรกของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 7 

8.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

         20 =  ( )1 3 1a d+ −    ----- (1) 
      32 =  ( )1 7 1a d+ −    ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  3d =  และ 1 14a =  

     นั่นคือ    25a  =  ( )( )14 25 1 3+ −  

   =  ( )( )14 24 3+  
   =  86 
      ดังนั้น พจนท่ี 25 ของลําดับเลขคณิตนี ้คือ 86  

9.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

         16 =  ( )1 2 1a d+ −    ----- (1) 
    116 =  ( )1 12 1a d+ −    ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  10d =  และ 1 6a =  

     นั่นคือ     na  =  ( )( )6 1 10n+ −  
   =  6 10 10n+ −   
   =  10 4n −   
      ดังนั้น 10 4na n= −  และ 10d =  

10.   ลําดับเลขคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 1a = −  และ ( )6 1 5d = − − − = −  

        จาก        na  =  ( )1 1a n d+ −  

        จะได  176−   =  ( )( )1 1 5n− + − −  
           n =  36 
        ดังนั้น 176−  เปนพจนท่ี 36 ของลําดับเลขคณิตนี้ 

11.   ให a  เปนพจนของลําดับเลขคณิตท่ีอยูระหวาง 39 และ 51  

 จะได 39, , 51a  เปนสามพจนเรียงกันของลําดับเลขคณิต 

 จาก  1n nd a a+= −   
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 จะได  2 1 39d a a a= − = −   และ  3 2 51d a a a= − = −  

      ดังนั้น         39a −  =   51 a−  
       2a =   90 
         a =   45 
        นั่นคือ  45 เปนพจนของลําดับเลขคณิตท่ีอยูระหวาง 39 และ 51 

12.   จํานวนนบัท่ีนอยท่ีสุดท่ีมากกวา 100 ซ่ึงหารดวย 13 ลงตัว คือ 104 

        เนื่องจาก 1,000 หารดวย 13 ไดผลหาร 76 เหลือเศษ 12 

        ดังนั้น จํานวนนับท่ีมากท่ีสุดท่ีนอยกวา 1,000 ซ่ึงหารดวย 13 ลงตัว คือ 1,000 12 988− =  

        จะไดวา ลําดับของจํานวนนับท่ีอยูระหวาง 100 ถึง 1,000 ซ่ึงหารดวย 13  ลงตัว เปนลําดบั 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 104  ผลตางรวมเปน 13 และพจนท่ี n เปน 988 

        จาก ( )1 1na a n d= + −  

        จะได      988 =   ( )( )104 1 13n+ −  
     988 =   91 13n+   
     13n =   897   
         n =   69 
        ดังนั้น จํานวนนับท่ีอยูระหวาง 100 ถึง 1,000 ท่ีหารดวย 13 ลงตัว มีท้ังหมด 69 จํานวน 

13.  เนื่องจาก , 6 2, 8 1a a a+ +  เปนสามพจนแรกของลําดับเลขคณิต  

 จาก  1n nd a a+= −   

 จะได  ( )2 1 6 2 5 2d a a a a a= − = + − = +   และ  ( ) ( )3 2 8 1 6 2 2 1d a a a a a= − = + − + = −  

 ดังนั้น        5 2a +   =   2 1a −   
      3a   =   3−   
       a  =   1−  
       นั่นคือ สามพจนแรกของลําดับเลขคณิต คือ 1, 4, 7− − −   

 จะได 1 1a = −  และ ( )4 1 3d = − − − = −  

       จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

            na  =  ( )( )1 1 3n− + − −  
    =   1 3 3n− − +   
    =  2 3n−   
      ดังนั้น  a  ในลําดับเลขคณิตท่ีกําหนดให คือ 1−  และพจนท่ัวไปของลําดับ คือ 2 3n−   
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14.  ให 1 2 3, , a a a   เปนสามพจนแรกของลําดับเลขคณิต  

 โดยท่ี 1 2 3 12a a a+ + =  และ 3 3 3
1 2 3 408a a a+ + =  

 จาก  ( )1 1na a n d= + −   

     จะได            1 2 3a a a+ +  =  12 

                  ( ) ( )1 1 1 2a a d a d+ + + +  =  12 
                               13 3a d+  =  12 
                              1a d+  =   4        ----- (1) 

      และ                                                                   3 3 3
1 2 3a a a+ +  =   408 

                     ( ) ( )3 33
1 1 1 2a a d a d+ + + +  =   408 

      จาก  (1)  จะได     ( ) ( )3 334 4 4d d− + + +  =   408 

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 3 3 2 2 364 3 4 3 4 4 64 3 4 3 4d d d d d d− + − + + + + +  =   408 

           2 264 12 64 64 12d d+ + + +  =   408 
                   224d  =   216 
             2d  =    9 
      นั่นคือ  3d =  หรือ 3d = −  

      กรณี 3d =  จาก (1) จะได 1 1a =    

     นั่นคือ ( )( )1 1 3 3 2na n n= + − = −  

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ 3 2n −  

      กรณี 3d = −  จาก (1) จะได  1 7a =  

      นั่นคือ ( )( )7 1 3 3 10na n n= + − − = − +  

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ 3 10n− +  

 หมายเหตุ   

 อาจหาพจนท่ัวไปของลําดับท่ีกําหนด โดยให 2a a=  จะไดวา 1a a d= −  และ 

3a a d= +  เม่ือ d  เปนผลตางรวม จากนั้นดําเนินการตามวิธีขางตน 
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15.   สมศักดิ์ไดรับเงินเดือนเดือนละ 25,000 บาท และไดรับเงินเดือนเพ่ิมข้ึนปละ 1,000 บาท 

 นั่นคือ เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 1 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ 25,000 1,000 26,000+ =  บาท 

 เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 2 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ ( )26,000 1 1,000 27,000+ =  บาท 

 เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 3 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ ( )26,000 2 1,000 28,000+ =  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวาเม่ือสมศักดิ์ทํางานได n ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ  

 ( )( )26,000 1 1,000n+ −  บาท 

 จะไดวา ลําดับของเงินเดือนท่ีสมศักดิ์ไดรับเม่ือทํางานได 1, 2, 3, …, n, … ป คือ 

  ( )( )26000, 27000, 28000, ,26000 1 1000 ,n+ −   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 26,000 และผลตางรวมเปน 1,000 

 เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 6 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเทากับพจนท่ี 6 ของลําดับนี้ 

 ดังนั้น เม่ือสมศักดิ์ทํางานได 6 ป เขาจะไดรับเงินเดือนเดือนละ ( )( )26,000 6 1 1,000 31,000+ − =  บาท 

16.   บริษัทแหงหนึ่งรับซ้ือรถยนตท่ีใชแลว 1 ปในราคาท่ีต่ํากวาราคาท่ีบริษัทขาย 100,000 บาท 

 สําหรับรถยนตท่ีใชแลวเกิน 1 ป ราคาซ้ือคืนจะลดลงอีกปละ 70,000 บาท 

 วิธีท่ี 1 พิจารณาราคาท่ีบริษัทรับซ้ือรถคืน 

   เนื่องจาก ซ้ือรถยนตจากบริษัทนี้มาในราคา 1,000,000 บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 1 ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

    1,000,000 100,000 900,000− =  บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 2 ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

    ( )( )900,000 2 1 70,000 830,000− − =  บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 3 ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

    ( )( )900,000 3 1 70,000 760,000− − =  บาท 

  ในทํานองเดียวกัน จะไดวาสําหรับรถยนตท่ีใชแลว n ป บริษัทจะรับซ้ือรถคืนในราคา  

   ( )( )900,000 1 70,000n− −  บาท 

  จะได ลําดับของราคาท่ีบริษัทจะรับซ้ือคืน สําหรับรถยนตท่ีใชไปแลว 1, 2, 3, …, n, … ป คือ  

   ( )( )900000, 830000, 760000, , 900,000 1 70,000 ,n− −    

   ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 900,000 และผลตางรวมเปน 70,000 
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   เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป ราคาท่ีบริษัทจะรับซ้ือคืนเทากับพจนท่ี 5 ของลําดับนี้  

   ดังนั้น เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป ราคาท่ีบริษัทจะรับซ้ือคืนเทากับ  

    ( )( )900,000 5 1 70,000 620,000− − =  บาท 

   นั่นคือ เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป บริษัทจะรับซ้ือรถยนตคืนในราคาท่ีต่ํากวาราคา 

   ท่ีซ้ือจากบริษัท 1,000,000 620,000 380,000− =  บาท 

 วิธีท่ี 2 พิจารณาสวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืน 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 1 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ 100,000 บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 2 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ  

    ( )100,000 2 1 70,000 170,000+ − =  บาท 

   สําหรับรถยนตท่ีใชแลว 3 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ  

    ( )100,000 3 1 70,000 240,000+ − =  บาท 

  ในทํานองเดียวกัน จะไดวาสําหรับรถยนตท่ีใชแลว n ป สวนตางของราคาขายและ 

  ราคาซ้ือคืนเทากับ ( )( )100,000 1 70,000n+ −  บาท 

   จะได ลําดับของสวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืน สําหรับรถยนตท่ีใชไปแลว  

   1, 2, 3, …, n, … ป คือ ( )( )100000, 170000, 240000, , 100000 1 70000 ,n+ −   

   ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 100,000 และผลตางรวมเปน 70,000 

   เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับพจนท่ี 5 ของ 

   ลําดับนี้  

   ดังนั้น เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป สวนตางของราคาขายและราคาซ้ือคืนเทากับ  

   ( )( )100,000 5 1 70,000 380,000+ − =  บาท 

   นั่นคือ เม่ือใชรถยนตไปแลว 5 ป บริษัทจะรับซ้ือรถยนตคืนในราคาท่ีต่ํากวาราคา 

   ท่ีซ้ือจากบริษัท 380,000  บาท 
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แบบฝกหัด 1.1.3    

1.   1) จาก  7, 9, 11, 13, , 2 5n +   

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1 9 7 2a a− = − =  

   3 2 11 9 2a a− = − =  
   4 3 13 11 2a a− = − =  
   ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 5 2 1 5 2 5 2 3 2n na a n n n n−− = + − − + = + − + =   

  ดังนั้น ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 2 

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

9
7

a
a

=  

   3

2

11
9

a
a

=  

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีผลตางรวมเทากับ 2 แตไมเปนลําดับเรขาคณิต 

 2) จาก  ( ) 16, 6, 6, 6, , 6 1 n−− − −  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  ( )2 1 6 6 12a a− = − − = −  

   ( )3 2 6 6 12a a− = − − =  

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

6 1
6

a
a

−
= = −  

   3

2

6 1
6

a
a

= = −
−

 

   4

3

6 1
6

a
a

−
= = −  

   
( )
( ) 1

1

6 1
1

6 1

n
n

n
n

a
a −

−

−
= = −

−
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  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 1−    

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิต แตเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีอัตราสวนรวมเทากับ 1−   

 3) จาก  4, 2, 0, 2, , 6 2n− −  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1 2 4 2a a− = − = −  

   3 2 0 2 2a a− = − = −  
   ( )4 3 2 0 2a a− = − − = −  

   ( ) ( )( ) ( ) ( )1 6 2 6 2 1 6 2 8 2 2n na a n n n n−− = − − − − = − − − = −   

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 2−   

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

2 1
4 2

a
a

= =  

   3

2

0 0
2

a
a

= =  

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีผลตางรวมเทากับ 2−  แตไมเปนลําดับเรขาคณิต 

 4) จาก  1 1 13, 1, , , , 9
3 9 3

n
 
 
 

  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1 1 3 2a a− = − = −  

   3 2
1 21
3 3

a a− = − = −  

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

1
3

a
a

=  

   3

2

1
13

1 3
a
a

= =  
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   4

3

1
19

1 3
3

a
a

= =  

   1
1

19
13
319

3

n

n
n

n

a
a −

−

 
 
 = =
 
 
 

 

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันเปนคาคงตัวท่ีเทากัน ซ่ึงเทากับ 1−    

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิต แตเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีอัตราสวนรวมเทากับ 1−   

 5) จาก  1 2 1 4, , , , ,
4 5 2 7 3

n
n

− − − − −
+

  

  พิจารณาผลตางของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2 1
2 1 3
5 4 20

a a    − = − − − = −   
   

 

   3 2
1 2 1
2 5 10

a a    − = − − − = −   
   

 

  จะเห็นวา ผลตางของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  พิจารณาอัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกัน 

  จะไดวา  2

1

2
85

1 5
4

a
a

 − 
 = =
 − 
 

 

   3

2

1
52

2 4
5

a
a

 − 
 = =
 − 
 

 

  จะเห็นวา อัตราสวนของพจนท่ีอยูติดกันไมเปนคาคงตัวท่ีเทากัน  

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิตและไมเปนลําดับเรขาคณิต 
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2.  1)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 7, 49, 343,   

        จะได  1 1a =  และ 7 7
1

r = =  

       พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิต คือ 1
1

n
na a r −=  

       จะได        5a  =    5 1
1a r −    =   ( )41 7   =  47  =  2,401 

      6a  =    6 1
1a r −    =   ( )51 7   =  57  =  16,807 

      7a  =    7 1
1a r −    =   ( )61 7   =  67  =  117,649 

       ดังนั้น สามพจนถัดไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2401, 16807 และ 117,649 

 2)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 2, 4, 8, − −   

        จะได  1 1a = −  และ 2 2
1

r = = −
−

 

       พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิต คือ 1
1

n
na a r −=  

       จะได        5a  =    5 1
1a r −    =   ( )( )41 2− −   =  16−  

      6a  =    6 1
1a r −    =   ( )( )51 2− −   =  32  

      7a  =    7 1
1a r −    =   ( )( )61 2− −   =  64−  

       ดังนั้น สามพจนถัดไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 16, 32−  และ 64−  

 3)   จากลําดับเรขาคณิต 1 13, 1, , , 
3 9

 

        จะได  1 3a =  และ 1
3

r =  

       พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิต คือ 1
1

n
na a r −=  

       จะได        5a  =    5 1
1a r −    =   

413
3

 
 
 

 =  3
1
3

 =  1
27

 

      6a  =    6 1
1a r −    =   

513
3

 
 
 

 =  4
1
3

 =  1
81

 

      7a  =    7 1
1a r −    =   

613
3

 
 
 

 =  5
1
3

 =  1
243

 

       ดังนั้น สามพจนถัดไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 1 1, 
27 81

 และ 1
243
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3.   จากลําดับเรขาคณิต 2, 4, 8, 16,   

      จะได  1 2a =  และ 4 2
2

r = =  

      จาก ( ) 11
1 2 2 2nn n

na a r −−= = =  

      จะได  9
9 2 512a = =   

      ดังนั้น  พจนท่ี 9 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 512  

4.   จากลําดับเรขาคณิต 2, 10, 50, 250, − −   

      จะได  1 2a =  และ 10 5
2

r −
= = −  

      จาก ( ) 11
1 2 5 nn

na a r −−= = −  

      จะได  ( ) ( ) ( )11 2 10 10
11 2 5 2 5 2 5a −= − = − =   

      ดังนั้น  พจนท่ี 11 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( )102 5  

5.   จากลําดับเรขาคณิต 1 1 1 1, , , , 
2 6 18 54


 

      จะได  1
1
2

a =  และ 

1
16

1 3
2

r = =  

      จาก 
1

1
1

1 1
2 3

n
n

na a r
−

−  = =  
 

 

      จะได  
8 1 7

8 7
1 1 1 1 1
2 3 2 3 2 3

a
−

   = = =    ×   
  

      ดังนั้น  พจนท่ี 8 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 7
1

2 3×
 

6. 1)   จากลําดับเรขาคณิต 3, 6, 12, − − −   

       จะได  1 3a = −  และ 2r =  

       จาก  1
1

n
na a r −=  

  จะได  ( ) 13 2 n
na −= −  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( ) 13 2 n−−  
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 2)   จากลําดับเรขาคณิต 510, 5, , 
2

−   

       จะได  1 10a =  และ 1
2

r = −  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  
1110

2

n

na
−

 = − 
 

 

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 
1110

2

n−
 − 
 

 

 3)   จากลําดับเรขาคณิต 1 5 25, , , 
4 4 4

  

       จะได  1
1
4

a =  และ 5r =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( )11 5
4

n
na −=  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( )11 5
4

n−  

 4)   จากลําดับเรขาคณิต 5 5 10, , , 
6 3 3

  

       จะได  1
5
6

a =  และ 2r =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( )15 2
6

n
na −=  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( )15 2
6

n−  
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 5)   จากลําดับเรขาคณิต 2 1 1, , , 
9 12 32

− −   

       จะได  1
2
9

a = −  และ 3
8

r = −  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  
12 3

9 8

n

na
−

 = − − 
 

 

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 
12 3

9 8

n−
 − − 
 

 

 6)   จากลําดับเรขาคณิต 2, 2 3, 6,   

       จะได  1 2a =  และ 3r =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( ) 1
2 3

n

na
−

=  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( ) 1
2 3

n−
 

 7)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 0.3, 0.09, ...− −  

       จะได  1 1a = −  และ 0.3 0.3
1

r = = −
−

 

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 11 0.3 0.3 1 0.3n n n n
na − − −= − − = − − = −  

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ ( ) ( ) 11 0.3n n−−  

 8)   จากลําดับเรขาคณิต 3 2 2 3, , , ab a b a b   เม่ือ a และ b เปนจํานวนจริงท่ีไมเปนศูนย 

       จะได  3
1a ab=  และ 

2 2

3
a b ar

bab
= =  

       จาก 1
1

n
na a r −=    

  จะได  ( )
1

3 4
n

n n
n

aa ab a b
b

−
− = = 

 
 

       ดังนั้น พจนท่ี n ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 4n na b −  เม่ือ a และ b เปนจํานวนจริง 

      ท่ีไมเปนศูนย  
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7.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มีพจนท่ีหา คือ 16 และอัตราสวนรวม คือ 2 

 นั่นคือ 5 16a =  และ 2r =  

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  5 1 4
5 1 1a a r a r−= =   

 ดังนั้น     16 =  ( )4
1 2a  

 จะได    1a  =   1 

       ดังนั้น พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ  1 

8.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 3 12a =  และ 6 96a =  

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  3 1 2
3 1 1a a r a r−= =   

 และ  6 1 5
6 1 1a a r a r−= =   

 ดังนั้น     12 =  2
1a r   ----- (1) 

 และ     96 =  5
1a r   ----- (2) 

      จาก (1) และ (2)  จะได 3 8r =   นั่นคือ 2r =  

      ดังนั้น อัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2 

9. เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 1 22, 6a a= = −  และ 3 18a =   

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  2 16 2r −− =   นั่นคือ  6 2r− =    ----- (1) 

 และ  3 118 2r −=  นั่นคือ   218 2r=    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2)  จะได  3r = −   

 นั่นคือ  ( ) 12 3 n
na −= −  

 เม่ือ  162na =   

 จะได   162 =     ( ) 12 3 n−−  

     81 =     ( ) 13 n−−   

             ( )43−   =     ( ) 13 n−−  
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 นั่นคือ        1n −  =     4 

 จะได   n  =     5   

      ดังนั้น 162 เปนพจนท่ี 5 ของลําดับเรขาคณิตนี้  

10.   1)   พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 3 4,a a  และ 5a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 1 4a =  และ 1
4

r =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

  จะได  
1 2

1
1

1 14
4 4

n n
n

na a r
− −

−    = = =   
   

 

       นั่นคือ       3a  =      
3 21

4

−
 
 
 

=   1
4

 

       4a  =      
4 21

4

−
 
 
 

=   1
16

 

       5a  =      
5 21

4

−
 
 
 

=  1
64

 

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 1 1,
4 16

 และ 1
64

 ตามลําดับ 

 2) พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2 4,a a  และ 5a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 1 2a =  และ 3
2
9

a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได         2
9

 =  ( )3 12 r −  

       2
9

 =  22r  

      2r  =   1
9

 

        นั่นคือ 1
3

r =  หรือ 1
3

r = −  
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       กรณี 1
3

r =   จะได  
112

3

n

na
−

 =  
 

  

       นั่นคือ       2a  =   
2 112

3

−
 
 
 

 =   2
3

 

       4a  =   
4 112

3

−
 
 
 

 =   2
27

  

       5a  =   
5 112

3

−
 
 
 

 =   2
81

  

       กรณี 1
3

r = −  จะได  
112

3

n

na
−

 = − 
 

  

       นั่นคือ       2a  =   
2 112

3

−
 − 
 

=   2
3

−  

       4a  =   
4 112

3

−
 − 
 

=   2
27

−   

       5a  =   
5 112

3

−
 − 
 

=   2
81

  

  ดังนั้น กรณี 1
3

r =  พจนท่ีขาดหายไป คือ 2 2,
3 27

 และ 2
81

  ตามลําดับ  

  และกรณี 1
3

r = −  พจนท่ีขาดหายไป คือ 2 2,
3 27

− −  และ 2
81

 ตามลําดับ  

 3) พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2 3 4, ,a a a  และ 6a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 1
3
7

a =  และ 5
3

343
a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได     3
343

 =  ( )5 13
7

r −  

   3
343

 =  43
7

r  

      4r  =   1
49

 

        นั่นคือ   1
7

r =   หรือ 1
7

r = −  
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       กรณี 1
7

r =  จะได  
13 1

7 7

n

na
−

 
=  

 
  

       นั่นคือ       2a  =   
2 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
7 7

 

       3a  =   
3 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
49

  

       4a  =   
4 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
49 7

 

       6a  =   
6 13 1

7 7

−
 
 
 

 =   3
343 7

 

       กรณี 1
7

r = −  จะได  
13 1

7 7

n

na
−

 
= − 

 
  

       นั่นคือ       2a  =   
2 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
7 7

−  

       3a  =   
3 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
49

  

       4a  =   
4 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
49 7

−  

       6a  =   
6 13 1

7 7

−
 
− 
 

 =   3
343 7

−  

  ดังนั้น กรณี 1
7

r =  พจนท่ีขาดหายไป คือ 3 3 3, ,
497 7 49 7

 และ 3
343 7

  ตามลําดับ  

  และกรณี 1
7

r = −  พจนท่ีขาดหายไป คือ 3 3 3, ,
497 7 49 7

− −  และ 3
343 7

−  ตามลําดับ 

 4) พจนท่ีหายไปของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 1 2 4 5, , ,a a a a  และ 7a  

  จากลําดับเรขาคณิตท่ีกําหนดให จะได 3 1a =  และ 6
8
27

a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได        1 =   ( )2
1a r      ----- (1) 

    8
27

  =   ( )51a r      ----- (2) 
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   จาก (1) และ (2) จะได 2
3

r =  และ 1
9
4

a =  

  นั่นคือ  
1 39 2 2

4 3 3

n n

na
− −

   = =   
   

 

       จะได         2a  =  
2 32

3

−
 
 
 

 =  3
2

 

        4a  =  
4 32

3

−
 
 
 

  =  2
3

 

        5a  = 
5 32

3

−
 
 
 

  =  4
9

 

        7a  = 
7 32

3

−
 
 
 

  =  16
81

 

       ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 9 3 2 4, , ,
4 2 3 9

 และ 16
81

 ตามลําดับ 

11.   1)   ให a เปนพจนท่ีอยูระหวาง 5 และ 20  

  จะได 5, , 20a  เปนสามพจนท่ีเรียงติดกันในลําดับเรขาคณิต 

  จาก  1n

n

ar
a
+=   

      จะได          
5
a  =   20

a
 

        2a  =   100 
       นั่นคือ 10a =   หรือ  10a = −  

       ดังนั้น พจนท่ีอยูระหวาง 5 และ 20 ในลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 10 หรือ 10−  

 2)   ให a  เปนพจนท่ีอยูระหวาง 8 และ 12  

  จะได 8, , 12a  เปนสามพจนท่ีเรียงติดกันในลําดับเรขาคณิต 

  จาก  1n

n

ar
a
+=   

      จะได         
8
a  =   12

a
 

        2a  =   96 
       นั่นคือ  4 6a =  หรือ 4 6a = −  

       ดังนั้น พจนท่ีอยูระหวาง 8 และ 12 ในลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 4 6  หรือ 4 6−  
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12.  จาก  1n

n

ar
a
+=   

 จะได       20
3

a
a
+
+

 =  105
20

a
a
+
+

 

        ( )( )20 20a a+ +  =   ( )( )3 105a a+ +  

        2 40 400a a+ +  =   2 108 315a a+ +  
    68a  =    85 

        a =   5
4

 

 จะได 5 173 3
4 4

a + = + =     

   5 8520 20
4 4

a + = + =       

 และ  5 425105 105
4 4

a + = + =  

 ดังนั้น สามพจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 17 85, 
4 4

 และ 425
4

 

        นั่นคือ  1
17
4

a =  และ 5r =  

        จะได  พจนท่ัวไป คือ   na  =  1
1

na r −  =  ( ) 117 5
4

n−  

        ดังนั้น  5
4

a =  และ พจนท่ัวไป คือ ( )117 5
4

n−  

13.   ในการคํานวณจํานวนประชากรในแตละป จะพิจารณาเม่ือสิน้ปนั้น ๆ 

 จาก พ.ศ. 2550 ประชากรในอําเภอหนึ่งมี 60,000 คน และประชากรในอําเภอนี้เพ่ิมข้ึนปละ 2%  

 จะไดวา  

 ใน พ.ศ. 2551 (ครบ 1 ป) จะมีประชากร ( ) ( )60,000 60,000 0.02 60,000 1.02+ =  คน 

       ใน พ.ศ. 2552 (ครบ 2 ป) จะมีประชากร ( ) ( )( ) ( )260,000 1.02 60,000 1.02 0.02 60,000 1.02+ = คน 

       ใน พ.ศ. 2553 (ครบ 3 ป) จะมีประชากร ( ) ( ) ( ) ( )2 2 360,000 1.02 60,000 1.02 0.02 60,000 1.02+ = คน 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือครบ n  ป จะมีประชากร ( )60,000 1.02 n  คน  

 จะได จํานวนประชากรเม่ือครบ 1,  2,  3, , ,n   ป คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 360000 1.02 , 60000 1.02 , 60000 1.02 , , 60000 1.02 ,n
  

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี ( )1 60,000 1.02a =  และ  1.02r =  
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 จาก  1
1

n
na a r −=   

 จะได  ( )( )( ) ( )160,000 1.02 1.02 60,000 1.02n n
na −= =   

 ดังนั้น สูตรการคํานวณจํานวนประชากรในแตละป คือ ( )60,000 1.02 n  เม่ือ n  เปนจํานวน 

 เต็มบวกท่ีใชแทนจํานวนปท่ีคํานวณจํานวนประชากรหลังจาก พ.ศ. 2550 

 เนื่องจาก พ.ศ. 2565 คือปท่ี 15 หลังจาก พ.ศ 2550 

 จะได จํานวนประชากรในพ.ศ. 2565 เทากับ ( )1560,000 1.02 80,752≈  คน 

        ดังนั้น สูตรการคํานวณจํานวนประชากรในแตละป คือ ( )60,000 1.02 n  เม่ือ n  เปนจํานวน 

 เต็มบวกท่ีใชแทนจํานวนปท่ีคํานวณจํานวนประชากรหลังจาก พ.ศ. 2550 และจํานวน 

 ประชากรใน พ.ศ. 2565 ประมาณ 80,752 คน  

 หมายเหตุ   

 การหาคําตอบในขอนี้ อาจพิจารณาลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเทากับ 60,000 และ

อัตราสวนรวมเทากับ 1.02  ซ่ึงจํานวนประชากรใน พ.ศ. 2565 จะเปนพจนท่ี 16 ของลําดับนี้ 

14.   ในท่ีนี้ ความสูงของลูกบอล คือ ระยะท่ีลูกบอลอยูสูงท่ีสุดเม่ือวัดจากระดับพ้ืนดิน  

 จาก ความสูงของลูกบอลเม่ือเริ่มปลอยลูกบอลเทากับ 2 เมตร และเม่ือลูกบอลกระทบพ้ืน  

 ความสูงของลูกบอลท่ีกระดอนข้ึนจะลดลง 8% ของความสูงของลูกบอลกอนหนา จะไดวา  

 ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 1 เทากับ ( ) ( )2 2 0.08 2 0.92− =  เมตร 

 ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 2 เทากับ ( ) ( )( )( ) ( )22 0.92 2 0.92 0.08 2 0.92− =  เมตร 

 ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 3 เทากับ ( ) ( )( )( ) ( )2 2 32 0.92 2 0.92 0.08 2 0.92− =  เมตร 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือลูกบอลกระทบพ้ืนครั้งท่ี n  ความสูงของลูกบอลจะเทากับ ( )2 0.92 n เมตร 

 จะได ความสูงของลูกบอลเม่ือกระทบพ้ืนครั้งท่ี 1,  2,  3, , ,n   คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 32 0.92 , 2 0.92 , 2 0.92 , , 2 0.92 ,n
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี ( )1 2 0.92 , 0.92a r= =  และพจนท่ัวไป คือ ( )2 0.92 n  

 ให f  เปนฟงกชันแสดงความสูงของลูกบอลเม่ือลูกบอลกระทบพ้ืนครั้งท่ี n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวก 

 จะได ( ) ( )2 0.92 nf n =   

 ดังนั้น ฟงกชันแสดงความสูงของลูกบอลเม่ือลูกบอลกระทบพ้ืนครั้งท่ี n  เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวก  

 คือ ( ) ( )2 0.92 nf n =  
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แบบฝกหัด 1.1.4  

1.   กําหนด  1
n

n
b

a
=  จะไดวา nb  เปนลําดับเลขคณิต 

     จาก  3
3

1 1
3

b
a

= =  และ 6
6

1 1
6

b
a

= =  

      จะได       1
3

 =   1 2b d+      ----- (1)  

      และ       1
6

 =   1 5b d+      ----- (2) 

      จาก  ( )1  และ ( )2  จะได  1
18

d = −  และ 1
4
9

b =  

      จาก  ( )4 1
4 1 54 1 3
9 18 18

b b d  = + − = + − = 
 

 จะได  4
4

1 18
5

a
b

= =  

      และจาก ( )5 1
4 1 25 1 4
9 18 9

b b d  = + − = + − = 
 

 จะได  5
5

1 9
2

a
b

= =  

      ดังนั้น 4 5
18 9 81
5 2 10

a a+ = + =  

2.   ให  2log 3nna =   

 จะสามารถเขียน na  ไดเปน  log3 log3
log 2log 2n na

n
= =  

      กําหนด  1
n

n
b

a
=  จะได  log 2

log 3n
nb =  

      สังเกตวา  ( )
1

1 log 2 log 2 log 2
log 3 log 3 log 3n n

n nb b+

+
− = − =  

      ดังนั้น ลําดับ  nb  เปนลําดับเลขคณิต นั่นคือ ลําดับ na  เปนลําดับฮารมอนิก 

     ดังนั้น 2 4 8 2log 3, log 3, log 3, , log 3,n   เปนลําดับฮารมอนิก 

3.   ให 1
n

n
b

a
=  จะไดวา ลําดับ nb  เปนลําดับเลขคณิต โดยท่ี 0na ≠  เม่ือ n  เปนจาํนวนเต็มบวก 

 เนื่องจาก 1 1a =  และ 2 3 1a a+ =   

     จะได   1
1

1 1 1
1

b
a

= = =  

           2
2

1b
a

=   โดยท่ี 2 0a ≠   
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 และ  3
3 2

1 1
1

b
a a

= =
−

  โดยท่ี 21 0a− ≠  หรือ 2 1a ≠   

      เนื่องจาก ลําดับ nb  เปนลําดับเลขคณิต จะไดวา  

            2 1b b−  =   3 2b b−  

      นั่นคือ       
2

1 1
a

−  =   
2 2

1 1
1 a a

−
−

         

            2

2

1 a
a
−  =   

( )
( )

2 2

2 2

1
1

a a
a a
− −

−
 

               ( )2
21 a−  =  22 1a −  

       2
2 21 2a a− +  =   22 1a −  

           2
2 24 2a a− +  =   0 

        จะได   
( ) ( ) ( )( )

( )

2

2

4 4 4 1 2
2 2

2 1
a

− − ± − −
= = ±  

        ดังนั้น คาท่ีเปนไปไดของ 2a  คือ 2 2+  และ 2 2−  
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แบบฝกหัด 1.2  

1.   1)   จาก sin
2n

na π
=   

       เขียนลําดับไดเปน 1, 0, 1, 0, 1,0, 1, 0, 1, 0, 1, , sin ,
2

nπ
− − −    

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้   

 
     จากกราฟ จะเห็นวา  เม่ือ n  เปน 1, 5, 9, …   พจนท่ี n  เปน 1  

     เม่ือ n  เปน 2, 4, 6, …   พจนท่ี n  เปน 0 

     เม่ือ n  เปน 3, 7, 11, …   พจนท่ี n  เปน 1−   

  นั่นคือ เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  ไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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 2)   จาก 1 sin
2n

na
n

π
=  

       เขียนลําดับไดเปน 1 1 1 11, 0, , 0, , 0, , 0 , sin ,
3 5 7 2

n
n

π
− −     

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 3)   จาก 5
1na

n
=

+
 

       เขียนลําดับไดเปน 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5, , , , , , , , , , , , ,
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1n +

          

  เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้   

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
  



     
     
     

    
 

208 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 4)   จาก 2n

na
n

=  

       เขียนลําดับไดเปน 8 32 22, 2, , 4, , , ,
3 5

n

n
   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
     จากกราฟ จะเห็นวา  เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  มีคาเพ่ิมข้ึนและไมเขาใกล 

  จํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

 5)   จาก ( )( )1 1 n
na n= + −  

       เขียนลําดับไดเปน ( )( )0, 4, 0, 8, 0, 12, , 1 1 ,nn + −   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 
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     จากกราฟ จะเห็นวา  เม่ือ n  เปน 1, 3, 5, …   พจนท่ี n  เปน 0  

     เม่ือ n  เปน 2, 4, 6, …   พจนท่ี n  เปน 2n   

  นั่นคือ เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  ไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

 6)   จาก 14
2n na = −  

       เขียนลําดับไดเปน 7 15 31 63 1, , , , , 4 ,
2 4 8 16 2n−   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้  

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 4  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 4 แตไมเทากับ 4 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 4 
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 7)   จาก ( ) 14 0.5 n
na −=  

       เขียนลําดับไดเปน ( ) 11 14, 2, 1, , , , 4 0.5 ,
2 4

n−
   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
    
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 8)   จาก 
1

2
3

n
na  =  

 
 

       เขียนลําดับไดเปน 
1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 62 2 2 2 2 2 2, , , , , , , ,

3 3 3 3 3 3 3
n           

           
           

   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี ้  

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 1  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 1 แตไมเทากับ 1 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 1  
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 9)   จาก 4
3

n

na  = − 
 

 

       เขียนลําดับไดเปน 
2 3 44 4 4 4 4, , , , , ,

3 3 3 3 3

n
       − − −       
       

   

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
  จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟมีลักษณะข้ึนและลงสลับกัน โดยไมเขาใกลคาใดคาหนึ่ง 

      ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 
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 10)   จาก 
2 2n n

na =
+
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       = = =     ++      

  

       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

       24)  พิจารณา  

          
2 3

2
5 1lim
2 3n

n n
n n n→∞

 − −
+ + + 

   =  
( )( ) ( )( )

( )( )
2 2 3

2

5 3 1 2
lim

2 3n

n n n n n

n n n→∞

− + + − +

+ +
 

                         =  
( ) ( )4 3 2 4 3

3 2

3 5 15 2 2
lim

5 6n

n n n n n n n

n n n→∞

+ − − + + − −

+ +
 

                          =  
3 2

3 2
5 14 2lim

5 6n

n n n
n n n→∞

− − +
+ +

 

                     =  

3
2 3

3
2

5 14 21
lim

5 61
n

n
n n n

n
n n

→∞

 − − + 
 
 + + 
 

 

     =  
2 3

2

5 14 2lim 1 lim lim lim

5 6lim 1 lim lim

n n n n

n n n

n n n

n n

→∞ →∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

− − +

+ +
 

     =  1 0 0 0
1 0 0
− − +
+ +

 

     =   1       
               ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 1 

3.   1)   เปนเท็จ 

      ให na n=  และ nb n= −   

  จะไดวา lim limnn n
a n

→∞ →∞
=  ซ่ึงไมมีคา และ ( )lim limnn n

b n
→∞ →∞

= −  ซ่ึงไมมีคา 

  ดังนั้น ลําดับ na  และ ลําดับ nb  เปนลําดับลูออก 

      พิจารณา  ( ) 0n na b n n+ = + − =   

       จะไดวา     ( )lim n nn
a b

→∞
+  =  lim 0

n→∞
 =   0 

       ดังนั้น ลําดับ n na b+  เปนลําดับลูเขา 
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 2)   เปนเท็จ   

      ให  0na =  และ nb n=    

  จะไดวา lim lim 0 0nn n
a

→∞ →∞
= =  และ lim limnn n

b n
→∞ →∞

=  ซ่ึงไมมีคา 

       ดังนั้น na  เปนลําดับลูเขา และ nb  เปนลําดับลูออก 

  พิจารณา  0n na b n n+ = + =  

        จะไดวา  1 1lim lim 0
n nn na b n→∞ →∞

= =
+

 

        ดังนั้น n na b+  เปนลําดับลูออก 

4.   1) บริษัทแหงนี้มีงบรายจายปแรก 2.5 พันลานบาท และวางแผนจะปรับลดงบรายจายลง  

  20% ของปกอนหนา จะไดวา 

  งบรายจายในปท่ี 1 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )2.5 0.8  พันลานบาท 

  งบรายจายในปท่ี 2 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )( )( ) ( )22.5 0.8 0.8 2.5 0.8=  พันลานบาท 

  งบรายจายในปท่ี 3 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )( )( ) ( )2 32.5 0.8 0.8 2.5 0.8=  พันลานบาท 

  งบรายจายในปท่ี 4 หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )( )( ) ( )3 42.5 0.8 0.8 2.5 0.8=  พันลานบาท 

  ดังนั้น งบรายจายในปท่ีสี่หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )42.5 0.8 1.024=  พันลานบาท 

 2) จากขอ 1) จะไดวา n  ปหลังจากปรับลดงบ งบรายจายเทากับ ( )2.5 0.8 n  พันลานบาท 

  ดังนั้น งบรายจายในปท่ี n  หลังจากปรับลดงบ เทากับ ( )2.5 0.8 n  พันลานบาท 

 3) จากขอ 1) และ 2) จะได งบรายจายในปท่ี 1, 2, 3, , ,n   หลังจากปรับลดงบ คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 32.5 0.8 , 2.5 0.8 , 2.5 0.8 , , 2.5 0.8 ,n
   ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 

  พจนแรกเปน ( )2.5 0.8  และอัตราสวนรวมเปน 0.8 

  พิจารณา ( )( ) ( )lim 2.5 0.8 2.5 lim 0.8n n

n n→∞ →∞
=   

  เนื่องจาก  0.8 1<   จะได ( )lim 0.8 0n

n→∞
=  

  ดังนั้น ( )2.5 lim 0.8 2.5 0 0n

n→∞
= × =  

  นั่นคือ ( )( )lim 2.5 0.8 0n

n→∞
=  

 ดังนั้น ลําดับของงบของรายจายนี้เปนลําดับลูเขา 
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แบบฝกหัด 1.3.1  

1. 1)   จาก nS  = ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได       4S  =  ( ) ( )( )( )4 2 3 4 1 2
2

+ −   =   24 

       ดังนั้น ผลบวก 4 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 24 

 2)   จาก nS  = ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได       11S  =  ( ) ( )( )( )11 2 7 11 1 3
2

− + −  =   88 

       ดังนั้น ผลบวก 11 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 88 

 3)   จาก nS  = ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได       14S  =  ( ) ( )( )( )14 2 5 14 1 2
2

− + − −  =  252−  

       ดังนั้น ผลบวก 14 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 252−  

 4)   จาก nS  = ( )12 n
n a a+  

       จะได       7S  =  ( )7 5 29
2

+  =   119 

       ดังนั้น ผลบวก 7 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 119 

 5)   จาก nS  = ( )12 n
n a a+  

       จะได       9S  =  ( )9 3 37
2
− +   =   153 

       ดังนั้น ผลบวก 9 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 153 

2.   1)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 5a =  และ 2d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       50S  =  ( ) ( )( )( )50 2 5 50 1 2
2

+ −  =  2,700 

       ดังนั้น ผลบวก 50 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 2,700 
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 2)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 0a =  และ 2d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       30S  =  ( ) ( )( )( )30 2 0 30 1 2
2

+ −  =   870 

       ดังนั้น ผลบวก 30 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 870 

 3)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 2a = −  และ 5d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       60S  =  ( ) ( )( )( )60 2 2 60 1 5
2

− + −  =   8,730 

       ดังนั้น ผลบวก 60 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 8,730 

 4)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 5a =  และ 3d = −  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       75S  =  ( ) ( )( )( )75 2 5 75 1 3
2

+ − −  =  7,950−  

       ดังนั้น ผลบวก 75 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 7,950−  

 5)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1
1
2

a =  และ 1
2

d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       50S  =  ( )50 1 12 50 1
2 2 2
    + −    

    
 =  

1,275
2

 

       ดังนั้น ผลบวก 50 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 1,275
2

 

3.   1)   จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

       อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 6,a =  3d =  และ 99na =  

       จะได     99 =  ( )( )6 1 3n+ −  
       99 =  6 3 3n+ −  
         n =  32 

       จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  
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       จะได    32S  =  ( )32 6 99
2

+  =  1,680 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 1,680 

 2)   จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

       อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 7,a = −  3d = −  และ 109na = −  

       จะได    109−  =  ( )( )7 1 3n− + − −  
             109−  =  7 3 3n− − +  
         n =  35 

       จาก        nS  =  ( )12 n
n a a+  

       จะได    35S  =  ( )( )35 7 109
2

− + −   =  2,030−  

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 2,030−  

 3)   จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

       อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 7,a = −  3d =  และ 131na =  

       จะได       131 =  ( )( )7 1 3n− + −  
                131 =  7 3 3n− + −  
        n =  47 

       จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

       จะได    47S  =  ( )47 7 131
2

− +  =  2,914  

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 2,914  

4.   ให  10 20a =  และ 5 10a =  

      จะได       20 =  ( )1 10 1a d+ −      

 นั่นคือ     20 =  1 9a d+      ----- (1) 

 และ       10 =  ( )1 5 1a d+ −      

 นั่นคือ   10 =  1 4a d+      ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  2d =  และ 1 2a =  
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 พิจารณาผลบวกของพจนท่ี 8 ถึงพจนท่ี 15 คือ  

  8 9 10 15a a a a+ + + +  =  ( ) ( )1 2 3 15 1 2 3 7 15 7a a a a a a a a S S+ + + + − + + + + = −    

      จาก     nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −   

     จะได     7S  =  ( ) ( )( )( )7 2 2 7 1 2
2

+ −   =   56 

       และ      15S  =  ( ) ( )( )( )15 2 2 15 1 2
2

+ −   =   240 

       นั่นคือ  15 7 240 56 184S S− = − =   

       ดังนั้น ผลบวกของพจนท่ี 8 ถึงพจนท่ี 15 ของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 184 

5.   จากท่ีกําหนดให จะไดวา 

 ทับทิมออมเงินวันแรก 1 บาท  

  ออมเงินในวันท่ีสอง 1 + 1 = 2 บาท 

  ออมเงินในวันท่ีสาม 2 + 1 = 3 บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ทับทิมออมเงินในวันท่ี n  เทากับ n   บาท 

 จะได เงินท่ีทับทิมออมในวันท่ี 1, 2, 3, , n  คือ 1, 2, 3, , n  บาท ซ่ึงเปนลําดับ 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 1 และผลตางรวมเปน 1 

      ให  nS   แทนจํานวนเงินออมท้ังหมดของทับทิม เม่ือออมครบ n วัน  

 ดังนั้น จํานวนเงินออมท้ังหมดของทับทิม เม่ือออมครบ 30 วัน คือ 30S  

     จาก      nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

     จะได   30S  =  ( ) ( )( )( )30 2 1 30 1 1
2

+ −   =  465  

       ดังนั้น ถาทับทิมออมเงินจนครบ 30 วัน ทับทิมจะมีเงินออมท้ังหมด 465 บาท  

6.   ให  1 6,a =  4d =  และ 26na =  

      จาก                 na  =  ( )1 1a n d+ −  

      จะได   26 =  ( )( )6 1 4n+ −  
     26 =  6 4 4n+ −  
        n =  6 

      จาก    nS  =  ( )12 n
n a a+   
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     จะได      6S  =  ( )6 6 26
2

+   =   96 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 96 

7.  ลําดับของจํานวนค่ีบวก คือ 1, 3, 5, 7, , 2 1,n − 
 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 1  

 และผลตางรวมเปน 2  

      ให  nS   แทนผลบวกของจํานวนค่ีบวก n จํานวนแรก  

 พิจารณาผลบวกของจํานวนค่ีบวก 100 จํานวนแรก ซ่ึงคือ 100S  

     จาก          nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได     100S  =  ( ) ( )( )( )100 2 1 100 1 2
2

+ −   =   10,000  

      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนค่ีบวก 100 จํานวนแรก คือ 10,000 

8.   ลําดับของจํานวนเต็มบวกท่ีเปนพหุคูณของ 3 คือ 3, 6, 9, 12, , 2 1,n +    

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 3 และผลตางรวมเปน 3 

      ให  nS   แทนผลบวกของจํานวนเต็มบวก n  จํานวนแรกท่ีเปนพหุคูณของ 3  

 พิจารณาผลบวกของจํานวนเต็มบวกยี่สิบจํานวนแรกท่ีเปนพหุคูณของ 3 ซ่ึงคือ 20S  

     จาก          nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได     20S  =  ( ) ( )( )( )20 2 3 20 1 3
2

+ −   =   630 

      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มบวกยี่สิบจํานวนแรกท่ีเปนพหุคูณของ 3 คือ 630 

9.   ลําดับของจํานวนค่ีตั้งแต 17 ถึง 379 คือ 17, 19, 21, …, 379 เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก 

 เปน 17 พจนสุดทายเปน 379 และผลตางรวมเปน 2 

      จาก    na  =  ( )1 1a n d+ −  

      จะได  379 =  ( )( )17 1 2n+ −  
   379 =  17 2 2n+ −  
        n =  182 
      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนค่ีตั้งแต 17 ถึง 379 คือ ผลบวกของ 182 พจนแรกของอนุกรม 

 เลขคณิตท่ีไดจากลําดับเลขคณิตนี้ ซ่ึงคือ 182S  
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 จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

     จะได    182S  =  ( )182 17 379
2

+   =   36,036 

      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนค่ีตั้งแต 17 ถึง 379 คือ 36,036 

10.   การจัดแผนไมตามเง่ือนไขท่ีกําหนดเปนดังรูป 

 
 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 2 โดยใหแนวก่ึงกลางของแผนไมแตละแผนอยูตรงกับรอยตอ 

 ของแผนไมแตละคูในชั้นท่ี 1 จะไดวา ชั้นท่ี 2 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 30 1 29− =  แผน  

 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 3 โดยใหแนวก่ึงกลางของแผนไมแตละแผนอยูตรงกับรอยตอ 

 ของแผนไมแตละคูในชั้นท่ี 2 จะไดวา ชั้นท่ี 3 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 29 1 28− =  แผน 

 ให n  เปนชั้นท่ีมีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 5 แผน 

 จะไดวา จํานวนแผนไมท่ีวางในชั้นท่ี 1, 2, 3, , n  คือ 30, 29, 28, , 5  ซ่ึงเปนลําดับ 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 30 พจนท่ี n  เปน 5 และผลตางรวมเปน 1−  

        จาก    na  =  ( )1 1a n d+ −  

        จะได     5 =  ( )( )30 1 1n+ − −  
      5 =  30 1n− +  
        n =  26 
      ดังนั้น จํานวนแผนไมตั้งแตชั้นท่ี 1 จนถึงชั้นท่ีมีแผนไม 5 แผน คือ ผลบวกของ 26 พจนแรก 

 ของอนุกรมเลขคณิตท่ีไดจากลําดับเลขคณิตนี้ ซ่ึงคือ 26S  

      จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

     จะได     26S  =  ( )26 30 5
2

+   =   455 

       ดังนั้น แผนไมกองไมนี้มี 26 ชั้น และมีแผนไมท้ังหมด 455 แผน  

ชั้นท่ี 1 แผนไม 30 แผน 
ชั้นท่ี 2 แผนไม 29 แผน 
ชั้นท่ี 3 แผนไม 28 แผน 
ชั้นท่ี 4 แผนไม 27 แผน 

  

ชั้นท่ี n  แผนไม 5 แผน 
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แบบฝกหัด 1.3.2  

1. 1)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     4S  =  
( )43 1 2

1 2

−

−
  =   45 

       ดังนั้น ผลบวก 4 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 45 

 2)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     7S  =   
( )75 1 4

1 4

−

−
  =    27,305  

       ดังนั้น ผลบวก 7 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 27,305  

 3)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     9S  =   
( )( )93 1 5

1 5

− −

−
  =    ( )93 1 5

4
−  

       ดังนั้น ผลบวก 9 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ ( )93 1 5
4

−  

 4)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     11S  =  
( )( )117 1 3

1 3

− −

−
 =    ( )117 1 3

2
−  

       ดังนั้น ผลบวก 11 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ ( )117 1 3
2

−  

 5)   จาก  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได     14S  =   
( ) ( )( )

( )

145 1 2

1 2

− − −

− −
  =    ( )145 2 1

3
−  

       ดังนั้น ผลบวก 14 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ ( )145 2 1
3

−  
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2. 1)   อนุกรมเรขาคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 2a =  และ 6 3
2

r = =  

       แทน n ดวย 9 ใน  nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได      9S  =  
( )92 1 3

1 3

−

−
  =   93 1−   =  19,682 

       ดังนั้น ผลบวก 9 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 19,682 

 2)   อนุกรมเรขาคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 9a =  และ 12 4
9 3

r = =  

       แทน n ดวย 8 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได      8S  =   

849 1
3
41
3

  −     

−
   =  

849 1
3

1
3

  −     

−
  =   

8427 1
3

  − −     
 

       ดังนั้น ผลบวก 8 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
8427 1

3
  − −     

 

 3)   อนุกรมเรขาคณิตท่ีกําหนดใหมี 1
2
3

a =  และ 

4
29

2 3
3

r = =  

       แทน n ดวย 10 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได    10S  =  

102 21
3 3

21
3

  −     

−
   =  

1022 1
3

  −     
 

       ดังนั้น ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
1022 1

3
  −     
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3.   1)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 9,a =  
27 3
9

r = =  และ 729na =  

       จาก  na  =  1
1

na r −  

       จะได  729 =   ( )19 3n−  

      81 =   13n−  
      43  =   13n−  
       นั่นคือ   1n −  =   4 
        n =   5 

       แทน n ดวย 5 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

  จะได     5S  =   
( )59 3 1

3 1

−

−
  =   ( )9 243 1

2
−   =    1,089 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 1,089 

 2)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 4,a =  
2 1
4 2

r = =  และ 1
512na =  

       จาก      na  =  1
1

na r −  

       จะได 1
512

 =   
114

2

n−
 
 
 

 

                 11
1

2
 =   

11
2

n−
 
 
 

 

                   
111

2
 
 
 

 =   
11

2

n−
 
 
 

 

       นั่นคือ   1n −  =   11 
        n =   12 

       แทน n ดวย 12 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

      จะได     12S  =   

1214 1
2
11
2

  −     

−
  =   

1218 1
2

  −     
 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
1218 1

2
  −     
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 3)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 1,a =  
2 2

1
r −
= = −  และ 256na =  

       จาก  na  =  1
1

na r −  

       จะได  256 =   ( ) 11 2 n−−  

              ( )82−    =   ( ) 12 n−−  

       นั่นคือ   1n −  =   8 
        n =   9 

       แทน n ดวย 9 ใน nS  =  
( )1 1

1

na r

r

−

−
   

      จะได     9S  =   
( )( )
( )

91 1 2

1 2

− −

− −
  =   ( )1 1 512

3
+   =    171 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 171 

4.   จากท่ีกําหนดให จะไดวา 

 มังกรออมเงินวันแรก 1 บาท  

  ออมเงินในวันท่ีสอง ( ) 12 1 2 2= =  บาท 

  ออมเงินในวันท่ีสาม ( ) 22 2 4 2= =  บาท 

  ออมเงินในวันท่ีสี่ ( ) 32 4 8 2= =  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา มังกรออมเงินในวันท่ี n  เทากับ 12n−   บาท 

 จะได เงินท่ีมังกรออมในวันท่ี 1, 2, 3, , ,n   คือ 1 2 11, 2 , 2 , , 2 ,n−
   บาท ซ่ึงเปน 

 ลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 1 และอัตราสวนรวมเปน 2 

      ให  nS   แทนจํานวนเงินออมท้ังหมดของมังกร เม่ือออมครบ n วัน  

 ดังนั้น จํานวนเงินออมท้ังหมดของมังกร เม่ือออมครบ 15 วัน คือ 15S  

 จาก        nS    =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

     จะได        15S   =  
( )151 2 1

2 1

−

−
  =   152 1−   =   32,767   

     ดังนั้น เม่ือครบ 15 วัน มังกรจะมีเงินออมท้ังหมด 32,767 บาท 
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5.   จาก ยอดขายของบริษัทแหงนี้ในไตรมาสแรกของปท่ี 1 คือ 300,000 บาท 

 และผูจัดการฝายขายของบริษัทตองการเพ่ิมยอดขายข้ึนไตรมาสละ 3% ของยอดขายใน 

 ไตรมาสกอนหนา จะไดวา  

 ไตรมาสแรกของปท่ี 1 ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได 300,000 บาท 

 เม่ือผานไป 1 ไตรมาส (ไตรมาสสองของปท่ี 1) ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได ( )300,000 1.03  บาท 

 เม่ือผานไป 2 ไตรมาส (ไตรมาสสามของปท่ี 1) ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได  

  ( )( )( ) ( )2300,000 1.03 1.03 300,000 1.03=  บาท 

 เม่ือผานไป 3 ไตรมาส (ไตรมาสสี่ของปท่ี 1)  ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได  

  ( )( )( ) ( )2 3300,000 1.03 1.03 300,000 1.03=  บาท 

 เม่ือผานไป 4 ไตรมาส (ไตรมาสหนึ่งของปท่ี 2)  ผูจัดการฝายขายทํายอดขายได  

  ( )( )( ) ( )3 4300,000 1.03 1.03 300,000 1.03=  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือผานไป n  ไตรมาส ผูจัดการฝายขายควรทํายอดขายได ( )300,000 1.03 n  บาท 

 จะไดวา เม่ือผานไป 1, 2, 3, , ,n   ไตรมาส จากไตรมาสแรกของปท่ี 1 ผูจัดการฝายขายควรทํา 

 ยอดขายได ( ) ( ) ( ) ( )2 3300000 1.03 , 300000 1.03 , 300000 1.03 , , 300000 1.03 ,n
   บาท 

  ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )300000 1.03  และอัตราสวนรวมเปน 1.03 

1) เนื่องจาก ไตรมาสแรกของปท่ี 3 คือ ไตรมาสท่ี 8 นับจากไตรมาสแรกของปท่ี 1 

จะได ยอดขาย ณ ไตรมาสแรกของปท่ี 3 คือ ยอดขายท่ีผูจัดการฝายขายควรทํายอดได 

เม่ือผานไป 8 ไตรมาส ซ่ึงเทากับ ( )8300,000 1.03 380,031.02≈   บาท 

ดังนั้น ผูจัดการฝายขายควรทํายอดขายไตรมาสแรกของปท่ี 3 ใหไดประมาณ 

380,031.02 บาท 

      2) ให  nS    แทนยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําได เม่ือผานไป n ไตรมาส นับจาก 

   ไตรมาสแรกของปท่ี 1  

พิจารณา ยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําไดตั้งแตไตรมาสสองของปท่ี 1 ถึงไตรมาสสี่

ของปท่ี 2 ซ่ึงคือ ยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําไดเม่ือผานไป 7 ไตรมาส นับจาก

ไตรมาสแรก หรือ 7S  
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  จาก   nS   =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

      จะได        7S   =  
( ) ( )( )7300,000 1.03 1.03 1

2,367,700.81
1.03 1

−
≈

−
     

  นั่นคือ เม่ือครบสองป ผูจัดการฝายขายควรทํายอดขายรวมไดเทากับยอดขายท่ีไดใน 

  ไตรมาสแรกของปท่ี 1 รวมกับยอดขายรวมท่ีผูจัดการฝายขายควรทําไดตั้งแตไตรมาสสอง 

  ของปท่ี 1 ถึงไตรมาสสี่ของปท่ี 2 ซ่ึงเทากับ 7300,000 S+ บาท    

  ดังนั้น เม่ือครบสองป ผูจัดการควรทํายอดขายท้ังหมดใหไดประมาณ  

  300,000 + 2,367,700.81 = 2,667,700.81 บาท  

6.   ถังใบหนึ่งมีน้ําอยู 5,832 ลิตร แตละวันจะใชน้ํา 1
3

 ของปริมาณน้ําท่ีอยูในถัง  

 วันท่ี 1 จะใชน้ําไป ( )1 5,832
3

 ลิตร และเหลือน้ําอยูในถัง ( ) ( )1 25,832 5,832 5,832
3 3

− =  ลิตร 

 วันท่ี 2 จะใชน้ําไป ( )1 2 5,832
3 3
 
 
 

 ลิตร และเหลือน้ําอยูในถัง  

  ( ) ( ) ( )
22 1 2 25,832 5,832 5,832

3 3 3 3
   − =   
   

 ลิตร 

 วันท่ี 3 จะใชน้ําไป ( )
22 5,832

3
 
 
 

 ลิตร และเหลือน้ําอยูในถัง  

  ( ) ( ) ( )
2 2 32 1 2 25,832 5,832 5,832

3 3 3 3
      − =             

 ลิตร 

 ในทํานองเดียวกัน วันท่ี n  จะใชน้ําไป ( )
12 5,832

3

n−
 
 
 

 ลิตร 

 จะได ปริมาณน้ําท่ีใชไปในวันท่ี 1,  2,  3, , ,n   คือ  

  ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 2 1 2 1 2 15832 , 5832 , 5832 , , 5832 ,

3 3 3 3 3 3 3

n−
          
          
          

   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )1 5,832
3

 และอัตราสวนรวมเปน 2
3

  

 ให  nS   แทนปริมาณน้ําท่ีใชไปท้ังหมด เม่ือครบ n วัน  

 ดังนั้น ปริมาณน้ําท่ีใชไปท้ังหมด เม่ือครบ 6 วัน คือ 6S  
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 จาก        nS    =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

      จะได       6S   =  
( )

61 25,832 1
3 3

21
3

  −     

−
  =  5,320 

      นั่นคือ เม่ือครบ 6 วัน ใชน้ําไปท้ังหมด 5,320 ลิตร 

     ดังนั้น  เม่ือครบ 6 วัน จะมีน้ําเหลืออยูในถัง 5,832 5,320 512− =  ลิตร 

7.   จาก รถยนตมีมูลคาลดลง 20%  หมายความวาราคารถยนตคันนี้จะลดลง 20% ของราคา 

 รถยนตคันนี้ในปกอนหนา 

 บริษัทซ้ือรถยนตคันนี้มาราคา 1,000,000 บาท  

 เม่ือครบ 1 ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( )0.2 1,000,000  บาท ทําใหมูลคาของรถ 

  เทากับ ( ) ( )1,000,000 0.2 1,000,000 0.8 1,000,000− =  บาท 

 เม่ือครบ 2 ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( )( )0.2 0.8 1,000,000  บาท ทําใหมูลคาของรถ 

  เทากับ ( ) ( )( ) ( ) ( )20.8 1,000,000 0.2 0.8 1,000,000 0.8 1,000,000− =  บาท 

 เม่ือครบ 3 ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( ) ( )( )20.2 0.8 1,000,000  บาท ทําใหมูลคาของรถ 

  เทากับ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 30.8 1,000,000 0.2 0.8 1,000,000 0.8 1,000,000− =  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือครบ n  ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง ( ) ( )( )10.2 0.8 1,000,000n−  บาท  

 จะไดวา เม่ือครบ 1,  2,  3, , ,n   ป รถยนตคันนี้จะมีราคาลดลง เทากับ  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 10.2 1000000 , 0.2 0.8 1000000 , 0.2 0.8 1000000 , , 0.2 0.8 1000000 ,n−
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )0.2 1000000  และอัตราสวนรวมเปน 0.8  

 ให  nS   แทนผลรวมของราคาท่ีลดลงของรถยนตคันนี้ เม่ือครบ n ป  

 ดังนั้น ผลรวมของราคาท่ีลดลงของรถยนตคันนี้ เม่ือครบ 5 ป คือ 5S  

       จาก    
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได     5S   =   
( ) ( )( )50.2 1,000,000 1 0.8

1 0.8

−

−
  =   672,320 
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      นั่นคือ ผลรวมของราคาท่ีลดลงของรถยนตคันนี้ เม่ือครบ 5 ป คือ 672,320 บาท 

       ดังนั้น เม่ือครบหาป รถยนตคันนี้จะมีมูลคา 1,000,000 672,320 327,680− =   บาท 

8.   ให 1
3160,
2

a r= =  และ 2,110nS =   

 จาก             nS    =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

      จะได        2,110 =  

3160 1
2

3 1
2

n   −     

−
 

                   2,110 =   

3160 1
2
1
2

n   −       

                   2,110 =   
3320 1
2

n   −     
 

                     3 1
2

n
  − 
 

 =   
211
32

 

              3
2

n
 
 
 

 =   
243
32

 

       3
2

n
 
 
 

 =  
53

2
 
 
 

 

       ดังนั้น   n = 5 

9.   ให 1 2 3, , ,a a a   เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 1 2 3a a+ = −  และ 5 6
3

16
a a+ = −   

 จาก  1
1

n
na a r −=   

 จะได         1 2a a+  =  3−   

      1 1a a r+  =  3−    
    ( )1 1a r+  =  3−      ------ (1) 

      และ        5 6a a+  =  3
16

−  
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  4 5
1 1a r a r+  =   

3
16

−  

            ( )4
1 1a r r+  =   

3
16

−     ------ (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  4r   =  1
16

 

      นั่นคือ  1
2

r =  หรือ 1
2

r = −  

     กรณี 1
2

r =   จาก (1) จะได  1 2a = −   

 จาก       nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
  

      จะได           8S    =   

812 1
2

11
2

  − −     

−
     =  255

64
−  

      กรณี  1
2

r = −   จาก (2) จะได  1 6a = −  

 จาก       nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
  

      นั่นคือ           8S  =  
( )

816 1
2

11
2

  − − −     
 − − 
 

  = 255
64

−   

      ดังนั้น  ผลบวกของ 8 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 255
64

−  

10.   ณ เวลาปจจุบัน มีแบคทีเรีย 1,000 เซลล และแบคทีเรียจะแบงเซลลโดยมีจํานวนเพ่ิมข้ึน  

 20% ในแตละชั่วโมง จะไดวา 

 เม่ือเวลาผานไป 1 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากเริ่มตนจํานวน ( )1,000 0.2 เซลล  

       ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 1 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียรวม ( ) ( )1,000 1,000 0.2 1,000 1.2+ = เซลล    

       เม่ือเวลาผานไป 2 ชั่วโมง มีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากชั่วโมงท่ี 1 จํานวน ( )( )1,000 1.2 0.2 เซลล 

       ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 2 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียรวม ( ) ( )( ) ( )21,000 1.2 1,000 1.2 0.2 1,000 1.2+ =  เซลล    

       เม่ือเวลาผานไป 3 ชั่วโมง มีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากชั่วโมงท่ี 2 จํานวน ( ) ( )21,000 1.2 0.2 เซลล 
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       ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 3 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียรวม ( ) ( ) ( ) ( )2 2 31,000 1.2 1,000 1.2 0.2 1,000 1.2+ = เซลล    

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึนจากชั่วโมงท่ี 1t −  จํานวน 

  ( ) ( )11,000 1.2 0.2t−  เซลล 

 จะไดวา เม่ือเวลาผานไป 1,  2,  3, , ,t   ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียเพ่ิมข้ึน เทากับ  

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 11000 0.2 , 1000 1.2 0.2 , 1000 1.2 0.2 , , 1,000 1.2 0.2 ,t−
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรกเปน ( )1,000 0.2  และอัตราสวนรวมเปน 1.2  

 ให  tS   แทนผลรวมของจํานวนแบคทีเรียท่ีเพ่ิมข้ึน เม่ือครบ t  ชั่วโมง 

 ดังนั้น ผลรวมของจํานวนแบคทีเรียท่ีเพ่ิมข้ึน เม่ือครบ t  ชั่วโมง คือ tS  

       จาก    
( )1 1

1

t

t

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได     tS   =   
( )( ) ( )( )

( )( )
1,000 0.2 1 1.2

1,000 1.2 1
1 1.2

t
t

−
= −

−
   

      ดังนั้น จํานวนแบคทีเรียท้ังหมดเม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง คือ  

  ( )( ) ( )1,000 1,000 1,000 1.2 1 1,000 1.2t t
tS+ = + − =   เซลล 

 พิจารณาเม่ือเวลาผานไป 10 ชั่วโมง  

 จะไดวา จํานวนแบคทีเรียท้ังหมดเทากับ ( )101,000 1.2 6,191≈  เซลล 

 ดังนั้น สูตรท่ีใชในการหาจํานวนแบคทีเรียเม่ือเวลาผานไป t  ชั่วโมง  

 และเม่ือเวลาผานไป 10 ชั่วโมง จะมีแบคทีเรียท้ังหมดประมาณ 6,191 เซลล 
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แบบฝกหัด 1.3.3  

1.   1)   จากอนุกรม 
14 23 2 3

3 3

n−
 + + + + + 
 

   จะได 

      1S  =   3  
  2S  =  3 2+   =   5  

  3S  =  
43 2
3

+ +   =  
19
3

  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 3a =  และ 2
3

r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา             nS  =  

23 1
3
21
3

n  −     

−
  =   29 1

3

n  −     
 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 19 23, 5, , , 9 1 ,
3 3

n  −     
   

 2)   จากอนุกรม ( ) 11 5 25 1 5
2 2 2 2

n−+ + + + +   จะได  

        1S  =  
1
2

 

        2S  =  
1 5
2 2
+  =   3 

        3S  =   
1 5 25
2 2 2
+ +  =  

31
2

 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1
2

a =  และ 5r =   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
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       จะไดวา            nS  =  
( )1 5 1

2
5 1

n −

−
  =   ( )1 5 1

8
n −  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )1 31 1, 3, , , 5 1 ,
2 2 8

n −   

 3)   จากอนุกรม ( ) 111 1 1
2 4 8 2

n

n

−− + − + + + + 
 

   จะได  

             1S  =  
1
2

 

         2S  =  1 1
2 4

 + − 
 

  =  
1
4

 

         3S  =  1 1 1
2 4 8

 + − + 
 

  =  
3
8

 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1
2

a =  และ 1
2

r = −   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา             nS  =   

1 11
2 2

11
2

n  − −     
 − − 
 

  =   

1 11
2 2

3
2

n  − −        =  1 11
3 2

n  − −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 1 1 3 1 1, , , , 1 ,
2 4 8 3 2

n  − −     
   

 4)   จากอนุกรม ( ) ( ) ( )2 1 4 5 3n+ − + − + + − +   จะได  

         1S  =    2 
         2S  =   ( )2 1+ −  =  1 
         3S  =   ( ) ( )2 1 4+ − + −  =  3−  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 2a =  และ 3d = −   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −   
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       จะไดวา            nS  =   ( ) ( )( )( )2 2 1 3
2
n n+ − −   =   

27 3
2

n n−
  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 
27 32, 1, 3, , ,

2
n n−

−    

 5)   จากอนุกรม 3 9 27 3
4 16 64 4

n
 + + + + + 
 

   จะได  

             1S  =  
3
4

 

         2S  =  
3 9
4 16
+   =  

21
16

 

         3S  =  
3 9 27
4 16 64
+ +   =  

111
64

 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
3
4

a =  และ 3
4

r =   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา            nS  =   

3 31
4 4

31
4

n  −     

−
  =   

3 31
4 4

1
4

n  −        =   33 1
4

n  −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 3 21 111 3, , , , 3 1 ,
4 16 64 4

n  −     
   

 6)   จากอนุกรม 1 1 1 1
10 100 1,000 10

n− − + − + + + 
 

   จะได  

             1S  =  
1

10
−  

         2S  =  
1 1

10 100
− +  =  

9
100

−  

         3S  =  1 1 1
10 100 1,000

− + −  =  91
1,000

−  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1

10
a = −  และ 1

10
r = −   
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       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา     nS  =   

1 11
10 10

11
10

n  − − −     
 − − 
 

 =   

1 11
10 10

11
10

n  − − −       =   1 11
11 10

n  − − −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 1 9 91 1 1, , , , 1 ,
10 100 1,000 11 10

n  − − − − − −     
   

 7)   จากอนุกรม 3100 10 1 0.1 10 n−+ + + + + +  จะได  

         1S  =  100  
         2S  =  100 10+  = 110 
         3S  =  100 10 1+ +  = 111 

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 100a =  และ 1
10

r =   

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
  

       จะไดวา      nS  =   

1100 1
10
11

10

n  −     

−
 =   

1100 1
10

9
10

n  −       =   1,000 11
9 10

n  −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 1,000 1100, 110, 111, , 1 ,
9 10

n  −     
   

 8)   สําหรับจํานวนนับ k ใด ๆ จะไดวา 

    
1

1 1k k+ + −
   =   1 1 1

1 1 1 1
k k

k k k k
+ − −

⋅
+ + − + − −

 

       = 1 1
( 1) ( 1)

k k
k k
+ − −
+ − −

 

       =   
1 1

2 2
k k+ −

−   ----- (1) 
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  จาก (1) เขียนผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมไดใหมดังนี้ 

   nS   = 2 0 3 1 4 2 5 3 1 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

n n         − −
− + − + − + − + + −                  

         
    

                 2 1 1
2 2 2 2
n n n n   − + −

+ − + −      
   

     

          =  ( )1 1 1
2

n n− + + +  

          = ( )1 1 1
2

n n+ + −  

  จะได 

   ( )1
1 21 1 1 1
2 2

S = + + − =  

   ( ) ( )2
1 12 2 1 1 2 3 1
2 2

S = + + − = + −  

   ( ) ( )3
1 13 3 1 1 3 4 1
2 2

S = + + − = + −  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ  

    ( ) ( ) ( )2 1 1 1, 2 3 1 , 3 4 1 , , 1 1 ,
2 2 2 2

n n+ − + − + + −   

2.   1)   
14 23 2 3

3 3

n−
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3a =  และ 2
3

r =  

       เนื่องจาก  2 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 3

21
3

−
 =  9  

 2)   ( ) 11 5 25 1 5
2 2 2 2

n−+ + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1
2

a =  และ 5r =  

       เนื่องจาก  5 1r = >  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 
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 3)   
( ) 111 1 1

2 4 8 2

n

n

−− + − + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1
2

a =  และ 1
2

r = −  

       เนื่องจาก  1 1
2

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
2

11
2

 − − 
 

 =  1
3

 

 4)   ( ) ( ) ( )2 1 4 5 3n+ − + − + + − +   เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมีผลบวกยอย n พจนแรก  

  คือ nS  =  
27 3

2
n n−  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S    

  พิจารณา  

2
2 2

2
2

2 2
1 2 0lim lim lim lim 0777 3 0 333

n n n n
n

n
n n

S n n n
nn

→∞ →∞ →∞ →∞

    
        = = = = =  − −     −−      

  

  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 5)   3 9 27 3
4 16 64 4

n
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
3
4

a =  และ 3
4

r =  

       เนื่องจาก  3 1
4

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

3
4

31
4

−
 =  3  

 6)   1 1 1 1
10 100 1000 10

n
 − + − + + − + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1

10
a = −  และ 1

10
r = −  

       เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
10

11
10

−

 − − 
 

 =  1
11

−  
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 7)   3100 10 1 0.1 10 n−+ + + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 100a =  และ 1
10

r =   

  เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 100

11
10

−
 =  1000

9
 

 8)    1 1 1 1
2 0 3 1 4 2 1 1n n

+ + + + +
+ + + + + −

    

          เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ ( )1 1 1
2nS n n= + + −  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   

  พิจารณา     1lim
n

nS→∞
 = 2lim

1 1n n n→∞

 
 + + − 

 

     = 

2

lim
1 1n

n
n

n nn
n n n

→∞

      
  + + −    

 

     = 

2

lim
1 11

n

n
n

n n

→∞

 
 
 
 +
+ − 

 

 

     = 

2

lim
1 11 1

n

n

n n

→∞

 
 
 
 
+ + − 

 

 

     = 

2lim

1 1lim 1 1

n

n

n

n n

→∞

→∞

 
 
 

 
+ + − 

 

 

     = 

12 lim

1 1lim1 lim 1 lim

n

n n n

n

n n

→∞

→∞ →∞ →∞

 
 
 

+ + −
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     = 
( )2 0

1 1 0 0+ + −
 

     = 0
2

  

     = 0 
  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

3.   1)   อนุกรม  1
3 3 3 33
2 4 8 2n−+ + + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3a =  และ 1

2
r =  

       เนื่องจาก 1 1
2

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 3

11
2

−
 =  6  

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 6 

 2)   เนื่องจาก  
1

1
4 1 8 1 16 1 2 1

9 27 81 3

n

n

+

+

+ + + +
+ + + + +    

                        =  
1

1 1
4 8 16 2 1 1 1 1
9 27 81 9 27 813 3

n

n n

+

+ +

   + + + + + + + + + + +   
  

     

       พิจารณา อนุกรม 
1

1
4 8 16 2
9 27 81 3

n

n

+

++ + + + + 
 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

4
9

a =   

  และ 2
3

r =  

  เนื่องจาก 2 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

4
4 49 32 9 31

3

= × =
−

  ----- (1) 

       พิจารณา อนุกรม 1
1 1 1 1
9 27 81 3n++ + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

1
9

a =   

  และ 1
3

r =  

  เนื่องจาก 1 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  
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      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
1 3 19

1 9 2 61
3

= × =
−

  ----- (2) 

  จาก (1) และ (2) จะไดวา 
1

1
4 1 8 1 16 1 2 1 4 1 3

9 27 81 3 6 23

n

n

+

+

+ + + +
+ + + + + = + = 

 

  ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 3
2

 

 3)   เม่ือ x เปนจํานวนจริง จะได 

      
( ) ( ) ( )2 2 32 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

nx x x x
+ + + + +

+ + + +
   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

  1 2
1

2
a

x
=

+
 และ 2

1
2

r
x

=
+

 

      เนื่องจาก 2 0x ≥  จะได 22 2x+ ≥  และ 2
1 10 1

22 x
< ≤ <

+
  

  ดังนั้น 2
1 1

2
r

x
= <

+
  

  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

2

2

1
2

11
2

x

x

+

−
+

 =  2
1

1 x+
 

     ดังนั้น 
( ) ( ) ( )2 2 32 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

nx x x x
+ + + + +

+ + + +
   = 2

1
1 x+

  

  สําหรับทุก x  ท่ีเปนจํานวนจริง 

4.   จาก      0.9  =   0.9999  
   =   0.9 0.09 0.009 0.0009+ + + +  

   =   9 9 9 9
10 100 1000 10000

+ + + +  

   =   2 3 4
9 9 9 9

10 10 10 10
+ + + +  

      จะไดวา 2 3 4
9 9 9 9

10 10 10 10
+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

9
10

a =  และ 1
10

r =  
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      เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ   

     1

1
a

r−
 = 

9
10

11
10

−
 =  

9
10
9

10

  =  1 

       ดังนั้น  2 3 4
9 9 9 90.9 1

10 10 10 10
= + + + + =

  

5. 1)   จาก      0.21   =  0.212121    
    =  0.21 0.0021 0.000021+ + +  

    =  21 21 21
100 10000 1000000

+ + +   

    =  2 3
21 21 21

100 100 100
+ + +  

       จะไดวา 2 3
21 21 21

100 100 100
+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1

21
100

a =  และ 1
100

r =  

       เนื่องจาก 1 1
100

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

21
100

11
100

−
 =  

21
100
99

100

  =  7
33

  

        จะไดวา  2 3
21 21 21 70.21

100 33100 100
= + + + = 

  

 2)   จาก   0.6104   =  0.6104104104    
    =  0.6 0.0104 0.0000104 0.0000000104+ + + +  

    =   6 104 104 104
10 10,000 10,000,000 10,000,000,000

+ + + +   

    =   4 7 10
6 104 104 104

10 10 10 10
+ + + +   

       จะไดวา 4 7 10
104 104 104
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 4
104
10

a =  และ 3
1

10
r =  
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      เนื่องจาก 3
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

4

3

104
10

11
10

−
 =  

104
10,000

999
1,000

  =  104
9,990

  

        จะไดวา  4 7 10
6 104 104 104 6 104 3,0490.6104

10 10 9,990 4,99510 10 10
= + + + + = + = 

  

 3)   จาก    7.256  =  7.2565656    
    =  7.2 0.056 0.00056 0.0000056+ + + +  

    =  72 56 56 56
10 1,000 100,000 10,000,000

+ + + +   

    =  73 5
72 56 56 56
10 10 10 10

+ + + +   

       จะไดวา 73 5
56 56 56
10 10 10

+ + + เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3
56

10
a =  และ 2

1
10

r =  

       เนื่องจาก 2
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

3

2

56
10

11
10

−
 =  

56
1000

99
100

  =  28
495

  

        จะไดวา  73 5
72 56 56 56 72 28 3,5927.256
10 10 495 49510 10 10

= + + + + = + =

  

 4)   จาก    4.387   =  4.3878787    
    =  4.3 0.087 0.00087 0.0000087+ + + +  

    =  43 87 87 87
10 1,000 100,000 10,000,000

+ + + +   

    =  3 5 7
43 87 87 87
10 10 10 10

+ + + +   

       จะไดวา 3 5 7
87 87 87
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3
87
10

a =  และ 2
1

10
r =  
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       เนื่องจาก 2
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

3

2

87
10

11
10

−
 =  

87
1000

99
100

  =  29
330

  

        จะไดวา  3 5 7
43 87 87 87 43 29 7244.387
10 10 330 16510 10 10

= + + + + = + = 

  

 5)   จาก   0.0737373  =  0.073 0.00073 0.0000073+ + +    

     =  73 73 73
1,000 100,000 10,000,000

+ + +   

     =  3 5 7
73 73 73

10 10 10
+ + +   

       จะไดวา 3 5 7
73 73 73

10 10 10
+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3

73
10

a =  และ 2
1

10
r =  

       เนื่องจาก 2
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

3

2

73
10

11
10

−
 =  

73
1000

99
100

  =  73
990

  

        จะไดวา  3 5 7
73 73 73 730.0737373

99010 10 10
= + + + =   

 6)   จาก  2.999  =  2 0.9 0.09 0.009+ + + +  

    =  9 9 92
10 100 1,000

+ + + +   

       จะไดวา 9 9 9
10 100 1,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9

10
a =  และ 1

10
r =  

       เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ  1

1
a

r−
 = 

9
10

11
10

−
 =  

9
10
9

10

  =  1  

        จะไดวา  9 9 92.999 2 2 1 3
10 100 1,000

= + + + + = + =   หรือ 3
1
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6.   ให  x  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 พิจารณา  2 3 11 nx x x x −+ + + + + +   ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 1a =  และ r x=  

      จาก 2 3 1 21
3

nx x x x −+ + + + + + =   จะไดวาอนุกรมนี้ลูเขา และมีผลบวกเทากับ 2
3

 

 ดังนั้น 1r <  และผลบวกของอนุกรมคือ 1 2
1 3

a
r
=

−
  

 นั่นคือ 1x <  และ  1 1 2
1 1 3

a
r x
= =

− −
  

     จะได  1
2

x = −  ซ่ึง 1 1
2

x = − <    

     ดังนั้น คําตอบของสมการนี้ คือ 1
2

−  

7. 1)   เนื่องจากรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสใหญมีเสนรอบรูปยาว 20 หนวย 

      จะได รูปสี่เหลี่ยมรูปใหญมีดานยาวดานละ 5 หนวย  

  นั่นคือ ครึ่งหนึ่งของดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาว 2.5 หนวย ดังรูป 

 

      จะได ดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปเล็กยาว 
2 25 5 25 5 2

2 2 2 2
   + = =   
   

 หนวย 

      ดังนั้น รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปเล็กมีเสนรอบรูปยาว 5 24 10 2
2

× =  หนวย 

 2)   ในทํานองเดียวกันกับขอ 1) เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึน 

  อีก 1 ครั้ง จะไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปท่ีสาม ซ่ึงมีดานแตละดานยาว  

  
2 2

5 2 5 2
4 4

   
+      

   
 = 5

2
 หนวย และมีเสนรอบรปูยาว 54 10

2
× =  หนวย 

5 

2.5 
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  ในทํานองเดียวกัน เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึน 

  อีก 1 ครั้ง จะไดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสรูปท่ีสี่ ซ่ึงมีดานแตละดานยาว  

  
2 25 5

4 4
   +   
   

 = 5 2
4

 หนวย และมีเสนรอบรปูยาว 5 24 5 2
4

× =  หนวย 

  ดังนั้น เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึนอยางตอเนื่องไมสิ้นสุด  

      จะได ผลบวกของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท้ังหมดเปน  

  20 10 2 10 5 2+ + + +  หนวย 

      พิจารณาอนุกรม 20 10 2 10 5 2+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 20a =   

  และ 2
2

r =   

       เนื่องจาก 2 1
2

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

       และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1

1
a

r−
 = 20

21
2

−
  =  40 20 2+   

       ดังนั้น เม่ือกระบวนการเกิดรูปใหมของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเกิดข้ึนอยางตอเนื่องไมสิ้นสุด  

  จะได ผลบวกของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสท้ังหมดเปน  

     40 20 2+  หนวย  

8.    ในการแกวงครั้งแรก หัวเรือไวก้ิงจะแกวงจากตําแหนงซายสุดไปถึงขวาสุด วัดระยะทางได 75 เมตร  

     เนื่องจาก การแกวงแตละครั้ง หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทางสั้นลงเปน 3
5

 เทาของระยะทาง 

 ในการแกวงครั้งกอนหนา 

      จะไดวา  ในการแกวงครั้งท่ีสอง หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทาง ( )3 75
5

 เมตร 

    ในการแกวงครั้งท่ีสาม หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทาง ( )3 3 75
5 5
 
 
 

 = ( )
23 75

5
 
 
 

 เมตร 

         ในการแกวงครั้งท่ีสี่ หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไดระยะทาง  ( )
23 3 75

5 5
       

 = ( )
33 75

5
 
 
 

 เมตร 

      นั่นคือ ระยะทางท้ังหมดท่ีหัวเรือไวก้ิงแกวง คือ ( ) ( ) ( )
2 33 3 375 75 75 75

5 5 5
   + + + +   
   

  เมตร 
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        พิจารณาอนุกรม ( ) ( ) ( )
2 33 3 375 75 75 75

5 5 5
   + + + +   
   

  ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

 1 75a =  และ 3
5

r =   

       เนื่องจาก 3 1
5

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

       และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1

1
a

r−
 = 75

31
5

−
  =  375

2
  

       ดังนั้น หากไมมีการหยุดกะทันหัน หัวเรือไวก้ิงจะแกวงไปมาตั้งแตเริ่มตนเปนระยะทาง 

 ท้ังหมด 375
2

 เมตร 

  9.  1)   ไมถูกตอง 

      เพราะ 1 2 4 8 16 32+ + + + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 2r =   

  เนื่องจาก 2 1r = >  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก  

  นั่นคือ ไมมีจํานวนจริงใดท่ีมีคาเทากับผลบวกของอนุกรมนี้ 

            ดังนั้น การให  x  ท่ีเปนจํานวนจริง แทนผลบวกของอนุกรมจึงไมสามารถทําได 

 2)   ไมถูกตอง 

      เพราะ 1 2 4 8 16 32 64− + − + − + −  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 2r = −   

  เนื่องจาก 2 1r = >  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก  

  นั่นคือ ไมมีจํานวนจริงใดท่ีมีคาเทากับผลบวกของอนุกรมนี้ 

            ดังนั้น การให  S  ท่ีเปนจํานวนจริง แทนผลบวกของอนุกรมจึงไมสามารถทําได 
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แบบฝกหัด 1.4  

1. 1)    
4

1

2
i

i
=
∑   =  ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 3 2 4+ + +  

 2)     ( )
6

4

3 2
i

i
=

−∑  =  ( ) ( ) ( )3 4 2 3 5 2 3 6 2⋅ − + ⋅ − + ⋅ −  

 3)    ( )
7

2

2
i

i
=

−∑  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7− + − + − + − + − + −  

 4)     ( )
52

1

2
i

i
=

+∑  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 3 2 51 2 52 2+ + + + + + + + + +  

 5)    ( )
4

1

10 2
k

k
=

−∑  =  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )10 2 1 10 2 2 10 2 3 10 2 4− + − + − + −  

 6)     ( )
20

2

1

4
i

i
=

+∑  =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 4 2 4 3 4 19 4 20 4+ + + + + + + + + +
 

2.  1)  
5

1

3
j

j
=
∑  =  

5

1

3
j

j
=
∑    =  ( )5 5 1

3
2

 + 
 
 

  =   45   

 2)    
50

1

8
k=
∑  =   50 8×   =   400 

 3)   ( )
4

2

1

3
i

i i
=

−∑  =   ( )
4

3 2

1

3
i

i i
=

−∑  

    =  
4 4

3 2

1 1

3
i i

i i
= =

−∑ ∑  

    =  ( ) ( )( )24 4 1 4 4 1 8 1
3

2 6
 +   + + 

−   
   

 

    =   100 90−  
    =   10 

 4)   
6

2

4
1k

k
k=

+
−∑  =  2 4 3 4 4 4 5 4 6 4

2 1 3 1 4 1 5 1 6 1
+ + + + +

+ + + +
− − − − −

 

    =   7 8 9 106
2 3 4 5

+ + + +  

    =   197
12
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 5)   ( )
5

2

1

3
k

k
=

+∑   =  
5 5

2

1 1

3
k k

k
= =

+∑ ∑  

    =  ( )( ) ( )5 5 1 10 1
5 3

6
+ +

+ ×  

    =  55 15+  
    =   70 

 6)    ( )
15

1

5
i

i
=

+∑  =   
15 15

1 1

5
i i

i
= =

+∑ ∑  

    =   ( ) ( )15 15 1
15 5

2
+

+ ×  

    =    120 75+  
    =    195 

 7)   ( )
20

10

2 1
i

i
=

+∑  =   ( ) ( )
20 9

1 1

2 1 2 1
i i

i i
= =

+ − +∑ ∑  

    =  
20 20 9 9

1 1 1 1

2 1 2 1
i i i i

i i
= = = =

   
+ − +   

   
∑ ∑ ∑ ∑  

    =  ( ) ( ) ( ) ( )20 20 1 9 9 1
2 20 1 2 9 1

2 2
    +   + 

+ × − + ×               
 

    =  ( ) ( )420 20 90 9+ − +  
    =  341 

 8)   ( )( )
15

1

5 5
k

k k
=

+ −∑  =  ( )
15

2

1

25
k

k
=

−∑  

     =  
15 15

2

1 1

25
k k

k
= =

−∑ ∑  

     =  ( )( ) ( )15 15 1 30 1
15 25

6
+ +

− ×  

     =  1,240 375−  
     =  865  
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 9)    ( )
20

2

1

2 3
j

j j
=

−∑  =   ( )
20

3 2

1

2 3
j

j j
=

−∑  

    =   
20 20

3 2

1 1

2 3
j j

j j
= =

−∑ ∑  

    =   ( ) ( )( )220 20 1 20 20 1 40 1
2 3

2 6
 +   + + 

−   
   

 

    =   88,200 8,610−  
    =   79,590  

 10)       ( )
10

3

1

2
i

i
=

−∑  =   ( )
10

3 2

1

6 12 8
i

i i i
=

− + −∑  

        =   
10 10 10 10

3 2

1 1 1 1

6 12 8
i i i i

i i i
= = = =

− + −∑ ∑ ∑ ∑  

        =  ( ) ( )( ) ( ) ( )
210 10 1 10 10 1 20 1 10 10 1

6 12 10 8
2 6 2

 +   + +   + 
− + − ×     

     
 

        =  3,025 2,310 660 80− + −  
        =  1,295 

3.  1)    ( )1 3 2 4 3 5 2n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + + +   =  ( )
1

2
i

i i
∞

=

+∑  

 2)    1 1 1 1
4 5 6 n
+ + + +     =  

4

1n

i i=
∑  

 3)    2 4 6 2n+ + + +     =  
1

2
n

i

i
=
∑  

 4) 
( )( )1

1 1 1 1
3 6 12 3 2n−
+ + + + +    =  

( )( )1
1

1
3 2i

i

∞

−
=
∑  

 5)   1 1 1 1
2 1 3 2 4 3 1n n

+ + + + +
+ + + + −

   = 
2

1
1i i i

∞

= + −∑  
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4.   1) 
1

6
n

i

i
=
∑   =  

1

6
n

i

i
=
∑  

    =  ( )1
6

2
n n + 

 
 

 

    =   ( )3 1n n +  

 2)    ( )
1

2 1
k

i

i
=

+∑  =  
1 1

2 1
k k

i i

i
= =

+∑ ∑  

    =  ( ) ( )1
2 1

2
k k

k
 + 

+ 
 

 

    =   ( )2k k k+ +  

    =   2 2k k+  

 3)    
1

3 4
m

i

i=

⋅∑   =   
1

3 4
m

i

i=
∑  

    =   ( )2 33 4 4 4 4m+ + + +
 

  เนื่องจาก  2 34 4 4 4m+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 4, 4a r= =   

  และมีผลบวก เทากับ 
( ) ( ) ( )1 1 4 1 4 4 1 4
1 1 4 3

m m
m

a r

r

− −
= = − −

− −
  

  ดังนั้น  ( ) ( )2 3 1

1

43 4 3 4 4 4 4 3 1 4 4 4
3

m
i m m m

i

+

=

 ⋅ = + + + + = − − = − 
 

∑   

 4) ( )2

1

n

i

i i
=

−∑  =  2

1 1

n n

i i

i i
= =

−∑ ∑  

    =  ( )( ) ( )1 2 1 1
6 2

n n n n n+ + +
−  

    =  
3 2 22 3 3 3

6
n n n n n+ + − −  

    =  
32 2
6

n n−  

    =   
3

3
n n−  
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5. 1) ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ    

         1 2 2 3 3 4 10 11⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  =   ( )
10

1

1
i

i i
=

+∑  

       =   ( )
10

2

1i

i i
=

+∑  

       =   
10 10

2

1 1i i

i i
= =

+∑ ∑  

       =    ( )( ) ( )10 10 1 20 1 10 10 1
6 2

+ + +
+  

       =   385 55+  
       =   440 
 2)   ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
  1 4 7 2 5 8 3 6 9 4 7 10 10 13 16⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅  

        =  ( )( )
10

1

3 6
i

i i i
=

+ +∑  

  =  ( )
10

3 2

1

9 18
i

i i i
=

+ +∑  

  =  
10 10 10

3 2

1 1 1

9 18
i i i

i i i
= = =

+ +∑ ∑ ∑  

  =  ( ) ( )( ) ( )210 10 1 10 10 1 20 1 10 10 1
9 18

2 6 2
 +   + +   + 

+ +     
     

 

  =  3,025 3,465 990+ +  
  =  7,480 
 3)   ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 4 3 9 6 3 100 20 3+ + + + + + + +   

  =  ( )
10

2

1

2 3
i

i i
=

+∑  

  =  ( )
10

3 2

1

2 3
i

i i
=

+∑  

  =  
10 10

3 2

1 1

2 3
i i

i i
= =

+∑ ∑  
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  =  ( ) ( )( )210 10 1 10 10 1 20 1
2 3

2 6
 +   + + 

+   
   

 

  =  6,050 1,155+  
  =   7,205 
        4)   ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ  

  2 2 2 2 21 3 5 7 19+ + + + +  =  ( )
10

2

1

2 1
i

i
=

−∑  

      =  ( )
10

2

1

4 4 1
i

i i
=

− +∑  

      =  
10 10 10

2

1 1 1

4 4 1
i i i

i i
= = =

− +∑ ∑ ∑  

      =  ( )( ) ( ) ( )10 10 1 20 1 10 10 1
4 4 10 1

6 2
 + +   + 

− +   
   

 

      =  1,540 220 10− +  
      =   1,330 
 5)    ผลบวก 10 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

  1 1 1 11 1 2 1 3 1 10 1
1 2 3 10

       + + + + + + + +       
       

  =   
10

1

11
i

i
i=

 + 
 

∑  

          =   ( )
10

1

1
i

i
=

+∑  

          =   
10 10

1 1

1
i i

i
= =

+∑ ∑  

          =   ( ) ( )10 10 1
10 1

2
+

+  

          =   55 10+  
          =    65 
6.   1)   1 2 3 2 3 4 3 4 5 10 11 12⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅    

  =  ( )( )
10

1

1 2
i

i i i
=

+ +∑  

  =  ( )
10

3 2

1

3 2
i

i i i
=

+ +∑  

  =  
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3 2

1 1 1
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i i i
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  =  ( ) ( )( ) ( )210 10 1 10 10 1 20 1 10 10 1
3 2

2 6 2
 +   + +   + 

+ +     
     

 

  =  3,025 1,155 110+ +  
  =  4,290 

 2)   1 2 2 3 3 4 4 5 99 100⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  =   ( )
99

1

1
n

n n
=

+∑  

        =   ( )
99

2

1n

n n
=

+∑  

        =   
99 99

2

1 1n n

n n
= =

+∑ ∑  

        =   ( )( ) ( )99 99 1 198 1 99 99 1
6 2

+ + +
+  

        =   328,350 4,950+  
        =   333,300 
7.   จํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีนอยท่ีสุดท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ ( )3 4 0 3= +   

 และจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีมากท่ีสุดท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ ( )99 4 24 3= +  

        จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีหารดวย 4  แลวเหลือเศษ 3 คือ 3, 7, 11, , 99   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 3  ผลตางรวมเปน 4 และพจนท่ี n  เปน 99 

 จาก  ( )1 1na a n d= + −   

 จะไดวา  ( )( )99 3 1 4n= + −   

 นั่นคือ  25n =   

 จากผลบวกของจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ 3 7 11 99+ + + +   

 พิจารณา 3 7 11 99+ + + +  = ( )( )( )3 7 11 3 25 1 4+ + + + + −  
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3 1 4
i

i
=

+ −∑   

       = ( )
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4 1
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=
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1 1
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       = ( ) ( )25 25 1
4 25 1

2
 + 

− × 
 

 

       = 1,300 – 25 
       = 1,275 
      ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มตั้งแต 1 ถึง 100 ท่ีหารดวย 4 แลวเหลือเศษ 3 คือ 1,275 

8. 1)   ให    nS  =  
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 และผลบวก 20 พจนแรกของ 
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1 2 2 1 1 2i i i i i i i

 
= −  + + + + + 

 

      ดังนั้น   nS  =  
( ) ( )( )1

1 1 1
2 1 1 2

n

i i i i i=

  
−    + + +  

∑  

    =   
( ) ( )( )1

1 1 1
2 1 1 2

n

i i i i i=

 
−  + + + 

∑  

                =  
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 6 6 12 12 20 1 1n n n n
       − + − + − + + −          − +       

   

         
( ) ( )( )

1 1
1 1 2n n n n

 
+ −   + + + 

  

          =   
( )( )

1 1 1
2 2 1 2n n
 

−  + + 
 

        จะได  20S  =  1 1 1
2 2 21 22
 − ⋅ 

  =  115
462

 

       ดังนั้น ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )

1 1 1
2 2 1 2n n
 

−  + + 
  

  และผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 115
462
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 4)   ให    nS  =  
( )1

1
2

n

i i i= +∑  

       เนื่องจาก  
( )

( )
( )

21 1 1 1 1
2 2 2 2 2

i i
i i i i i i

 + −  = = −    + + +  
    

      ดังนั้น  nS  =  
1

1 1 1
2 2

n

i i i=

 − + 
∑  

   =  
1

1 1 1
2 2

n

i i i=

 − + 
∑  

   =  1 1 1 1 1 1 1 11
2 3 2 4 3 5 2n n
       − + − + − + + −       −       

   

       1 1 1 1
1 1 2n n n n

   + − + −    − + +   
 

   =   1 1 1 11
2 2 1 2n n
 + − − + + 

 

   =  
( )( )

1 3 2 3
2 2 1 2

n
n n

 +
−  + + 

 

       จะได  20S  =  1 3 43
2 2 21 22
 − ⋅ 

  =   325
462

 

       ดังนั้น ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )

1 3 2 3
2 2 1 2

n
n n

 +
−  + + 

  

  และผลบวก 20 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 325
462

 

9.    1) ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ  

  20 3 8 ( 1)n+ + + + −  =  ( )2

1

1
n

i

i
=

−∑  

      =   2

1 1

1
n n

i i

i
= =

−∑ ∑  

      =   ( )( )1 2 1
6

n n n
n

+ +
−  

      =  
3 22 3 5

6
n n n+ −  
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 2)   ผลบวก n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

   ( )3 21 0 9 2n n− + + + + −
 =  ( )3 2

1

2
n

i

i i
=

−∑  

       =   3 2

1 1

2
n n

i i

i i
= =

−∑ ∑  

       =   ( ) ( )( )21 1 2 1
2

2 6
n n n n n +   + + 

−   
   

 

       =   ( ) ( )1 2 11
4 3

n n nn n
 + +

+ − 
 

 

       =   
( )( )21 3 5 4

12

n n n n+ − −
 

10.   1)   เนื่องจาก  ( )1

1

n

n

e
∞

− −

=
∑  =  1

1

1
n

n e

∞

−
=
∑  

       จะได        ( )1

1

n

n

e
∞

− −

=
∑  =  2 1

1 1 11 ne e e −+ + + + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี  

       1 1a =  และ 1r
e

=    

       เนื่องจาก  1 1r
e

= <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1 1
11 11

a e
r e

e

= =
− −−

 

       ดังนั้น  ( )1

1

n

n

e
∞

− −

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรมคือ 

1
e

e −
 

 2)   เนื่องจาก 1 1 2 3 4 5

1

( 1) 2 1 2 2 2 2 2n n

n

∞
− −

=

− = − + − + − +∑     

  จะเห็นวา 1 1

1

( 1) 2n n

n

∞
− −

=

−∑  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 1a =   และ 2r = −  

  เนื่องจาก  2 2 1r = − = >  

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 
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 3)   เนื่องจาก 
1

9
100n

n

∞

=
∑  =  2

1

9
10 n

n

∞

=
∑  = 2 4 6

9 9 9
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี   

  1 2
9

10
a =  และ 2

1
10

r =    

       เนื่องจาก  2
1 1

10
r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 
2

1

2

9
110

11 111
10

a
r
= =

− −
 

       ดังนั้น  
1

9
100n

n

∞

=
∑  เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรมคือ 1

11
 

 4)   สําหรับจํานวนนับ k ใด ๆ จะไดวา  
( )

5
1k k +

 =  1 15
1k k

 − + 
 

       เขียนผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมไดใหม ดังนี้ 

    nS    =  1 1 1 1 1 1 15 1
2 2 3 3 4 1n n

        − + − + − + + −        +        
  

   =  15 1
1n

 − + 
 

   =  5
1

n
n +

 

       เนื่องจาก     lim nn
S

→∞
 =  5lim

1n

n
n→∞ +

 

     =  5lim
11

n

n

n
n

→∞  + 
 

 

     =  5lim 11n

n
→∞

+
 

     =  
lim 5

1lim1 lim

n

n n n

→∞

→∞ →∞
+

 

     =  5
1 0+

 

     =   5 
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       ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 5 

 5)   เขียนผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมไดดังนี้ 

     nS  =  1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 3 4 1n n

      − + − + − + + −       +       
  

   =  11
1n

−
+

 

       เนื่องจาก      lim nn
S

→∞
 =  1lim 1

1n n→∞

 
− + 

  =   1 

       ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1 

 6)   เนื่องจาก  
1

1

4
5

n

n
n

∞ +

=
∑  =  

216 16 4 16 4
5 5 5 5 5

   + + +   
   

   

       เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
16
5

a =  และ 4
5

r =    

      เนื่องจาก  4 1
5

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ 1

16
5 1641 1

5

a
r
= =

− −
 

       ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 16  

11.   จาก พจนท่ี n  ของอนุกรมนี้ คือ 2 5n −   

 นั่นคือ 2 5na n= −  

      พิจารณาผลบวก 15 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

          
15

1
n

n

a
=
∑  =   ( )

15

1

2 5
n

n
=

−∑  

    =   
15 15

1 1

2 5
n n

n
= =

−∑ ∑  

    =   ( ) ( )15 15 1
2 15 5

2
 + 

− × 
 

 

    =   240 75−  
    =   165 
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12. 1)   จํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีนอยท่ีสุดท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ ( )16 8 2=   

  และจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีมากท่ีสุดท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ ( )192 8 24=  

         จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ 16, 24, 32, , 192   

  ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 16  ผลตางรวมเปน 8 และพจนท่ี n  เปน 192 

  จาก  ( )1 1na a n d= + −   

  จะไดวา  ( )( )192 16 1 8n= + −   

  นั่นคือ  23n =   

  จากผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 ถึง 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว คือ 16 24 32 192+ + + +   

  พิจารณา    16 24 32 192+ + + +  =   ( )( )( )16 24 32 16 23 1 8+ + + + + −  

        =   ( )( )( )
23

1

16 1 8
i

i
=

+ −∑   

        =   ( )
23

1

16 8 8
i

i
=

+ −∑   

        =   ( )
23

1

8 8
i

i
=

+∑   

        =   
23 23

1 1

8 8
i i

i
= =

+∑ ∑  

        =   ( )
23

1

23 8 8
i

i
=

+ ∑  

        =   ( )23 23 1
184 8

2
 + 

+  
 

  

        =   184 2,208+   
        =   2,392 
       ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว เทากับ 2,392  

 2)   กําหนดให เอกภพสัมพัทธ U  คือ เซตของจํานวนเต็มท้ังหมดท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 

   A  แทนเซตของจํานวนเต็มท้ังหมดท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว 

  จะไดวา เซตของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ไมลงตัว คือ A′   

  และ  A U A′ = −   

  ดังนั้น ผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ไมลงตัว หาไดจาก 
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  ผลบวกของจํานวนเต็มท้ังหมดท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ลบดวยผลบวกของจํานวนเต็ม 

  ท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ลงตัว  

  จากจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 คือ 10, 11, 12, , 198  ซ่ึงมี 189 จํานวน 

         จะได       10 11 12 198+ + + +  =  
198

10n

n
=
∑  

       =  
198 9

1 1n n

n n
= =

−∑ ∑  

       =  ( ) ( )198 198 1 9 9 1
2 2

+ +
−  

       =  19,701 45−  
       =  19,656 
      จากขอ 1) จะไดวา ผลบวกของจํานวนเต็มท่ีอยูระหวาง 9 และ 199 ท่ีหารดวย 8 ไมลงตัว  

  เทากับ 19,656 2,392 17,264− =  

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 273 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

แบบฝกหัด 1.5  

1.   1)   ในท่ีนี้ไมมีการฝากและถอนในระหวาง 10 ปนี้ 

  ให  100000, 10P n= =  และ 4i =   จะไดวา 0.04
100

ir = =   

            จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา จํานวนเงินเม่ือฝากเงินครบ 10 ป คือ ( )10100,000 1 0.04+   

  หรือประมาณ 148,024.43 บาท 

 2)   จากเงินตน 100,000 บาท 

  จะไดวา จํานวนเงินรวมเพ่ิมข้ึนเปน 3 เทาของเงินตน คือ จํานวนเงินรวม 300,000 บาท 

  ให  n  แทนจํานวนปท่ีจะทําใหมีเงินเพ่ิมข้ึนเปน 3 เทาของเงินตน 

  จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา 

       300,000 =  ( )100,000 1 0.04 n+  

        ( )1.04 n  =   3 

           ( )log 1.04 n   =   log3   

       จะไดวา         n  =   log 3
log 1.04

  ≈  28.01  

      ดังนั้น ตองฝากเงินครบ 29 ป จะทําใหมีเงินเพ่ิมข้ึนเปนอยางนอยสามเทาของเงินตน 

2.   1)   ดอกเบี้ยท่ีไดจากการฝากเงินตน P   บาท โดยธนาคารคิดดอกเบี้ยในอัตรา %i  ตอป  

  และคิดดอกเบี้ยใหครั้งสุดทายครั้งเดียวเม่ือฝากเงินครบ n  ป เทากับ 
100

iP n 
 
 

 บาท 

  จาก  100,000P =  และ 3i =    

            ดังนั้น ดอกเบี้ยท่ีไดจากการฝากเงินนี้เปนเวลา n  ป เทากับ 3100,000 3,000
100

n n  = 
 

 บาท 

  จะไดวา จํานวนเงินในบัญชีเม่ือครบปท่ี n  เม่ือธนาคารคิดดอกเบี้ยใหครั้งสุดทายครั้งเดียว  

  เทากับ 100,000 3,000n+  บาท 

 2) ให  100000P =  และ 3i =   จะไดวา 0.03
100

ir = =   

            จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา จํานวนเงินเม่ือฝากเงินครบ n   ป คือ ( )100,000 1 0.03 n+  บาท 
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3.   ให  100000, 4, 10P k n= = =  และ 4i =   จะไดวา 0.04
100

ir = =   

      จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา จํานวนเงินรวมเม่ือฝากเงินครบ 10 ป คือ 
( )4 100.04100,000 1

4
 + 
 

  

 หรือประมาณ 148,886.37 บาท 

4.   ให 100000, 10P n= =  และมีเงินรวม 141,060 บาท  

 จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา 

      ( )10100,000 1 r+  =   141,060 

         ( )101 r+  =   1.4106 

          1 r+  =   10 1.4106  
       r =   10 1.4106 1−  
       r ≈   0.035 
        ดังนั้น ธนาคารแหงนี้ใหอัตราดอกเบี้ยประมาณ 3.5% ตอป 

5.    เม่ือตนปปญญาฝากเงิน 100,000 บาท กับธนาคารแหงหนึ่ง และฝากเงินเพ่ิมอีก 100,000 บาท  

 ทุกตนป โดยธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ย 3% และคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกป 

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือฝากเงินครบ 15 ป ไดดังนี้ 

 
     จากแผนภาพจะไดวา เม่ือฝากเงินครบ 15 ป 

     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 1 จะมีมูลคา ( )15100,000 1.03  บาท 

     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 2 จะมีมูลคา ( )14100,000 1.03  บาท 
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     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 3 จะมีมูลคา ( )13100,000 1.03  บาท 

       
 
     เงินฝากเม่ือตนปท่ี 15 จะมีมูลคา ( )100,000 1.03  บาท 

     ดังนั้น เม่ือฝากเงินครบ 15 ป จะไดรับเงินรวม 

      ( ) ( ) ( ) ( )15 14 13100,000 1.03 100,000 1.03 100,000 1.03 100,000 1.03+ + + +  บาท หรือ 

     ( ) ( ) ( )2 15100,000 1.03 100,000 1.03 100,000 1.03+ + +  บาท 

     ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 15 พจน พจนแรก คือ ( )100,000 1.03  และอัตราสวนรวม คือ 1.03 

      จะได ผลบวก 15 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( ) ( )15100,000 1.03 1.03 1

1.03 1

 − 
−

  

 หรือประมาณ 1,915,688.13 บาท 

     ดังนั้น เม่ือฝากเงินครบ 15 ป จะมีเงินรวมประมาณ 1,915,688.13 บาท 

6.   1)   ให 1000000, 4, 20S i n= = =  จะไดวา 4 0.04
100

r = =   

       จะได มูลคาปจจุบันของเงินรวม 1,000,000 บาท คือ 

            P =  ( ) 201,000,000 1 0.04 −+  ≈    456,386.95 บาท 

      ดังนั้น ราตรีตองฝากเงินตนไวอยางนอย 456,386.95 บาท 

 2)   จาก ฝากเงินตน P บาท เม่ือตนปท่ี 1 และฝากเพ่ิมอีกปละ 2,000 บาท  

  เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือฝากเงินครบ 20 ป ไดดังนี้ 
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      จากแผนภาพจะไดวา อีก 20 ปขางหนา 

   เงินฝากตนปท่ี 1 จํานวน P บาท จะมีมูลคา ( )201.04P  บาท 

  เงินฝากตนปท่ี 2 จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )192,000 1.04  บาท 

  เงินฝากตนปท่ี 3 จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )182,000 1.04  บาท 

       
  เงินฝากตนปท่ี 20 จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.04  บาท 

             นั่นคือ อีก 20 ปขางหนา ราตรีจะมีเงินรวม  

               ( ) ( ) ( ) ( )20 19 181.04 2,000 1.04 2,000 1.04 2,000 1.04P + + + +  บาท 

     จะได           1,000,000  =  ( )
( ) ( )( )19

20
2,000 1.04 1.04 1

1.04
1.04 1

P
−

+
−

 

             P  ≈    430,119.07 บาท 

 ดังนั้น ราตรีตองฝากเงินตนไวอยางนอย 430,119.07 บาท 

7. อนันตกูเงินจากวิเชียรจํานวน 2 ยอด โดยยอดแรกตองชําระ 12,682.42 บาท ในอีก 3 ป 

 ขางหนา ยอดท่ี 2 ตองชําระ 26,115.36 บาท ในอีก 7 ปขางหนา และวิเชียรกําหนดอัตรา 

 ดอกเบี้ย 8% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 3 เดือน 

 พิจารณาการชําระเงินยอดแรกในอีก 3 ปขางหนา 

 ให  12682.42, 8, 4S i k= = =  และ 3n =  จะไดวา 8 0.08
100

r = =  

 จะได มูลคาปจจุบันของเงิน 12,682.42 บาท คือ 
( )4 30.0812,682.42 1

4

−
 + 
 

  

 หรือประมาณ 10,000 บาท  

 พิจารณาการชําระเงินยอดท่ี 2 ในอีก 7 ปขางหนา 

 ให  26115.36, 8, 4S i k= = =  และ 7n =  จะไดวา 8 0.08
100

r = =  

 จะได มูลคาปจจุบันของเงิน 26,115.36 บาท คือ 
( )4 70.0826,115.36 1

4

−
 + 
 

  

 หรือประมาณ 15,000 บาท 

     ดังนั้น อนันตกูเงินจากวิเชียรประมาณ 10,000 15,000 25,000+ =  บาท 
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8.    สุดาฝากเงิน 2,000 บาท เขาบัญชีธนาคารทุกตนเดือน ไดรับอัตราดอกเบี้ย 3% ตอป  

 (หรืออัตราดอกเบี้ยตอเดือน คือ 3 %
12

)  จะไดวา 

3
12 0.0025
100

r = =    

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นปท่ี 5 (สิ้นเดือนท่ี 60) ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นปท่ี 5 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 1  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )602,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 2  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )592,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 3  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )582,000 1.0025  บาท 
      
 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 60  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.0025 บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นปท่ี 5 สุดาจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( ) ( )60 59 582,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 602,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 60 พจน พจนแรก คือ ( )2,000 1.0025  และอัตราสวนรวม คือ 1.0025 

 จะได ผลบวก 60 พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิตนี้ คือ 
( ) ( )( )602,000 1.0025 1.0025 1

1.0025 1

−

−
  

 หรือประมาณ 129,616.66 บาท 

      ดังนั้น เม่ือสิ้นปท่ี 5 สุดาจะไดเงินรวมประมาณ 129,616.66 บาท 
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9.   ทอแสงฝากเงิน 3,000 บาท เขาบัญชีธนาคารทุกสิ้นไตรมาส (1 ไตรมาส เทากับ 3 เดือน)  

 ไดรับอัตราดอกเบี้ย 6% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตอไตรมาส คือ 6 %
4

)   

 จะไดวา 

6
4 0.015

100
r = =    

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นปท่ี 4 (รวมท้ังหมด 16 งวด) ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นปท่ี 4 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 1  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )153,000 1.015  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 2  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )143,000 1.015  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 3  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )123,000 1.015  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 15  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา ( )3,000 1.015  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นงวดท่ี 16  จํานวน 3,000 บาท จะมีมูลคา 3,000 บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นปท่ี 4 หรือสิ้นงวดท่ี 16 ทอแสงจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( ) ( )15 14 133,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000+ + + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 153,000 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015 3,000 1.015+ + + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 16 พจน พจนแรก คือ 3,000 และอัตราสวนรวม คือ 1.015 
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 จะได ผลบวก 16 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )163,000 1.015 1

1.015 1

−

−
  

 หรือประมาณ 53,797.11 บาท 

      ดังนั้น เม่ือสิ้นปท่ี 4 ทอแสงจะไดเงินรวมประมาณ 53,797.11 บาท 

10.   ใบเตยซ้ือรถยนตราคา 700,000 บาท โดยจายเงินดาวน 200,000 บาท และผอนชําระสวนท่ี 

 เหลือเทากันทุกเดือน เดือนละ R บาท เปนเวลา 5 ป โดยผอนชําระทุกสิ้นเดือน  

 อัตราดอกเบี้ย 3% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตองวด คือ 3 %
12

)  

 จะไดวา 

3
12 0.0025
100

r = =    

 เขียนแผนภาพแสดงการจายเงินซ้ือรถยนตของใบเตยเปนเวลา 5 ป (60 งวด) ไดดังนี้ 

 
 
 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1 คือ ( ) 11.0025R −  บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 2 คือ ( ) 21.0025R −  บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 3 คือ ( ) 31.0025R −  บาท 

      
 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 60 คือ ( ) 601.0025R −  บาท 
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 นั่นคือ เม่ือครบ 5 ป ยอดเงินรวมท่ีใบเตยจายเพ่ือผอนรถยนตเทากับ 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 601.0025 1.0025 1.0025 1.0025R R R R− − − −+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 60 พจน พจนแรก คือ ( ) 11.0025R −  และอัตราสวนรวม คือ ( ) 11.0025 −  

 จะไดผลบวก 60 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( ) ( )( )

( )

1 60

1

1.0025 1 1.0025

1 1.0025

R − −

−

−

−
 บาท 

 เนื่องจาก ใบเตยตองจายเงินเพ่ือผอนรถยนต 700,000 – 200,000 = 500,000 บาท 

      จะได          500,000 =   
( ) ( )( )

( )

1 60

1

1.0025 1 1.0025

1 1.0025

R − −

−

−

−
 

 นั่นคือ                 R =   
( )( )

( ) ( )( )
1

1 60

500,000 1 1.0025

1.0025 1 1.0025

−

− −

−

−
  ≈   8,984.35 

        ดังนั้น ใบเตยจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 8,984.35 บาท  

11.  วัชระฝากเงิน 10,000 บาท เขาบัญชีธนาคารทุกตนเดือน  

 ไดรับอัตราดอกเบี้ย 3.6% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตอเดือน คือ 3.6 %
12

)    

 จะไดวา 

3.6
12 0.003

100
r = =  

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นปท่ี 4 (48 เดือน) ไดดังนี้ 
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 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นปท่ี 4  

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 1 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )4810,000 1.003  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 2 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )4710,000 1.003  บาท 

 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 3 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )4610,000 1.003  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือตนเดือนท่ี 48 จํานวน 10,000 บาท จะมีมูลคา ( )10,000 1.003  บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นปท่ี 4 วัชระจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( ) ( )48 47 4610,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4810,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003 10,000 1.003+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 48 พจน พจนแรก คือ ( )10,000 1.003  และอัตราสวนรวม คือ 1.003 

 จะไดผลบวก 48 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( ) ( )( )4810,000 1.003 1.003 1

1.003 1

−

−
  

 หรือประมาณ 516,996.95 บาท 

       ดังนั้น เม่ือสิ้นปท่ี 4 วัชระจะไดเงินรวม 516,996.95 บาท 
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แบบฝกหัดทายบท  

1.   1) เนื่องจาก 1 4, 5a d= − = −   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   8a   =   ( )( )4 8 1 5− + − −  
    =   4 35− −  
    =   39−   
  ดังนั้น 8 39a = −  

 2) เนื่องจาก 1 5, 2a d= − =   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   9a   =   ( )( )5 9 1 2− + −  
    =   5 16− +  
    =   11  
  ดังนั้น 9 11a =  

 3) เนื่องจาก 1
1 , 2
2

a d= − = −   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   15a   =   ( )( )1 15 1 2
2

− + − −  

    =   1 28
2

− −  

    =   57
2

−   

  ดังนั้น 15
57
2

a = −  

 4) เนื่องจาก 1
4 1,
3 3

a d= =   และ ( )1 1na a n d= + −   จะได 

   15a   =   ( )4 115 1
3 3

 + −  
 

 

    =   4 14
3 3
+  

    =   6  
  ดังนั้น 15 6a =  
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2.   จาก ( )1 1na a n d= + −  จะได 

           5 =  ( )1 7 1a d+ −    ----- (1) 
      10 =  ( )1 12 1a d+ −    ----- (2) 

      จาก (1) และ (2) จะได  1d =  และ 1 1a = −  

     นั่นคือ    100a  =  ( )( )1 100 1 1− + −  

   =  ( )( )1 99 1− +  
   =  98 
      ดังนั้น พจนท่ี 100 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 98  

3.   ลําดับเลขคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 20a =   และ 16 20 4d = − = −   

        จาก        na  =  ( )1 1a n d+ −   

        จะได    96−   =  ( )( )20 1 4n+ − −   
           n   =  30 
        ดังนั้น 96−  เปนพจนท่ี 30 ของลําดับเลขคณิตนี้ 

4.   จาก  1 75, 29a a= =  และ ( )1 1na a n d= + −   

 จะได   29 =     ( )5 7 1 d+ −   
   d   =     4 
 นั่นคือ 2a   =     1a d+   =     5 4+   =     9 

   3a   =     2a d+   =     9 4+   =     13 

   4a   =     3a d+   =     13 4+   =     17 

   5a   =     4a d+   =     17 4+   =     21 

   6a   =     5a d+   =     21 4+   =     25 

 ดังนั้น พจนหาพจนดังกลาว ไดแก 9, 13, 17, 21 และ 25 

5.   จะแสดงวา 2 2 2, ,a b c  เปนลําดับเลขคณิต โดยพิจารณาวา  2 2 2 2b a c b− = −  หรือไม   

 เนื่องจาก 1 1 1, ,
b c c a a b+ + +

 เปนลําดับเลขคณิต  

 จะไดผลตางรวมของลําดับเลขคณิตนี้หาไดจาก 1 1
c a b c

−
+ +

 หรือ 1 1
a b c a

−
+ +

  

     นั่นคือ                1 1
c a b c

−
+ +

    =    1 1
a b c a

−
+ +
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                           2
c a+

    =     1 1
a b b c

+
+ +

  

                          2
c a+

     =     2
b c a b

ab ac b bc
+ + +
+ + +

    

                 22 2 2 2ab ac b bc+ + +      =     2 2ab ac a ab bc c ac bc+ + + + + + +   
      ดังนั้น                         2 2b a−     =     2 2c b−   

       จึงไดวา 2 2 2, ,a b c  เปนลําดับเลขคณิต 

6.   ผลบวกของมุมภายในของรปูสามเหลี่ยม เทากับ 180 องศา 

 ผลบวกของมุมภายในของรูปสี่เหลี่ยม เทากับ 360 องศา 

 ผลบวกของมุมภายในของรูปหาเหลี่ยม เทากับ 540 องศา 

 จะเห็นวา ผลบวกของมุมภายในของรปูสามเหลี่ยม รูปสี่เหลี่ยม รูปหาเหลี่ยม … เทากับ 

 180,360,540,  ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 180a =  และ 180d =    

      จาก     ( )1 1na a n d= + −   

      จะได    ( )( )180 1 180na n= + −   

      นั่นคือ   180na n=   

      เนื่องจาก   ผลบวกของมุมภายในของรูปสามเหลี่ยม เทากับ  1a     องศา 

     ผลบวกของมุมภายในของรูปสี่เหลี่ยม  เทากับ  2a     องศา 

  ผลบวกของมุมภายในของรูปหาเหลี่ยม  เทากับ  3a     องศา 

                
     ดังนั้น        ผลบวกของมุมภายในของรูป n  เหลี่ยม  เทากับ  2na −   องศา  

     นั่นคือ ผลบวกของมุมภายในของรูป n  เหลี่ยม เทากับ ( )180 2n −  องศา     
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7.   การจัดแผนไมตามเง่ือนไขท่ีกําหนดเปนดังรูป 

 

 
 
 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 2 โดยใหแนวก่ึงกลางตามดานยาวของแผนไมแตละแผนอยู 

 ตรงกับรอยตอของแผนไมแตละคูในชั้นแรก 

 จะไดวา ชั้นท่ี 2 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหด 52 – 1 = 51 แผน 

 จากการจัดวางแผนไมในชั้นท่ี 3 โดยใหแนวก่ึงกลางตามดานยาวของแผนไมแตละแผนอยู 

 ตรงกับรอยตอของแผนไมแตละคูในชั้นท่ี 2 

 จะไดวา ชั้นท่ี 3 มีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 51 – 1 = 50 แผน 

 ให n  เปนชั้นท่ีมีแผนไมท่ีวางจํานวนท้ังหมด 7 แผน 

 จะไดวา จํานวนแผนไมท่ีวางในชั้นท่ี 1, 2, 3, …, n  คือ 52, 51, 50, …, 7 ซ่ึงเปนลําดับ 

 เลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 52 พจนท่ี n เปน 7 และผลตางรวมเปน 1−   

 จาก    na  =  ( )1 1a n d+ −  

        จะได     7 =  ( )( )52 1 1n+ − −  
      7 =  52 1n− +  
        n =  46 
 ดังนั้น แผนไมกองนี้มีแผนไม 46 ชั้น 

 เนื่องจาก แผนไมแตละแผนหนา 3 เซนติเมตร 

 ดังนั้น ความสูงของแผนไมกองนี้ คือ 46 3 138× =  เซนติเมตร หรือ 1.38 เมตร 
  

ชั้นท่ี 2 แผนไม 51 แผน 
ชั้นท่ี 1 แผนไม 52 แผน 

ชั้นท่ี 3 แผนไม 50 แผน 
ชั้นท่ี 4 แผนไม 49 แผน 

ชั้นท่ี n แผนไม 7 แผน 
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8.   พิจารณาการออมเงินของฟางขาว ซ่ึงมีเงินเก็บเริ่มตน 4,200 บาท และออมเงินเพ่ิม 

 เดือนละ 300 บาท ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560  

 จะไดวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1 (ตุลาคม 2560) ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4,200 300 4,500+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 2 (พฤศจกิายน 2560) ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4,500 300 4,800+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 3 (ธันวาคม 2560) ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4,800 300 5,100+ =  บาท 
       
 จะเห็นวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1, 2, 3, … ฟางขาวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 4500, 4800, 5100, … บาท 

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 4,500 และผลตางรวม คือ 300 

 ใหลําดับ na  แทน ลําดับของเงินเก็บท้ังหมดของฟางขาวเม่ือสิ้นเดือน ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560 

      โดยพจนท่ัวไป คือ  ( )4,500 1 300 4,200 300na n n= + − = +       ----- (1)  

 พิจารณาการออมเงินของใยบัว ซ่ึงมีเงินเก็บเริ่มตน 7,000 บาท และออมเงินเพ่ิม 

 เดือนละ 250 บาท ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560  

 จะไดวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1 (ตุลาคม 2560) ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7,000 250 7,250+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 2 (พฤศจกิายน 2560) ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7,250 250 7,500+ =  บาท 

 เม่ือสิ้นเดือนท่ี 3 (ธันวาคม 2560) ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7,500 250 7,750+ =  บาท 
       
 จะเห็นวา เม่ือสิ้นเดือนท่ี 1, 2, 3, … ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 7250, 7500, 7750, … บาท 

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 7,250 และผลตางรวม คือ 250 

 ใหลําดับ nb  แทน ลําดับของเงินเก็บท้ังหมดของใยบัวเม่ือสิ้นเดือน ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560 

      โดยพจนท่ัวไป คือ  ( )7,250 1 250 7,000 250nb n n= + − = +       ----- (2)  

1) สมมติให เม่ือสิ้นเดือนท่ี n  ฟางขาวมีเงินเก็บท้ังหมด 12,300 บาท  

         นั่นคือ  12,300na =                

           จาก (1) จะได   12,300 4,200 300n= +   

         ดังนั้น   27n =                     

  นั่นคือ เม่ือสิ้นเดือนท่ี 27 หรือสิ้นเดือนธันวาคม 2562 ฟางขาวมีเงินเก็บท้ังหมด 12,300 บาท 

         พิจารณาจํานวนเงินเก็บของใยบัวเม่ือสิ้นเดือนท่ี 27 โดยแทน n  ดวย 27 ใน (2)  
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  จะได                    ( )27 250 27 7,000 13,750b = + =   

         ดังนั้น เม่ือสิ้นเดือนท่ี 27 หรือสิ้นเดือนธันวาคม 2562 ใยบัวจะมีเงินเก็บท้ังหมด 13,750 บาท 

      2)   จาก ใยบัวตองการนําเงินเก็บไปซ้ือคอมพิวเตอรราคา 24,700 บาท 

  จะไดวา ใยบัวตองมีเงินเก็บมากกวาหรือเทากับ 24,700 บาท 

  สมมติให เม่ือสิ้นเดือนท่ี n  ใยบัวมีเงินเก็บมากกวาหรือเทากับ 24,700 บาท 

  นั่นคือ  24,700nb ≥   

            จาก (2) จะไดวา            7,000 250 24,700n+ ≥  

                         354 70.8
5

n ≥ =  

  จาก n เปนจํานวนเต็มบวก 

          จะไดวา ใยบัวจะตองออมเงินอยางนอย 71 เดือน ตั้งแตเดือนตุลาคม 2560  

  จึงจะสามารถซ้ือคอมพิวเตอรได 

      3)   สมมติให เม่ือสิ้นเดือนท่ี n  ฟางขาวมีเงินเก็บมากกวาใยบัว 

  นั่นคือ n na b>   

           จะไดวา        300 4,200 250 7,000n n+ > +    
                                                    50 2800n >   
                                     56n >   
   ดังนั้น เม่ือสิ้นเดือนท่ี 57 หรือสิ้นเดือนมิถุนายน 2565 ฟางขาวมีเงินเก็บมากกวาใยบัว  

9.   จาก 1
1

n
na a r −=   

 อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 162a = −  และ 1
3

r = −  

 จะได  
12 1

12
1 2162
3 2,187

a
−

 = − − = 
 

  

       ดังนั้น พจนท่ี 12 ของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2
2,187
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10.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 2
8
3

a =  และ 5
64
81

a =   

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  2 1
2 1 1a a r a r−= =   

 และ  5 1 4
5 1 1a a r a r−= =   

 ดังนั้น     8
3

  =  1a r     ----- (1) 

 และ     64
81

 =  4
1a r     ----- (2) 

      จาก (1) และ (2)  จะได 3 8
27

r =   นั่นคือ 2
3

r =  

      ดังนั้น อัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 2
3

 

11.   เนื่องจาก ลําดับเรขาคณิตนี้มี 1 2 37, 21, 63a a a= = − =  และ 4 189a = −   

 จาก 1
1

n
na a r −=   

 จะได  2 121 7r −− =   นั่นคือ  21 7r− =    ----- (1) 

 และ  3 163 7r −=  นั่นคือ   263 7r=    ----- (2) 

 จาก (1) และ (2)  จะได  3r = −   

 นั่นคือ  ( ) 17 3 n
na −= −   

 เม่ือ  5,103na =   

 จะได         5,103 =     ( ) 17 3 n−−  

   729 =     ( ) 13 n−−   

             ( )63−   =     ( ) 13 n−−  

 นั่นคือ        1n −  =     6 

 จะได   n  =     7   

      ดังนั้น 5,103 เปนพจนท่ี 7 ของลําดับเรขาคณิตนี้  
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12.   ให a  เปนจํานวนท่ีบวกกับ 5, 22 และ 107 แลว 5 , 22 , 107a a a+ + +  เปนลําดับเรขาคณิต 

 จะไดอัตราสวนรวมของลําดับเรขาคณิตนี้หาไดจาก 22
5

a
a
+
+

 หรือ 107
22

a
a

+
+

 

      นั่นคือ       22
5

a
a
+
+

 =  107
22

a
a

+
+

 

  ( )( )22 22a a+ +  =  ( )( )107 5a a+ +  

   2484 44a a+ +    =   2535 112a a+ +   
        68a−  =    51 

        a =   3
4

−   

       ดังนั้น 3
4

a = −  ทําให 5 , 22 , 107a a a+ + +  เปนลําดับเรขาคณิต 

13.   ให  1 1,a a r  และ 2
1a r  เปนสามพจนแรกของลําดับเรขาคณิต ท่ีมีอัตราสวนรวม คือ r  ( )0r ≠   

 เนื่องจากผลบวกของสามพจนนี ้คือ 3−   

      จะไดวา              2
1 1 1a a r a r+ +  =  3−      

              ( )2
1 1a r r+ +   = 3−     ----- (1) 

 เนื่องจากผลคูณของสามพจนนี ้คือ 8  

      จะไดวา           ( )( )( )2
1 1 1a a r a r   =   8     

                      3 3
1a r   =   8 

      1a r   =   2 

        1a   =  2
r

      

 แทน 1a  ดวย 2
r

 ใน (1) จะได 

              ( )22 1 r r
r

+ +   = 3−    

                  22 5 2r r+ +   =    0 
     ( )( )2 1 2r r+ +   =    0 

       นั่นคือ 1
2

r = −   หรือ 2r = −   

       กรณี 1
2

r = −   จะได  1 4a = −    

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ ( )
114

2

n−
 − − 
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       กรณี 2r = −   จะได  1 1a = −    

 ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับนี้ คือ ( )( ) 11 2 n−− −  

14.   การรณรงคลดการใชถุงพลาสติกในอําเภอหนึ่ง ทําใหจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวลดลงปละ 5%  

 ของจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวในปกอนหนา 

 จาก ปท่ีเริ่มตนการรณรงคมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว 100,000 ถุง จะไดวา 

 ในการรณรงคปท่ี 1 จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( )100,000 0.95  ถุง 

 ในการรณรงคปท่ี 2 จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( )( ) ( )2100,000 0.95 0.95 100,000 0.95=  ถุง 

 ในการรณรงคปท่ี 3 จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( ) ( ) ( )2 3100,000 0.95 0.95 100,000 0.95=  ถุง 

 ในทํานองเดียวกัน ในการรณรงคปท่ี n  จะมีจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลว ( )100,000 0.95 n  ถุง 

 จะไดวา ในการรณรงคปท่ี 1, 2, 3, , n  จะมีจํานวนถุงพลาสติกใชแลว 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 3100000 0.95 , 100000 0.95 , 100000 0.95 , , 100000 0.95 n
   

 ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )100,000 0.95  อัตราสวนรวม คือ 0.95  

 และพจนท่ัวไป คือ ( )100,000 0.95 n  

 ดังนั้น สูตรการคํานวณจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวในการรณรงคแตละป คือ ( )100,000 0.95 n  

 และจํานวนถุงพลาสติกท่ีใชแลวในการรณรงคปท่ี 10 คือ ( )10100,000 0.95  หรือประมาณ 59,874 ถุง 

15.   พิจารณาเมือง A ซ่ึงมีพ้ืนท่ีปา 400 ตารางกิโลเมตร โดยพ้ืนท่ีปาลดลงเฉลี่ยปละ 4% ของ 

 พ้ืนท่ีปาในปกอนหนา จะไดวา 

 อีก 1 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( )400 0.96  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 2 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( )( ) ( )2400 0.96 0.96 400 0.96=  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 3 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 3400 0.96 0.96 400 0.96=  ตารางกิโลเมตร 
               
 จะเห็นวา อีก 1, 2, 3, … ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 3400 0.96 , 400 0.96 , 400 0.96 ,   

 ตารางกิโลเมตร ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )400 0.96  และอัตราสวนรวม คือ 0.96 

 ให na  แทนลําดับของพ้ืนท่ีปาของเมือง A  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( )400 0.96 n
na =     ----- (1) 

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 291 
 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 พิจารณาเมือง B ซ่ึงมีพ้ืนท่ีปา 60 ตารางกิโลเมตร โดยพ้ืนท่ีปาเพ่ิมข้ึนทุกปเฉลี่ยปละ 2%  

 ของพ้ืนท่ีปาในปกอนหนา จะไดวา 

 อีก 1 ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( )60 1.02  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 2 ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( )( ) ( )260 1.02 1.02 60 1.02=  ตารางกิโลเมตร 

 อีก 3 ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 360 1.02 1.02 60 1.02=  ตารางกิโลเมตร 
               
 จะเห็นวา อีก 1, 2, 3, … ปขางหนา เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปา ( ) ( ) ( )2 360 1.02 , 60 1.02 , 60 1.02 ,  

 ตารางกิโลเมตร ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )60 1.02  และอัตราสวนรวม คือ 1.02 

 ให nb  แทนลําดับของพ้ืนท่ีปาของเมือง B  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( )60 1.02 n
nb =     ----- (2) 

 1) พิจารณาพ้ืนท่ีปาในอีก 10 ปขางหนาของเมือง A และ B โดยแทน n  ดวย 10 ใน (1) และ (2) 

  จะได  ( )10
10 400 0.96 265.93a = ≈  

  และ  ( )10
10 60 1.02 73.14b = ≈  

  ดังนั้น อีก 10 ปขางหนา เมือง A จะมีพ้ืนท่ีปามากกวาเมือง B อยูประมาณ  

  265.93 73.14 192.79− =  ตารางกิโลเมตร 

 2)   สมมติใหอีก n  ปขางหนา เมือง B มีพ้ืนท่ีปามากกวาเมือง A 

  นั่นคือ n nb a>   

               จาก (1) และ (2) จะไดวา   

       ( )60 1.02 n  > ( )400 0.96 n  

       1.02
0.96

n
 
 
 

  > 400
60

  

           17
16

n
 
 
 

 > 20
3

  

     17log
16

n
 
 
 

 > 20log
3

 
 
 

  

           17log
16

n  
 
 

 > 20log
3
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       n  >   

20log
3 31.29

17log
16

 
 
  ≈
 
 
 

   

  จาก n  เปนจํานวนเต็มบวก  

  จะไดวา อีกอยางนอย 32 ป เมือง B จะมีพ้ืนท่ีปามากกวาเมือง A                

16.   1)   พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 4 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −   

  เนื่องจาก  2 1
27 511
2 2

a a− = − =  และ 3 2
27 516
2 2

a a− = − =    

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมี 1 11a =  และ 5
2

d =   

  จาก ( )1 1na a n d= + −   

  จะได ( )4
5 3711 4 1
2 2

a  = + − = 
 

  

   ( )5
511 5 1 21
2

a  = + − = 
 

 

   ( )6
5 4711 6 1
2 2

a  = + − = 
 

 

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 37 , 21
2

 และ 47
2

 ตามลําดับ 

   กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา  32

1 2

aa
a a

=    

  เนื่องจาก  2

1

27
272

11 22
a
a

= =  และ 3

2

16 32
27 27
2

a
a

= =  ซ่ึง 27 32
22 27

≠   

  จะเห็นวา  32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเรขาคณิต 
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 2) พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 3 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1
11 7 72
7 11 77

d a a= − = − =   

  1
7
11

a =   และ 4
265
77

a =   

  จาก ( )1 1na a n d= + −   

  จะได ( )4
7 72 2654 1

11 77 77
a = + − =   

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมี 1
7

11
a =  และ 72

77
d =  

  จะได ( )3
7 72 1933 1

11 77 77
a  = + − = 

 
  

   ( )5
7 72 3375 1
11 77 77

a  = + − = 
 

 

   ( )6
7 72 4096 1
11 77 77

a  = + − = 
 

 

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 193 337,
77 77

 และ 409
77

 ตามลําดับ 

   กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา  2

1

11
1217

7 49
11

ar
a

= = =  และ 4
265
77

a =  

  จาก  1
1

n
na a r −=   

  จะได  
3 1

4
7 121 102,487
11 49 539

a
−

 = = 
 

  ซ่ึง  102,487 265
539 77

≠  

  นั่นคือ ลําดับนี้ไมเปนลําดับเรขาคณิต 

 3)   พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 4 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 4 6 2a a− = − = −  และ 3 2
8 44
3 3

a a− = − = −  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น ลําดับนี้ไมเปนลําดับเลขคณิต  
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  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

4 2
6 3

a
a

= =  และ 3

2

8
23

4 3
a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต ท่ีมี 1 6a =  และ 2
3

r =   

  จาก 1
1

n
na a r −=   

  จะได 
4 1

4
2 166
3 9

a
−

 = = 
 

 

   
5 1

5
2 326
3 27

a
−

 = = 
 

 

   
6 1

5
2 646
3 81

a
−

 = = 
 

 

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 16 32,
9 27

 และ 64
81

 ตามลําดับ 

 4) พจนท่ีหายไปของลําดับนี้ คือ 3 5,a a  และ 6a  

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต จะตองไดวา 2 1
5 5 15
3 6 6

d a a= − = − − = −   

  1
5
6

a =   และ 4
20
3

a = −   

  จาก ( )1 1na a n d= + −   

  จะได ( )4
5 15 204 1
6 6 3

a  = + − − = − 
 

  

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมี 1
5
6

a =  และ 15
6

d = −  

  จะได ( )3
5 15 253 1
6 6 6

a  = + − − = − 
 

  

   ( )5
5 15 555 1
6 6 6

a  = + − − = − 
 

 

   ( )6
5 15 356 1
6 6 3

a  = + − − = − 
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  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 25 55,
6 6

− −  และ 35
3

−  ตามลําดับ 

  กรณีท่ีลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต จะตองไดวา 2

1

5
3 25

6

ar
a

−
= = = −   

  1
5
6

a =   และ 4
20
3

a = −   

  จาก 1
1

n
na a r −=   

  จะได ( )4 1
4

5 202
6 3

a −= − = −   

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับเรขาคณิต ท่ีมี 1
5
6

a =  และ 2r = −  

  จะได ( )3 1
3

5 102
6 3

a −= − =   

   ( )5 1
5

5 402
6 3

a −= − =  

   ( )6 1
6

5 802
6 3

a −= − = −  

  ดังนั้น พจนท่ีขาดหายไป คือ 10 40,
3 3

 และ 80
3

−  ตามลําดับ 

17.  ให t  เปนจํานวนจริงใด ๆ  

 และกําหนดให a t=   

 เนื่องจาก , ,a b c  เปนลําดับเรขาคณิต ท่ีมีอัตราสวนรวม คือ r   

 จะไดวา  b tr=  และ 2c tr=   

      เนื่องจาก , ,b a c  เปนลําดับเลขคณิต ท่ีมีผลตางรวม คือ d   

      จะไดวา  t b d= +  และ c t d= +   

 ดังนั้น    tr   =     t d−     ----- (1) 

     2tr   =     t d+    ----- (2) 
        จาก (1) และ (2) จะได 

       2 2tr tr t+ −    =     0  
                ( )( )2 1t r r+ −   =     0   

 ดังนั้น 0t =  หรือ  2r = −   หรือ  1r =   
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       กรณี 0t =  จะไดวา 0, 0, 0a b c= = =  ซ่ึงไมเปนลําดับเรขาคณิต เนื่องจากอัตราสวนรวมไมนิยาม 

        กรณี 2r = −  จาก (1) จะได 3d t=   

        นั่นคือ 2b t= −  และ 4c t=   

 จะไดวา ,a b  และ c  คือ , 2t t−  และ 4t  ตามลําดับ เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไมเทากับ 0 

        กรณี 1r =  จาก (1) จะได 0d =   

        นั่นคือ b t=  และ c t=  

 จะไดวา ,a b  และ c  คือ ,t t  และ t  ตามลําดับ เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไมเทากับ 0 

        ดังนั้น จํานวนจริง ,a b  และ c  ท้ังหมด ท่ีทําใหลําดับ , ,a b c  เปนลําดับเรขาคณิต  

 และลําดับ , ,b a c  เปนลําดับเลขคณิต มี 2 กรณี คือ  

        กรณีท่ี 1         , 2a t b t= = −  และ 4c t=   

 กรณีท่ี 2   ,a t b t= =  และ c t=  

 เม่ือ t  เปนจํานวนจริงใด ๆ ท่ีไมเทากับ 0 

18.   ให   2 310, ,a a   เปนลําดับเลขคณิตท่ีมีผลตางรวม คือ d   

 และ 2 310, ,b b   เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีอัตราสวนรวม คือ r   

 เนื่องจาก 2 2a b=  และ 3 3 2.5b a− =   

 จะไดวา          10 d+   =   10r   
        d  =   10 10r −     ----- (1) 
 และ     ( )210 10 2r d− +  =   2.5     ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะไดวา 

      ( )( )210 10 2 10 10r r− + −   =  2.5 

   210 20 10r r− +    =  2.5 
         24 8 3r r− +   =   0 
   ( )( )2 3 2 1r r− −  =   0 

       จะไดวา   3
2

r =   หรือ 1
2

r =  

       กรณี  3
2

r =  จะได  5d =    

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )( )10 1 5n+ −   
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      และ พจนท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต คือ  
1310

2

n−
 
 
 

 

       กรณี  1
2

r =  จะได  5d = −     

       ดังนั้น พจนท่ัวไปของลําดับเลขคณิต คือ ( )( )10 1 5n+ − −   

       และ พจนท่ัวไปของลําดับเรขาคณิต คือ  
1110

2

n−
 
 
 

 

19. พิจารณาบริษัท A ซ่ึงใหเงินเดือนเริ่มตน 20,000 บาท และแตละปจะข้ึนเงินเดือนให  

 1,500 บาท จะไดวา 

 ปท่ี 1 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับเงินเดือน 20,000 บาท 

 ปท่ี 2 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับเงินเดือน  

 20,000 1,500+  บาท 

 ปท่ี 3 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับเงินเดือน  

 ( ) ( )20,000 1,500 1,500 20,000 2 1,500+ + = +  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ปท่ี n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A  

 จะไดรับเงินเดือน ( )( )20,000 1 1,500n+ −  บาท 

 นั่นคือ ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะได 

 รับเงินเดือน ( ) ( )( )20000, 20000 1500, 20000 2 1500 , , 20000 1 1500n+ + + −  บาท 

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 20,000 และผลตางรวม คือ 1,500  

 ให na  แทนลําดับของเงินเดือนของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( )( )20000 1 1500na n= + −   ----- (1) 

 พิจารณาบริษัท B ซ่ึงใหเงินเดือนเริ่มตน 20,000 บาท และแตละปจะข้ึนเงินเดือนให 5%  

 ของเงินเดือนปกอนหนา จะไดวา 

 ปท่ี 1 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับเงินเดือน 20,000 บาท 

 ปท่ี 2 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับเงินเดือน  

 ( )20,000 1.05  บาท 

 ปท่ี 3 ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับเงินเดือน  

 ( )( ) ( )220,000 1.05 1.05 20,000 1.05=  บาท 
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 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ปท่ี n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B  

 จะไดรับเงินเดือน ( ) 120,000 1.05 n−  บาท 

 นั่นคือ ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับ 

 เงินเดือน ( ) ( ) ( )2 120000, 20000 1.05 , 20000 1.05 , , 20000 1.05 n−
  บาท ซ่ึงเปนลําดับ 

 เรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 20,000 และผลอัตราสวนรวม คือ 1.05 

 ให nb  แทนลําดับของเงินเดือนของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B  

 โดยพจนท่ัวไป คือ ( ) 120000 1.05 n
nb −=    ----- (2) 

 1) สําหรับเจาหนาท่ีทรัพยากรบุคคลของบริษัท A 

  จาก ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A จะไดรับ 

  เงินเดือน ( ) ( )( )20000, 20000 1500, 20000 2 1500 , , 20000 1 1500n+ + + −  บาท 

  ดังนั้น ลําดับแทนเงินเดือนเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A ในแตละป คือ 

  ( ) ( )( )20000, 20000 1500, 20000 2 1500 , , 20000 1 1500n+ + + −  

  สําหรับเจาหนาท่ีทรัพยากรบุคคลของบริษัท B 

  จาก ปท่ี 1, 2, 3, , n  ของการทํางาน เจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B จะไดรับ 

  เงินเดือน ( ) ( ) ( )2 120000, 20000 1.05 , 20000 1.05 , , 20000 1.05 n−
  บาท  

  ดังนั้น ลําดับแทนเงินเดือนเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท B ในแตละป คือ 

  ( ) ( ) ( ) ( )2 320000 1.05 , 20000 1.05 , 20000 1.05 , , 20000 1.05 n
   

 2)   พิจารณาเงินเดือนในปท่ี 10 โดยแทน n  ดวย 10 ใน (1) และ (2) 

  จะได  ( )( )10 20000 10 1 1500 33,500a = + − =  

  และ   ( )10 1
10 20000 1.05 31,027b −= ≈  

  นั่นคือ เงินเดือนในปท่ี 10 ของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของบริษัท A เทากับ  

  33,500 บาท และบริษัท B ประมาณ 31,027 บาท 

  ดังนั้น ผลตางของเงินเดือนในปท่ี 10 ของเจาหนาท่ีฝายทรัพยากรบุคคลของท้ังสอง 

  บริษัทประมาณ 33,500 – 31,027 = 2,473 บาท 
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20.   1)   จาก   na   =  2cos
6

nπ  

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้  

 
  จากกราฟ จะเห็นวา แตละพจนของลําดับ na  คือ จํานวนจริงซ่ึงอยูในชวง [ ]2, 2−   

  นั่นคือ เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  ไมเขาใกลจํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก  

 2)   จาก   na   =  21 sin
12
n

n
π 

 
 

 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้  

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 3)   จาก   na   =  2
8

8n +
 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 

 4)   จาก   na   =  ( )log 10n
n
+

 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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 5)   จาก   na   =  2
2n

n
 

       เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
     จากกราฟ จะเห็นวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  มีคาเพ่ิมข้ึนและไมเขาใกล 

  จํานวนใดจํานวนหนึ่ง 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

 6)   จาก   na   =  2
!

n

n
 

  เขียนกราฟของลําดับไดดังนี้ 

 
      จากกราฟ จะเห็นวา แนวของจุดในกราฟจะเขาใกล 0  

  ซ่ึงหมายความวา เม่ือ n  มากข้ึนโดยไมมีท่ีสิ้นสุด na  จะเขาใกล 0 แตไมเทากับ 0 

  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับเทากับ 0 
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21. 1)   เนื่องจาก  2
1lim

2 1n n→∞

 
 + 

 =   

2
2

2
2

1

lim
12

n

n
n

n
n

→∞

  
    

  +    

 

      =   
2

2

1

lim 12n
n

n
→∞

 
 
 
 + 
 

 

      =   
2

2

1lim

1lim 2

n

n

n

n

→∞

→∞

 
 
 

 + 
 

 

      =   
2

2

1lim

1lim 2 lim

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

 +  
 

 

      =   0
2 0+

 

      =   0 

  ดังนั้น  2
1lim 0

2 1n n→∞

  = + 
 

       นั่นคือ  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 2)   เนื่องจาก 2lim
7

n

nn→∞
  =  2lim

7

n

n→∞

 
 
 

   

         และ  2 1
7

<   จะได  2lim 0
7

n

n→∞

  = 
 

 

         นั่นคือ  2lim 0
7

n

nn→∞
=  

         ดังนั้น  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 

 3)   เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )4 3 4 3 41 1 1 1 1 1 1 1 1 1
nn n n+− = − − = − − = − = − = −  สําหรับ 

  ทุกจํานวนนับ n   

  จะได  ( ) ( )4 3lim 1 lim 1 1n

n n

+

→∞ →∞
− = − = −  

         ดังนั้น  ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับคือ 0 
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 4)   พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  1lim
53
2

nn→∞

 
 
 
       

 

     =  1 2lim
3 5

n

n→∞

 
 
 

 

  เนื่องจาก  2 1
5
<   จะได 2lim 0

5

n

n→∞

  = 
 

 

  นั่นคือ ( )1 2 1lim 0 0
3 5 3

n

n→∞

  = = 
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 5)   จาก  62
3 3n
n na +

= + =   

  พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  1lim 6
3

n n→∞

 
 
 + 
 

 

     =  3lim
6n n→∞

 
 + 

 

     =  

3

lim
6n

n
n

nn
n n

→∞

  
    

  +    

 

     =  
3

lim 6 1n
n

n
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 +
 

 

     =  

3lim

6lim 1

n

n

n

n

→∞

→∞

 
 
 

 + 
 

 

     =  

13 lim

6lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  + 
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     =  

13 lim

16 lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  + 
 

 

     =  ( )
( )
3 0

6 0 1+
 

     =   0
1

 

     =   0 
       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 6)   เนื่องจาก        ( )23 2 !
!

n n
n
−

 =   ( )
( )( )

23 2 !
1 2 !

n n
n n n

−
− −

  =   3
1

n
n −

 

       จะได      ( )23 2 !
lim

!n

n n
n→∞

−
 =  3lim

1n

n
n→∞ −

 

      =   3lim 11n

n
→∞

−
 

      = 
lim 3

1lim1 lim

n

n n n

→∞

→∞ →∞
−

 

      =    3
1 0−

 

      =    3 

  ดังนั้น  ( )23 2 !
lim 3

!n

n n
n→∞

−
=  

       นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 3 

 7)   เนื่องจาก  1 1lim
2 2n→∞
=   และ  ( )3 1lim 3 lim 3 0 0

n nn n→∞ →∞
= = =  

  จะได          1 3lim
2n n→∞

 + 
 

 =  1 3lim lim
2n n n→∞ →∞
+    

      =  1 0
2
+  

      =  1
2

 

     ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 1
2
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 8)   เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 1 2 11 1 4 2
2 2 2

n n n nn n n
n n n

+ + − − ++ − −
= = =  

       จะได      ( ) ( )2 21 1
lim lim 2 2

2n n

n n
n→∞ →∞

+ − −
= =  =  lim 2

n→∞
 

       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 2  

 9)   เนื่องจาก  
( )

( )

2

2

1
lim

1 1n

n

n→∞

+

− +
 =  

2

2
2 1lim
2 2n

n n
n n→∞

+ +
− +

 

      =  

2
2

2
2

2 11
lim

2 21
n

n
n n

n
n n

→∞

 + + 
 
 − + 
 

 

      =  
2

2

2 11
lim 2 21n

n n

n n
→∞

+ +

− +
 

      =  
2

2

2 1lim1 lim lim

2 2lim1 lim lim

n n n

n n n

n n

n n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞ →∞

+ +

− +
 

      =  1 0 0
1 0 0
+ +
− +

 

      =   1 

       ดังนั้น  
( )

( )

2

2

1
lim 1

1 1n

n

n→∞

+
=

− +
 

  นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับนี้ คือ 1 
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 10)  จาก  
( )
( )

3

3

33 1 3
27 8 22 27 8 2

n nn

n n n
a

−

+
 = = =  ⋅  ⋅

 

  พิจารณา     1lim
n na→∞

 =  1lim
1 3

27 8 2

nn→∞

 
 
 
     ⋅   

 

     =   27 8lim
3
2

nn→∞
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     =   ( ) 127 8 lim
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2
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 ⋅
       

 

     =   ( ) 227 8 lim
3

n
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  เนื่องจาก  2 1
3
<   จะได 2lim 0

3

n

n→∞

  = 
 

 

  นั่นคือ ( ) ( )( )227 8 lim 27 8 0 0
3

n

n→∞

 ⋅ = ⋅ = 
 

 

       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  

 11)  จาก  
( ) ( )1 3 2

2

4 4 4 84 2 4 84 4
9 93 9 9

n n n nn n

n n n na
+ ++    = = + = +   
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9 9

n n
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    +         
 =   4 8lim 4 lim 4

9 9

n n
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       =   4 84 lim 4 lim
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n n
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  เนื่องจาก 4 1
9
<  และ 8 1

9
<  จะได 4lim 0

9

n

n→∞

  = 
 

 และ 8lim 0
9

n

n→∞

  = 
 

 

  ดังนั้น      ( ) ( )4 8lim 4 4 4 0 4 0 0
9 9

n n

n→∞

    + = + =         
 

  
     นั่นคือ ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 0  

 12)   จาก  

1
2
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31

1
n

n na
n

n
= =

+
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       จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับลูออก  
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 13)  เนื่องจาก        
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  ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 2
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      =   

7 3

lim
7n

nn
n n

nn
n n

→∞

  − −    
  −    

 

      =   

37
lim 71n

n

n
→∞

 − − 
 
 −
 

 

      =   

3lim 7

7lim 1

n

n

n

n

→∞

→∞

 − − 
 
 − 
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      =   
( ) 3lim 7 lim

7lim1 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

 − −  
 

 −  
 

 

      =   
( ) 1lim 7 3 lim

1lim1 7 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

 − −  
 

 −  
 

 

      =    ( )
( )

7 3 0
1 7 0
− −
−

  

      =    7−   
       ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 7−  

 16)   จาก   
( )( ) ( )

( )

22 1 6 5 2 31 3 3 5
2 6 5 2 6 5 12 10

n n n nn n n n
n n n

+ − + −+ − −
+ = =

− − −
 

  จะได      
21 3lim

2 6 5n

n n n
n→∞

 + −
+ − 

  =   3 5lim
12 10n

n
n→∞

− 
 − 

 

       =   

3 5

lim
12 10n

nn
n n
nn

n n
→∞

  −    
  −    

 

       =   

53
lim 1012n

n

n
→∞

 − 
 
 −
 

 

       =   

5lim 3

10lim 12

n

n

n

n

→∞

→∞

 − 
 
 − 
 

 

       =   

5lim 3 lim

10lim12 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

 −  
 
 −  
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       =   

1lim 3 5 lim

1lim12 10 lim

n n

n n

n

n

→∞ →∞

→∞ →∞

 −  
 
 −  
 

 

       =   ( )
( )

3 5 0
12 10 0

−
−

 

       =   1
4

 

        ดังนั้น ลําดับนี้เปนลําดับลูเขา และลิมิตของลําดับ คือ 1
4

 

22.   วิธีการหาลิมิตของลําดับ na  ท่ีกําหนดให ซ่ึงเปนการใชทฤษฎีบท 3 ขอ 6) นั้น ไมถูกตอง  

 เนื่องจาก การหาลิมิตโดยใชความรูวา 
lim

lim
lim

nn n

n
n nn

aa
b b

→∞

→∞
→∞

=  จะใชไดเม่ือ lim nn
a

→∞
 และ lim nn

b
→∞

 

หาคาได และ lim 0nn
b

→∞
≠   

 แต ( )4 2lim 2
n

n n
→∞

−  และ ( )4lim 3 13
n

n
→∞

+  ไมมีคา จึงไมสามารถใชวิธีดังกลาวได  

23.   ให x  เปนจํานวนเต็ม 

 สมมติใหลําดับ na  เปนลําดับลูเขา โดยท่ี 
2

2

2 1
5

n

n
xa

x
 +

=  + 
  

 จะไดวา ลําดับ na  เปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 
2

1 2

2 1
5

xa
x

+
=

+
 และ 

2

2

2 1
5

xr
x

+
=

+
 

 จากลําดับ na  เปนลําดับลูเขา จะไดวา 
2

2

2 1 1
5

xr
x

+
= <

+
 

        ดังนั้น        1−   <      
2

2
2 1

5
x

x
+
+

  <   1   ----- (1) 

      จาก x  เปนจํานวนเต็ม จะไดวา 2 0x ≥   

 ดังนั้น 2 5 0x + >   

 จาก (1) จะไดวา          2 5x− −   <       22 1x +      <   2 5x +     

 พิจารณา 2 5x− − <  22 1x +  

 จะไดวา  22 x− <   ซ่ึงเปนจริงสําหรับทุกจํานวนเต็ม x  

 พิจารณา  22 1x + < 2 5x +  
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 จะไดวา  2 4x <    

 ดังนั้น  2 2x− < <   

 จะไดวา จํานวนเต็ม x  ท่ีสอดคลองกับ 2 2x− < <  คือ 1, 0−  และ 1 

        ดังนั้น จํานวนเต็ม x ท้ังหมดท่ีทําให na  เปนลําดับลูเขา คือ 1, 0x x= − =  และ 1x =  

24.  จาก  na  =  ( )1 1a n d+ −  

 อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 19,a =  4d =  และ 999na =  

       จะได  999 =  ( )( )19 1 4n+ −  
    999 =  19 4 4n+ −  
         n =  246 

       จาก       nS  =  ( )12 n
n a a+  

       จะได     246S  =  ( )246 19 999
2

+  =  125,214 

       ดังนั้น ผลบวกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 125,214 

25.   1)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 2a =  และ 4d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       40S  =  ( ) ( )( )( )40 2 2 40 1 4
2

+ −  =  3,200 

       ดังนั้น ผลบวก 40 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 3,200 

 2)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1 20a =  และ 3d = −  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได       70S  =  ( ) ( )( )( )70 2 20 70 1 3
2

+ − −  =  5,845−  

       ดังนั้น ผลบวก 70 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 5,845−  
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 3)   อนุกรมท่ีกําหนดใหมี 1
1
3

a = −  และ 2
3

d =  

       จาก         nS   =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

      จะได      100S  =  ( )100 1 22 100 1
2 3 3

    − + −    
    

 =  9,800
3

 

       ดังนั้น ผลบวก 100 พจนแรกของอนุกรมเลขคณิตนี้ คือ 9,800
3

 

26.   จํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีนอยท่ีสุดท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ ( )14 7 2=   

 และจํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีมากท่ีสุดท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ ( )357 7 51=   

 จะไดวา ลําดับของจํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ 14, 21, 28, , 357   

 ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมีพจนแรกเปน 14 ผลตางรวมเปน 7 และพจนท่ี n  เปน 357 

 จาก   ( )1 1na a n d= + −   

 จะไดวา  ( )( )357 14 1 7n= + −  

 นั่นคือ  50n =   

 จากผลบวกของจํานวนเต็มตั้งแต 9 ถึง 357 ท่ีหารดวย 7 ลงตัว คือ 14 21 28 357+ + + +  

 พิจารณา      14 21 28 357+ + + +  =    ( )( )( )14 21 28 14 50 1 7+ + + + + −  

       =    ( )( )( )
50

1

14 1 7
i

i
=

+ −∑  

       =    ( )
50

1

7 7
i

i
=

+∑  

       =    ( )
50 50

1 1

7 7
i i

i
= =

+∑ ∑  

       =    
50 50

1 1

7 7
i i

i
= =

+∑ ∑  

       =    ( ) ( )50 50 1
7 50 7

2
 + 

+ 
 

 

       =    9,275 
        ดังนั้น ผลบวกของจํานวนท่ี 7 หารลงตัว ตั้งแต 9 ถึง 357 คือ 9,275 
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27.   ให  4 11a =   และ 9 4a = −   

        จะได      11 =   ( )1 4 1a d+ −   

 นั่นคือ     11 =   1 3a d+         ----- (1) 

 และ       4−   =   ( )1 9 1a d+ −        

 นั่นคือ    4−  =   1 8a d+        ----- (2) 

        จาก (1) และ (2) จะได   3d = −  และ 1 20a =  

 พิจารณาผลบวกของพจนท่ี 12 ถึงพจนท่ี 25 คือ 

 ( ) ( )12 13 14 25 1 2 3 25 1 2 3 11 25 11a a a a a a a a a a a a S S+ + + + = + + + + − + + + + = −     

 จาก       ( )( )12 1
2n
nS a n d= + −   

       จะได     25S  =   ( ) ( )( )( )25 2 20 25 1 3
2

+ − −   = 400−  

        และ      11S  =   ( ) ( )( )( )11 2 20 11 1 3
2

+ − −  =  55 

 นั่นคือ  25 11 400 55 455S S− = − − = −  

       ดังนั้น ผลบวกของพจนท่ี 12 ถึงพจนท่ี 25 ของลําดับเลขคณิตนี้ คือ 455−  

28.  โรงละครแหงหนึ่งจัดเกาอ้ีแถวแรกไว 12 ตัว แถวท่ีสอง 14 ตัว แถวท่ีสาม 16 ตัว เชนนี้ไปเรื่อย ๆ 

 นั่นคือ จํานวนเกาอ้ีในแถวท่ี 1, 2, 3, … เทากับ 12, 14, 16, … ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 

 พจนแรก คือ 12 และอัตราสวนรวม คือ 2  

 1)   ตองการจัดเกาอ้ีไวท้ังหมด 20 แถว 

  พิจารณาผลบวกของจํานวนเกาอ้ีตั้งแตแถวท่ี 1 ถึงแถวท่ี 20 คือ 1 2 3 20 20a a a a S+ + + + =   

       จาก           nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได   20S  =  ( ) ( )( )( )20 2 12 20 1 2
2

+ −  =    620   

  ดังนั้น ถาตองการจัดเกาอ้ีไวท้ังหมด 20 แถว จะตองใชเกาอ้ีท้ังหมด 620 ตัว 
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 2)   จากขอ 1) ถาจัดเกาอ้ี 20 แถว จะมีเกาอ้ีท้ังหมด 620 ตัว แตตองการจัดเกาอ้ีเพียง 600 ตัว  

  ดังนั้น จะพิจารณาวา ถามีเกาอ้ี 19 แถว จะมีเกาอ้ีท้ังหมดก่ีตัว  

            นั่นคือ ตองหาคาของ 19S  

      จาก           nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

       จะได   19S  =   ( ) ( )( )( )19 2 12 19 1 2
2

+ −  =    570 

  จะเห็นวาเม่ือจัดเกาอ้ีตามเง่ือนไขท่ีกําหนดจํานวน 19 แถว จะมีเกาอ้ีท้ังหมด 570 ตัว 

  จึงตองจัดเกาอ้ีเพ่ิมเปนแถวท่ี 20 อีก 30 ตัว จึงจะไดเกาอ้ีท้ังหมด 600 ตัว 

  ดังนั้น จะตองจัดเกาอ้ีท้ังหมด 20 แถว และในแถวสุดทาย (แถวท่ี 20) จะมีเกาอ้ี 30 ตัว  

29.   1)   ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 1 เทากับ  5  เมตร 

 2)   ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 2 เทากับ 5 3 8+ =  เมตร 

 3)   ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 3 เทากับ 5 3 3 11+ + =  เมตร 

 4)   จากขอ 1), 2) และ 3) จะไดวา ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี 1, 2, 3, … คือ  

  5, 8, 11, … ซ่ึงเปนลําดับเลขคณิตท่ีมี 1 5a =  และ 3d =    

       จาก           na  =  ( )1 1a n d+ −   

          จะได         na  =  ( )( )5 1 3n+ −  
    =  5 3 3n+ −   
    =  3 2n +   
       ดังนั้น ระยะหางระหวางตะกรากับชามใบท่ี n  เทากับ 3 2n +  เมตร 

 5)   ใหการแขงขันนี้มีชาม n ใบ 

      จากขอ 4)  จะไดวา        23 =  3 2n +  
          n =   7 
        ดังนั้น จํานวนชามท้ังหมด เทากับ 7 ใบ 
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 6)   6.1) จากขอ 5) และผูเขาแขงขันไมทําลูกปงปองตกเลย จะไดวา  

   การตักลูกบอลลูกท่ี 1 ไปยังชามใบท่ี 1 ผูเขาแขงขันตองวิ่งไปและกลับเปนระยะทาง  

    ( ) 15 5 2 5 2a+ = =  เมตร 

   การตักลูกบอลลูกท่ี 2 ไปยังชามใบท่ี 2 ผูเขาแขงขันตองวิ่งไปและกลับเปนระยะทาง 

    ( ) 28 8 2 8 2a+ = =  เมตร 

   การตักลูกบอลลูกท่ี 3 ไปยังชามใบท่ี 3 ผูเขาแขงขันตองวิ่งไปและกลับเปนระยะทาง  

    ( ) 311 11 2 11 2a+ = =  เมตร 

   ในทํานองเดียวกัน จะไดวา การตักลูกบอลลูกท่ี 7 ไปยังชามใบท่ี 7 ผูเขาแขงขันตอง 

   วิ่งไปและกลับเปนระยะทาง 72a  เมตร 

   ดังนั้น ระยะทางจากจุดเริ่มตนจนสิ้นสุดการแขงขัน เทากับ  

    ( )1 2 3 7 1 2 3 7 72 2 2 2 2 2a a a a a a a a S+ + + + = + + + + =   เมตร 

        จาก   nS  =  ( )( )12 1
2
n a n d+ −  

         จะได  7S  =   ( ) ( )( )( )7 2 5 7 1 3
2

+ −  =    98 

             ดังนั้น ถาผูเขาแขงขันไมทําลูกปงปองตกเลย จะได ระยะทางจากจุดเริ่มตน 

   จนสิ้นสุดการแขงขัน คือ 2 98 196× =  เมตร 

  6.2)  จากผูเขาแขงขันทําลูกปงปองตกระหวางท่ีนําลูกปงปองไปใสในชามใบท่ี 4  

   โดยทําตกหางจากตะกรา 3 เมตร  

   จะไดวา ผูเขาแขงขันตองวิ่งกลับไปยังจุดเริ่มตนเปนระยะทาง 3 เมตร เพ่ือตักลูก 

   ปงปองลูกใหม  

   ดังนั้น ผูเขาแขงขันจะตองวิ่งเปนระยะทางท่ีเพ่ิมข้ึน 3 3 6+ =  เมตร 

   จากขอ 6.1) จะไดวา ผูเขาแขงขันจะตองวิ่งเปนระยะทางท้ังหมด 196 + 6 = 202 เมตร  

   ดังนั้น ถาผูเขาแขงขันทําลูกปงปองตกระหวางท่ีนําลูกปงปองไปใสในชามใบท่ี 4  

   โดยทําตกหางจากตะกรา 3 เมตร จะไดระยะทางจากจุดเริ่มตนจนสิ้นสุดการ 

   แขงขันคือ 202 เมตร 
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30.  ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 15 (ข้ันบนสุด) คือ 1 0.25 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 14 คือ ( )1 0.25 2 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 13 คือ ( )1 0.25 3 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา  ปริมาตรของอิฐท่ีใชสรางบันไดข้ันท่ี 1 คือ  

 ( )1 0.25 15 0.35× ×  ลูกบาศกเมตร 

 ดังนั้น ปริมาตรรวมของอิฐท่ีใชสรางบันไดนี้ เทากับ  

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 0.25 0.35 1 0.25 2 0.35 1 0.25 3 0.35 1 0.25 15 0.35× × + × × + × × + + × ×  

 ( )1 0.25 0.35 1 2 3 15= × × + + + +  ลูกบาศกเมตร 

 เนื่องจาก  ( )
15

1

151 2 3 15 1 15 120
2i

i
=

+ + + + = = + =∑   

 จะได ปริมาตรรวมของอิฐท่ีใชสรางบันไดนี้ เทากับ  

 ( ) ( )1 0.25 0.35 1 2 3 15 1 0.25 0.35 120 10.5× × + + + + = × × =  ลูกบาศกเมตร 

31.  อนุกรมเลขคณิตท่ีกําหนดใหมี 1 6, 3a r= =   และ 1,458na =  

       จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได         1,458 =   ( ) 16 3 n−  

    243 =   ( ) 13 n−  

      53  =   ( ) 13 n−  

        นั่นคือ           1n −  =    5 
              n =    6 

        แทน n ดวย 6 ใน  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

        จะได       6S   =  
( )66 3 1
3 1

−

−
  =   2,184 

        ดังนั้น  6 18 54 1,458 2,184+ + + + =  
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31.  จากอนุกรมเรขาคณิต 6 18 54 1,458+ + + +   

       จะได  1 6, 3a r= =   และ 1,458na =   

       จาก  1
1

n
na a r −=  

       จะได         1,458 =   ( ) 16 3 n−  

    243 =   ( ) 13 n−  

      53  =   ( ) 13 n−  

        นั่นคือ           1n −  =    5 

        จะได     n =    6 

        แทน n ดวย 6 ใน  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

        จะได       6S   =  
( )66 3 1
3 1

−

−
  =   2,184 

        ดังนั้น  6 18 54 1,458 2,184+ + + + =  

32.   1)   จากลําดับเรขาคณิต 1, 4, 16, 64,   

       จะได  1 1a =  และ 4r =  

       แทน n ดวย 30 ใน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

      จะได   30S  =  
( )301 4 1

4 1

−

−
 =   ( )301 4 1

3
−  

 2)   จากลําดับเรขาคณิต 3 3 3 3, , , , 
32 16 8 4

− −   

       จะได  1
3

32
a = −  และ 2r = −  

       แทน n ดวย 43  ใน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

      จะได   43S  =   
( )( )

( )

433 1 2
32

1 2

− − −

− −
   =   

( )432 1
32

− −
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 3)   จากลําดับเรขาคณิต 27 9 3 1, , , , 
32 16 8 4

  

       จะได  1
27
32

a =  และ 2
3

r =  

       แทน n ดวย 28 ใน 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

      จะได   28S  =   

2827 21
32 3

21
3

  −     

−
  =   

2881 21
32 3

  −     
 

33. ให 5 4a = −  และ 8
1
2

a =  

 จะได       4−  =  5 1
1a r −        

 นั่นคือ  4−  =  4
1a r    ----- (1) 

        และ          1
2

 =  8 1
1a r −   

 นั่นคือ      1
2

 =  7
1a r    ----- (2)     

        จาก (1) และ (2) จะได  1
2

r = −  และ 1 64a = −   

 พิจารณาผลบวกของพจนท่ี 2 ถึงพจนท่ี 9 คือ 

 ( )2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 9 1a a a a a a a a a a a a a a a a a a S a+ + + + + + + = + + + + + + + + − = −   

        จาก       nS   =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
    

 จะได  9S  =   

9164 1
2

11
2

  − − −     
 − − 
 

   =    171
4

−  

        จะได       9 1S a−   = ( )171 64
4

− − −   =  85
4

 

        ดังนั้น ผลบวกของพจนท่ี 2 ถึงพจนท่ี 9 คือ 85
4
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34.   วิทยามีเงิน 6,561 บาท  

 เขาไปเท่ียวและใชเงินทุกวัน โดยท่ีแตละวันใชเงิน 1
3

 ของเงินท่ีเหลือจากวันกอนหนา จะไดวา 

 วันท่ี 1 วิทยาใชเงินไป ( )1 6,561
3

 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ 1 วัน วิทยาเหลือเงินอยู ( ) ( )1 26,561 6,561 6,561
3 3

− =  บาท 

 วันท่ี 2 วิทยาใชเงินไป ( )1 2 6,561
3 3
 
 
 

 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ 2 วัน วิทยาเหลือเงินอยู  ( ) ( ) ( )
22 1 2 26,561 6,561 6,561

3 3 3 3
   − =   
   

 บาท 

 วันท่ี 3 วิทยาใชเงินไป ( )
21 2 6,561

3 3
       

 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ 3 วัน วิทยาเหลือเงินอยู ( ) ( ) ( )
2 2 32 1 2 26,561 6,561 6,561

3 3 3 3
      − =             

 บาท 

 ในทํานองเดียวกัน วันท่ี n  วิทยาใชเงินไป ( )
11 2 6,561

3 3

n−       
 บาท  

 นั่นคือ เม่ือครบ n  วัน วิทยาเหลือเงินอยู ( )2 6,561
3

n
 
 
 

 บาท 

 ดังนั้น เม่ือครบ 8 วัน วิทยาจะมีเงินเหลือ ( )
82 6,561 256

3
  = 
 

 บาท 

35.   1)   การแขงขันรอบท่ี 1 มีผูเขาแขงขันท้ังหมด 32 คน จะมีการแขงขัน 16 คู 

  การแขงขันรอบท่ี 2 มีผูเขาแขงขัน คือ ผูชนะจากรอบท่ี 1 ซ่ึงมี 16 คน  

   จะมีการแขงขัน ( )18 16
2

=   คู 

  การแขงขันรอบท่ี 3 มีผูเขาแขงขัน คือ ผูชนะจากรอบท่ี 2 ซ่ึงมี 8 คน  

   จะมีการแขงขัน ( )
214 16

2
 =  
 

 คู 

  ในทํานองเดียวกัน จะไดวา การแขงขันรอบท่ี n  จะมีการแขงขัน ( )
11 16

2

n−
 
 
 

 คู 

  ดังนั้น ในรอบท่ี n มีผูเขาแขงขัน ( )
11 16

2

n−
 
 
 

 คู 
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 2) เนื่องจากรอบสุดทายท่ีจะไดผูชนะ จะมีการแขงขันเพียง 1 คู  

        นั่นคือ หา n ท่ีทําให  1na =   

              จะไดวา      1 =  ( )
11 16

2

n−
 
 
 

 

     1
16

 =  
11

2

n−
 
 
 

 

   
41

2
 
 
 

 =  
11

2

n−
 
 
 

 

       4 =   1n −   
        นั่นคือ       n =   5 

        ดังนั้น รายการลูกทุงเสียงทองมีการแขงขันท้ังหมด 5 รอบ 

 3) จาก 1) และ 2) จะไดวา รายการลูกทุงเสียงทองมีการแขงขันท้ังหมด 5 รอบ 

  โดยรอบท่ี 1, 2, 3 และ 5 มีการแขงขัน 16, 8, 4 และ 1 คู ตามลําดับ 

  พิจารณาการแขงขันรอบท่ี 4 จะไดวา มีการแขงขัน ( )
4 11 16 2

2

−
  = 
 

 คู 

       ดังนั้น รายการลูกทุงเสียงทองมีการแขงขันท้ังหมด 16 + 8 + 4 + 2 + 1 = 31 คู 

36.   คอนโดมิเนียมแหงหนึ่งไดประมาณจํานวนแมลงสาบท่ีมีอยูขณะเริ่มตนโครงการไว 6,000 ตัว 

 หลังจากวางยากําจัดแมลงสาบในจุดตาง ๆ พบวา อัตราการลดลงของจํานวนแมลงสาบ 

 เทากับ 17% ตอวัน 

 นั่นคือ จํานวนแมลงสาบลดลงวันละ 17% ของจํานวนแมลงสาบท่ีเหลืออยูในวันกอนหนา 

 ถาไมมีแมลงสาบเพ่ิมข้ึนในระยะเวลา 7 วัน จะไดวา 

 จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ ( )17 6,000
100

 ตัว 

  ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( ) ( )17 836,000 6,000 6,000
100 100

− =  ตัว 

 จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 2 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ ( )17 83 6,000
100 100

 
 
 

 ตัว  

  ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( ) ( ) ( )
283 17 83 836,000 6,000 6,000

100 100 100 100
   − =   
   

 ตัว 



     
     
     

    
 

322 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 3 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ ( )
217 83 6,000

100 100
       

 ตัว 

  ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( ) ( ) ( )
2 2 383 17 83 836,000 6,000 6,000

100 100 100 100
      − =             

 ตัว 

 ในทํานองเดียวกัน จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี n  ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ  

  ( )
117 83 6,000

100 100

n−       
 ตัว ทําใหเหลือจํานวนแมลงสาบอยู ( )83 6,000

100

n
 
 
 

 ตัว 

 1) เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ีเริ่มตนโครงการ คือ จํานวนแมลงสาบท่ี 

  ถูกกําจัดในวันท่ี 1 ท่ีดําเนินโครงการ ซ่ึงเทากับ ( )17 6,000 1,020
100

=  ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ีเริ่มตนโครงการ เทากับ 1,020 ตัว 

 2) เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบขณะเริ่มตนโครงการ เทากับ 6,000 ตัว  

  และจํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1 ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ 1,020 ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท่ีเหลืออยูหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 1 วัน เทากับ  

   6,000 – 1,020 = 4,980 ตัว 

 3) เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1, 2, 3, , n  ท่ีดําเนินโครงการ เทากับ  

   ( ) ( ) ( ) ( )
2 117 17 83 17 83 17 836,000 , 6,000 , 6,000 , , 6,000

100 100 100 100 100 100 100

n−                           
  

  ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ ( )17 6,000
100

 ผลตางรวม คือ 83
100

 และ 

  พจนท่ัวไป คือ ( )
117 83 6,000

100 100

n−       
 

  และจํานวนแมลงสาบท้ังหมดท่ีถูกกําจัดหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน คือ ผลรวมของ 

  จํานวนแมลงสาบท่ีถูกกําจัดในวันท่ี 1, 2, 3, , 7  ท่ีดําเนินโครงการ ซ่ึงเทากับ  

  1 2 3 4 5 6 7 7a a a a a a a S+ + + + + + =   

  จาก  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
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  จะได        7S  =  

717 836,000 1
100 100

831
100

    −         

−
  ≈   4,372 ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท้ังหมดท่ีถูกกําจัดหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน 

  มีประมาณ 4,372 ตัว 

 4)   เนื่องจาก จํานวนแมลงสาบขณะเริ่มตนโครงการ เทากับ 6,000 ตัว  

  และจํานวนแมลงสาบท้ังหมดท่ีถูกกําจัดหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน ประมาณ  

  4,372 ตัว 

  ดังนั้น จํานวนแมลงสาบท่ีเหลืออยูหลังจากดําเนินโครงการไปแลว 7 วัน ประมาณ  

  6,000 – 4,372 = 1,628 ตัว 

37.   จาก จํานวนวันในการปฏิบัติภารกิจ 25 วัน จะไดวา 

 แบบท่ี 1  เศรษฐีจะจายคาตอบแทนท้ังหมด 25 50,000 1,250,000× =  บาท 

 แบบท่ี 2  เศรษฐีจะจายคาตอบแทน ในวันท่ี 1, 2, 3, … เปนเงิน 5, 10, 20, … สตางค  

   ซ่ึงเปนลําดับเรขาคณิตท่ีมี 1 5a =  และ 2r =  

 จะไดวา เศรษฐีจะจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 2 เทากับ 25S   

 จาก  
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

 จะได        25S  =  
( )255 2 1

2 1

−

−
 =   167,772,155  

 นั่นคือ  เศรษฐีจะจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 2 เทากับ 167,772,155 สตางค  

 หรือ 1,677,721.55 บาท 

1) เนื่องจาก เศรษฐีจะตองจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 1 เทากับ 1,250,000 บาท 

และ เศรษฐีจะตองจายคาตอบแทนรวมในแบบท่ี 2 เทากับ 1,677,721.55 บาท 

      ดังนั้น เศรษฐีควรเลือกจายคาตอบแทนแบบท่ี 1 จึงจะประหยัดเงินท่ีสุด 
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 2)   ถาใชเวลาปฏิบัติภารกิจ 30 วัน 

      แบบท่ี 1 จะเสียคาตอบแทน 30 50,000 1,500,000× =  บาท 

  แบบท่ี 2  จะเสียคาตอบแทน  30S  =  
( )305 1 2

1 2

−

−
  หรือเทากับ 

   5,368,709,115 สตางค หรือ 53,687,091.15 บาท 

      ดังนั้น ถาเลือกจายคาตอบแทนแบบท่ี 1 จะประหยัดเงินกวาการจายคาตอบแทน 

      แบบท่ี 2 เปนจํานวนเงิน 52,187,091.15 บาท 

 3) การจายคาตอบแทนแบบท่ีเลือกในขอ 1) อาจไมประหยัดกวาอีกแบบ เชน เม่ือจํานวนวัน 

  ในการปฏิบัติภารกิจเปน 24 วัน จะไดวา 

       แบบท่ี 1 จะเสียคาตอบแทน 24 50,000 1,200,000× =  บาท 

  แบบท่ี 2  จะเสียคาตอบแทน  24S  =  
( )245 1 2

1 2

−

−
  หรือเทากับ 

   83,886,075 สตางค หรือ 838,860.75 บาท 

   จะเห็นวาการจายคาตอบแทนแบบท่ี 2 ประหยัดกวาการจายคาตอบแทนแบบท่ี 1 

38.   1)   กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 8 2 6a a− = − =  และ 3 2 32 8 24a a− = − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเลขคณิต  

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

8 4
2

a
a

= =  และ 3

2

32 4
8

a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 2, 4a r= =  และ 8,192na =   

       จาก          na  =   1
1

na r −  

       จะได    8,192 =   ( ) 12 4 n−  

              4,096 =   14n−  
      64  =   14n−  
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       นั่นคือ   1n −  =   6 
             n =   7 
  ดังนั้น 8,192 เปนพจนท่ี 7 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได         7S  =   
( )72 4 1

4 1

−

−
 = 10,922 

  ดังนั้น 2 8 32 8,192+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 10,922 

 2) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 14 7 7a a− = − =  และ 3 2 21 14 7a a− = − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 7, 7a d= =  และ 98na =   

       จาก          na  =   ( )1 1a n d+ −  

       จะได        98 =   ( )( )7 1 7n+ −  
                  98 =   7n  
      n   =    14 
  ดังนั้น 98 เปนพจนท่ี 14 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   ( )12 n
n a a+  

       จะได        14S  =   ( )14 7 98
2

+  = 735 

  ดังนั้น 7 14 21 98+ + + +  เปนอนุกรมเลขคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 735 

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

14 2
7

a
a

= =  และ 3

2

21 3
14 2

a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเรขาคณิต  
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 3) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1
1 11
2 2

a a− = − =  และ 3 2
3 11
2 2

a a− = − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1
1 1,
2 2

a d= =  และ 30na =   

       จาก          na  =   ( )1 1a n d+ −  

       จะได        30 =   ( )1 11
2 2

n  + −  
 

 

                  30 =   1
2

n  

      n   =    60 
  ดังนั้น 30 เปนพจนท่ี 60 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   ( )12 n
n a a+  

       จะได        60S  =   60 1 30
2 2
 + 
 

 = 915 

  ดังนั้น 1 31 30
2 2
+ + + +  เปนอนุกรมเลขคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 915 

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

1 21
2

a
a

= =  และ 3

2

3
32

1 2
a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเรขาคณิต  

 4) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  2 1 8 16 8a a− = − = −  และ 3 2 4 8 4a a− = − = −  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเลขคณิต  
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  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

8 1
16 2

a
a

= =  และ 3

2

4 1
8 2

a
a

= =  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
116,
2

a r= =  และ 1
32na =   

       จาก          na  =   1
1

na r −  

       จะได        1
32

 =   
1116

2

n−
 
 
 

 

                  5
1
2

  =   
1

4 12
2

n−
 
 
 

 

            5 4
1

2 2⋅
  =   

11
2

n−
 
 
 

 

               
91

2
 
 
 

  =   
11

2

n−
 
 
 

 

       นั่นคือ   1n −  =   9 
             n =   10 

  ดังนั้น 1
32

 เปนพจนท่ี 10 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได        10S  =   

10116 1
2
11
2

  −     

−
 =  1,023

32
 

  ดังนั้น 116 8 4
32

+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 1,023
32
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 5) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  ( )2 1 3 1 4a a− = − − =  และ 3 2 9 3 12a a− = − − = −  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− ≠ −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเลขคณิต  

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

3 3
1

a
a

= = −
−

 และ 3

2

9 3
3

a
a

−
= = −  

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

=  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 1, 3a r= − = −  และ 729na = −   

       จาก          na  =   1
1

na r −  

       จะได    729−  =   ( ) 11 3 n−− −  

                729  =   ( ) 13 n−−  

               ( )63−  =   ( ) 13 n−−  

       นั่นคือ   1n −  =   6 
             n =   7 
  ดังนั้น 729−  เปนพจนท่ี 7 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   
( )1 1

1

na r

r

−

−
 

       จะได       7S  =  
( ) ( )( )

( )

71 1 3

1 3

− − −

− −
  =   547−   

  ดังนั้น ( ) ( ) ( )1 3 9 729− + + − + + −  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 547−  
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 6) กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต จะตองไดวา 2 1 3 2a a a a− = −    

  เนื่องจาก  ( )2 1 6 10 4a a− = − − − =  และ ( )3 2 2 6 4a a− = − − − =  

  จะเห็นวา 2 1 3 2a a a a− = −  

  ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 10, 4a d= − =  และ 90na =   

       จาก          na  =   ( )1 1a n d+ −  

       จะได        90 =   ( )( )10 1 4n− + −  
                  90 =   14 4n− +  
      n   =    26 
  ดังนั้น 90 เปนพจนท่ี 26 ของอนุกรมนี้ 

       จาก          nS  =   ( )12 n
n a a+  

       จะได        26S  =   ( )26 10 90
2

− +  = 1,040 

  ดังนั้น 10 6 2 90− − − + +  เปนอนุกรมเลขคณิตท่ีมีผลบวกของอนุกรม เทากับ 1,040 

  กรณีท่ีอนุกรมนี้เปนอนุกรมเรขาคณิต จะตองไดวา 32

1 2

aa
a a

=   

  เนื่องจาก  2

1

6 3
10 5

a
a

−
= =
−

 และ 3

2

2 1
6 3

a
a

−
= =
−

 

  จะเห็นวา 32

1 2

aa
a a

≠  

  ดังนั้น อนุกรมนี้ไมเปนอนุกรมเรขาคณิต  

39. 1) จากอนุกรม 
19 35 3 5

5 5

n−
 + + + + + 
 

   จะได 

      1S  =  5 
  2S  =  5 + 3  =   8 

  3S  = 
95 3
5

+ +   =  
49
5

  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 5a =  และ 3
5

r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
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       จะไดวา             nS  =  

35 1
5
31
5

n  −     

−
  =   25 31

2 5

n  −     
 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 49 25 35, 8, , , 1 ,
5 2 5

n  −     
   

 2) จากอนุกรม 
19 3 9 51

25 5 25 3

n−
 + + + + + 
 

   จะได 

      1S  =  9
25

  

  2S  =  9 3
25 5

+   =  24
25

 

  3S  = 9 3 1
25 5

+ +   =  
49
25

  

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
9
25

a =  และ 5
3

r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได         nS  =   

9 5 1
25 3

5 1
3

n   −     

−
   =  

27 5 1
50 3

n   −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ    
9 24 49 27 5, , , , 1 ,
25 25 25 50 3

n   −     
   

 3) จากอนุกรม 
( ) 1

1

11 1 1
9 27 81 3

n

n

−

+

− + − + + + + 
 

   จะได 

      1S  =  1
9

  

  2S  =  1 1
9 27

 + − 
 

  =  2
27

 

  3S  = 1 1 1
9 27 81

 + − + 
 

  =  
7
81
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       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1
1
9

a =  และ 1
3

r = −  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
 

       จะได          nS  =   

1 11
9 3

11
3

n  − −     
 − − 
 

  =  
1 11

12 3

n  − −     
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ  
1 2 7 1 1, , , , 1 ,
9 27 81 12 3

n  − −     
   

 4)    จากอนุกรม ( ) ( ) ( )1 1 3 3 2n+ − + − + + − +   จะได 

      1S  =  1  
  2S  =  ( )1 1+ −   =  0 
  3S  =  ( ) ( )1 1 3+ − + −   =  3−   

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเลขคณิต ท่ีมี 1 1a =  และ 2d = −  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเลขคณิต คือ ( )12n n
nS a a= +  

       จะได        nS  =   ( )( )1 3 2
2
n n+ −   =   ( )4 2

2
n n−   =   22n n−  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 21, 0, 3, , 2 ,n n− −   

 5)  จากอนุกรม ( ) ( )2 34 0 14 4 n n+ + − + + + − +   จะได 

      1S  =  4  
  2S  =  4 0+   =  4 
  3S  =  ( )4 0 14+ + −   =  10−   

 พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ 

 เนื่องจากผลบวกยอย n  พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ ( )2 3

1

4
n

i

i i
=

+ −∑  
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       จะได       nS  =  ( )2 3

1

4
n

i

i i
=

+ −∑  

    =  2 3

1 1 1

4
n n n

i i i

i i
= = =

+ −∑ ∑ ∑  

    =   ( )( ) ( ) 21 2 1 1
4

6 2
n n n n n

n
+ +  + 

+ −  
 

 

              =   
( ) ( )3 2 4 3 248 4 6 2 3 6 3

12

n n n n n n n+ + + − + +
 

              =   
4 3 23 2 3 50

12
n n n n− − + +  

        ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ 
4 3 23 2 3 504, 4, 10, , ,

12
n n n n− − + +

−    

 6)    จากอนุกรม ( ) 118 1.8 0.18 18 0.1 n−+ + + + +   จะได 

      1S  =  18   
  2S  =  18 1.8+   =  19.8  
  3S  = 18 1.8 0.18+ +   =  19.98   

       พิจารณาผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมนี้ ( )nS    

  จากอนุกรมท่ีกําหนดใหเปนอนุกรมเรขาคณิต ท่ีมี 1 18a =  และ 0.1r =  

       และผลบวกยอย n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต คือ 
( )1 1

1

n

n

a r
S

r

−
=

−
   

       จะได          nS  =   
( )( )18 1 0.1

1 0.1

n−

−
  =  ( )( )20 1 0.1 n−  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ   ( )( )18, 19.8, 19.98, , 20 1 0.1 ,n−   

 7)   จากอนุกรม 
( )22

3 5 7 2 1
1 4 4 9 9 16 1

n
n n

+
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
   จะได 

   1
3
4

S =  

   2
3 5 8
4 36 9

S = + =  

   3
3 5 7 15
4 36 144 16

S = + + =  
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       สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะได 

      
( )

( )
( )

2 2

2 22 2

2 12 1
1 1

k k kk
k k k k

+ + −+
=

+ +
 

      
( )

( )

2 2

22

2 1

1

k k k

k k

+ + −
=

+
 

      ( )
( )

2 2

22

1

1

k k

k k

+ −
=

+
 

      ( )
( ) ( )

2 2

2 22 2

1

1 1

k k
k k k k

+
= −

+ +
 

      
( )2 2

1 1
1k k

= −
+

 

      นั่นคือ   
( )22

3 5 7 2 1
1 4 4 9 9 16 1

n
n n

+
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
  

   =  
( )2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 4 4 9 9 16 1n n

        − + − + − + + −             + 
  

   =  
( )2

11
1n

−
+

 

   =  ( )
( )2

2

1

n n

n

+

+
 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )
( )2

23 8 15, , , , ,
4 9 16 1

n n

n

+

+
   

 8)   สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะได 

   
1

1
k k
k k
+ −
⋅ +

  =  
1

1 1
k k

k k k k
+

−
⋅ + ⋅ +

   =  1 1
1k k

−
+

 

               จะได   1S  =  
2 1

1 2
−

⋅
 =  11

2
−  

                      2S  =  
2 1 3 2

1 2 2 3
− −

+
⋅ ⋅

   = 
1 1 11
2 2 3

  − + −  
   

  = 11
3

−  
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         3S  =  2
2 3

3 2
S −

+
⋅

  = 
1 1 11

23 3
   
− + −   

   
  = 1

2
 

      สําหรับพจนท่ัวไปของลําดับของผลบวกยอยของอนุกรม พิจารณา  

             nS  =  
2 1 3 2 2 3 1

1 2 2 3 3 2 1
n n
n n

− − − + −
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
  

   =  
1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 3 4 1n n

      − + − + − + + −       +       
  

   =  11
1n

−
+

 

      ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ   1 1 1 11 , 1 , , , 1 ,
22 3 1n

− − −
+

   

40.  1)   
19 35 3 5

5 5

n−
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 5a =  และ 3
5

r =  

       เนื่องจาก  3 1
5

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 5

31
5

−
 =  25

2
 

 2)   
19 3 9 51

25 5 25 3

n−
 + + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9
25

a =  และ 5
3

r =  

       เนื่องจาก  5 1
3

r = >  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 3)   
( ) 1

1

11 1 1
9 27 81 3

n

n

−

+

− + − + + + + 
 

   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
1
9

a =  และ 1
3

r = −  

       เนื่องจาก  1 1
3

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 

1
9

11
3

 − − 
 

 =  1
12

 

 4)   ( ) ( ) ( )1 1 3 3 2n+ − + − + + − +     

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 22nS n n= −  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   
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       พิจารณา    1lim
n nS→∞

 =   2
1lim

2n n n→∞ −
  

     =   

2
2

2

1

lim
2 1

n

n
n

n
n

→∞

 
 
 
 − 
 

 

     =   
2

1

lim 2 1n
n

n
→∞

−
 

     =   
2

1lim

2lim 1

n

n

n

n

→∞

→∞

 
 
 
 − 
 

 

     =   
2

1lim

2lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  − 
 

 

     =   
2

1lim

12 lim lim1

n

n n

n

n

→∞

→∞ →∞

 
 
 

  − 
 

 

     =   
( )

0
2 0 1−

 

     =   0 
  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 5)   ( ) ( )34 0 14 4 n n+ + − + + + − +    

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 
4 3 23 2 3 50

12n
n n n nS − − + +

=   

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   
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       พิจารณา    1lim
n nS→∞

 =   4 3 2
12lim

3 2 3 50n n n n n→∞

 
 − − + + 

  

      =   

4
4

4
2 3

12

lim
2 3 503

n

n
n

n
n n n

→∞

  
    

  − − + +    

 

      =   
4

2 3

12

lim 2 3 503n
n

n n n
→∞

 
 
 
 − − + + 
 

 

      =   
4

2 3

12lim

2 3 50lim 3

n

n

n

n n n

→∞

→∞

 
 
 

 − − + + 
 

 

      =   
( )

4

2 3

12lim

2 3 50lim 3 lim lim lim

n

n n n n

n

n n n

→∞

→∞ →∞ →∞ →∞

 
 
 

     − − + +     
     

 

      =   
4

2 3

112 lim

1 1 1lim 3 2 lim 3 lim 50 lim

n

n n n n

n

n n n

→∞

→∞ →∞ →∞ →∞

 
 
 

     − − + +     
     

 

      =   ( )
( ) ( ) ( )

12 0
3 2 0 3 0 50 0− − + +

 

     =    0 
  จากทฤษฎีบท 4 จะไดวา ลําดับนี้เปนลําดับลูออก 

      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูออก 

 6)   ( ) 118 1.8 0.18 18 0.1 n−+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 18a =  และ 1
10

r =  

       เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา  

      และผลบวกของอนุกรม คือ 1

1
a

r−
 = 18

11
10

−
 =  20 
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   7)   
( )22

3 5 7 2 1
1 4 4 9 9 16 1

n
n n

+
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ +
    

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 
( )
( )

2

2 2

2 2
2 11

n
n n n nS

n nn

+ +
= =

+ ++
  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   

       พิจารณา    1lim
n nS→∞

 =   
2

2
2 1lim

2n

n n
n n→∞

 + +
 

+ 
  

     =   

2
2

2

2 11
lim

21
n

n
n n

n
n

→∞

  + +    
  +    

 

     =   
2

2 11
lim 21n

n n

n
→∞

 + + 
 
 + 
 

 

     =   
2

2 1lim 1

2lim 1

n

n

n n

n

→∞

→∞

 + + 
 
 + 
 

 

     =   
2

2 1lim1 lim lim

2lim1 lim

n n n

n n

n n

n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

   + +   
   

 +  
 

 

     =   
2

1 1lim1 2 lim lim

1lim1 2 lim

n n n

n n

n n

n

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

   + +   
   

 +  
 

 

     =   ( )
( )

1 2 0 0
1 2 0
+ +
+

 

     =   1 
      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1   
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 8)   2 1 3 2 2 3 1
1 2 2 3 3 2 1

n n
n n

− − − + −
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
    

  เปนอนุกรมท่ีมีผลบวกยอย n  พจนแรกคือ 1 11 1
11nS

nn
= − = −

++
  

  จากลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมซ่ึงคือ 1 2 3, , , , ,nS S S S   

       พิจารณา    lim nn
S

→∞
 =   1lim 1

1n n→∞

 
−  + 

  

     =   1lim1 lim
1n n n→∞ →∞

 
−   + 

 

     =   1lim1 lim
1n n n→∞ →∞

 −  + 
 

     =   

1

lim1 lim
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    −
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     =   

1

lim1 lim 11n n
n

n
→∞ →∞
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 +
 

 

     =   

1lim
lim1

1lim 1

n

n

n

n

n

→∞

→∞
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     =   

1lim
lim1

1lim1 lim

n

n

n n

n

n

→∞

→∞

→∞ →∞

 
 
 −

 +  
 

 

     =   01
1 0

−
+

 

     =   1 
      ดังนั้น อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม คือ 1   
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41.  ให 1 2 3a a a+ + +   เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก คือ 1a  อัตราสวนรวม คือ r    

 และผลบวกของอนุกรมเทากับ 1 

 จะไดวา  1r <   และ  1 1
1

a
r
=

−
    

       นั่นคือ  1a  =  1 r−          ----- (1)  

        จาก ผลบวกยอยสองพจนแรกของอนุกรมนี้คือ 3
4

 

      จะไดวา    1 2
3
4

a a+ =   

 นั่นคือ      ( )1 1a r+   =  3
4

       ----- (2)   

        จาก (1) และ (2) จะได 

          ( )( )1 1r r− +   =  3
4

  

             21 r−     =   3
4

   

                2r     =   1
4

     

       ดังนั้น  1
2

r =   หรือ 1
2

r = −   

 กรณี 1
2

r =  จะได 1
1
2

a =   

 จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

   จะได  

10

10

10

1 11
2 2 1 102311 2 10241

2

S

  −       = = − = 
 −

  

 กรณี 1
2

r = −  จะได 1
3
2

a =   

 จาก  
( )1 1
1

n

n

a r
S

r
−

=
−

  จะได  

10

10

10

3 11
2 2 1 10231

1 2 10241
2

S

  − −       = = − − =    − − 
 

  

       ดังนั้น ผลบวก 10 พจนแรกของลําดับเรขาคณิตนี้ คือ 1023
1024
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42. 1)   จาก     0.123   =  0.123123123  
    =  0.123 0.000123 0.000000123+ + +  

    =  123 123 123
1,000 1,000,000 1,000,000,000

+ + +  

    =  3 6 9
123 123 123
10 10 10

+ + +  

  จะไดวา 3 6 9
123 123 123
10 10 10

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 3
123
10

a =  และ 3
1

10
r =   

       เนื่องจาก  3
1 1

10
r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ 1

1
a

r−
 = 

3

3

123
10

11
10

−
 =  41

333
 

  จะไดวา  410.123
333

=         

 2)   จาก     0.112  =  0.11222  
    =  0.11 0.002 0.0002 0.00002+ + + +  

    =  
11 2 2 2

100 1,000 10,000 100,000
+ + + +  

  จะไดวา 2 2 2
1,000 10,000 100,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
2

1,000
a =  และ 1

10
r =   

       เนื่องจาก  1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม  

  คือ 1

1
a

r−
 = 

2
1,000

11
10

−
 =  1

450
 

  จะไดวา  11 1 1010.112
100 450 900

= + =        

 3)   จาก          1.9  =  1.999  
    =  1 0.9 0.09 0.009+ + + +  

    =  9 9 91
10 100 1,000

+ + + +   

       จะไดวา 9 9 9
10 100 1,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
9

10
a =  และ 1

10
r =   
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  เนื่องจาก 1 1
10

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม 

  คือ  1

1
a

r−
 = 

9
10

11
10

−
  =  1 

      จะไดวา  1.9  =  1 1+  =  2 

 4)   จาก  0.0989898  =  0.098 0.00098 0.0000098+ + +  

     =   98 98 98
1,000 100,000 10,000,000

+ + +   

  จะไดวา 98 98 98
1,000 100,000 10,000,000

+ + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
98

1,000
a =   

  และ 1
100

r =  

       เนื่องจาก 1 1
100

r = <  จะไดวา อนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา และผลบวกของอนุกรม 

  คือ  1

1
a

r−
 = 

98
1,000

11
100

−
 = 49

495
  

  จะไดวา  0.0989898  = 49
495

 

43.   จาก  2 3 1
1 1 1 1 1

na a r a r a r a r −+ + + + + +   =  3
2

 

 จะเห็นวา  2 3 1
1 1 1 1 1

na a r a r a r a r −+ + + + + +    เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมีพจนแรก  

 คือ 1a  อัตราสวนรวม คือ r  และมีผลบวกเปน 3
2

 

        จะได            1

1
a

r−
 =  3

2
      

        12 3a r+  =   3     ----- (1) 

        และจาก ( ) 12 3 1
1 1 1 1 1

31
4

n na a r a r a r a r− −− + − + + − + =   

 จะเห็นวา  ( ) 12 3 1
1 1 1 1 11 n na a r a r a r a r− −− + − + + − +    เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 

 พจนแรก คือ 1a  อัตราสวนรวม คือ r−  และมีผลบวก คือ 3
4
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        จะได     
( )

1

1
a

r− −
 =  3

4
      

         14 3a r−   =   3     ----- (2) 

        จาก (1) และ (2) จะได  1 1a =   และ 1
3

r =   

44.  เนื่องจากรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปหนึ่งมีดานยาวดานละ 10 นิ้ว  

     จะได  ครึ่งหนึ่งของดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทายาว ( )1 10
2

  นิ้ว   

 นั่นคือ ดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 ท่ีเกิดจากการลากสวนของเสนตรงเชื่อม 

  จุดก่ึงกลางดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปแรกยาว ( )1 10
2

  นิ้ว  

 และ ครึ่งหนึ่งของดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 ยาว ( )1 12.5 10
2 2

  =   
  

 นิ้ว 

 นั่นคือ ดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 3 ท่ีเกิดจากการลากสวนของเสนตรงเชื่อม 

  จุดก่ึงกลางดานท้ังสามของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 ยาว ( )1 1 10
2 2

  
  
  

 นิ้ว ดังรูป 

 
 
 จะได ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมดานเทารูปท่ี 1 เทากับ ( )3 10   นิ้ว 

 ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมดานเทารูปท่ี 2 เทากับ ( )13 10
2

 
 
 

 นิ้ว 
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 ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยมดานเทารูปท่ี 3 เทากับ ( ) ( )
21 1 13 10 3 10

2 2 2
    =    
    

 นิ้ว 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี n   

 เทากับ ( )
113 10

2

n−
 
 
 

 นิ้ว 

 จะไดวา ความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทารูปท่ี 1, 2, 3, , ,n   เทากับ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 1 13 10 , 3 10 , 3 10 , , 3 10 ,

2 2 2

n−
     
     
     

   นิ้ว  

 ถาสรางรูปสามเหลี่ยมดานเทาตามกระบวนการท่ีกําหนดนี้ไปเรื่อย ๆ ไมสิ้นสุด  

 จะไดผลบวกของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมด  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 1 13 10 3 10 3 10 3 10

2 2 2

n−
     + + + + +     
     

  นิ้ว 

 พิจารณาอนุกรม ( ) ( ) ( ) ( )
2 11 1 13 10 3 10 3 10 3 10

2 2 2

n−
     + + + + +     
     

  ซ่ึงเปน 

 อนุกรมเลขคณิตท่ีมี ( )1 3 10a =  และ 1
2

r =   

 เนื่องจาก 1 1
2

r = <  จะไดวาอนุกรมนี้เปนอนุกรมลูเขา 

 และผลบวกของอนุกรมนี้ คือ ( )1 3 10
6011 1

2

a
r
= =

− −
  

 ดังนั้น ถาสรางรูปสามเหลี่ยมดานเทาดวยกระบวนการท่ีกําหนดไปเรื่อย ๆ ไมสิ้นสุด ผลบวก 

 ของความยาวของเสนรอบรูปของรูปสามเหลี่ยมดานเทาท้ังหมด เทากับ 60 นิ้ว 

45.   ในชวงเวลากลางวันของแตละวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตร และในเวลากลางคืน  

 หอยทากจะลื่นลงไปเปนระยะทางครึ่งหนึ่งของระยะหางระหวางตัวมันกับกนบอ 

 ในวันท่ี 1 ชวงเวลากลางวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตรจากกนบอน้ํา  

   และในเวลากลางคืนจะลื่นลงไป ( )1 55
2 2

=  เมตร 

   ดังนั้น เม่ือสิ้นวันท่ี 1 หอยทากจะอยูหางจากกนบอ ( ) ( )1

1

5 2 15 15 55
2 2 2 2

−
− = = =  เมตร 
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 ในวันท่ี 2 ชวงเวลากลางวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตรจากวันแรก ทําใหอยูท่ี 

   ตําแหนง 5 155
2 2
+ =  เมตร จากกนบอ  

   และในเวลากลางคืนจะลื่นลงไป 1 15 15
2 2 4
  = 
 

 เมตร 

   ดังนั้น เม่ือสิ้นวันท่ี 2 หอยทากจะอยูหางจากกนบอ ( ) ( )2

2 2

5 2 15 315 15 15
2 4 4 2 2

−
− = = =  เมตร 

 ในวันท่ี 3 ชวงเวลากลางวัน หอยทากจะคลานข้ึนมาได 5 เมตรจากวันท่ีสอง ทําใหอยูท่ี

   ตําแหนง 15 355
4 4
+ =  เมตร จากกนบอ  

   และในเวลากลางคืนจะลื่นลงไป 1 35 35
2 4 8
  = 
 

 เมตร 

   ดังนั้น เม่ือสิ้นวันท่ี 3 หอยทากจะอยูหางจากกนบอ ( ) ( )3

3 3

5 2 15 735 35 35
4 8 8 2 2

−
− = = =  เมตร 

 ในทํานองเดียวกัน เม่ือสิ้นวันท่ี n  หอยทากจะอยูหางจากกนบอ 
( )5 2 1

2

n

n

−
 เมตร 

 จะไดวา เม่ือสิ้นวันท่ี 1, 2, 3, …, n, … หอยทากจะอยูหางจากกนบอ  

 
( )5 2 15 15 35, , , , ,

2 4 8 2

n

n

−
    เมตร 

 เม่ือหอยทากเคลื่อนท่ีในรูปแบบนี้โดยไมมีท่ีสิ้นสุด จะไดวาหอยทากจะอยูหางจากกนบอ 

 เทากับ 
( )5 2 1

lim
2

n

nn→∞

−
 

 จะได 
( )

( )
5 2 1 1 1lim lim 5 1 lim 5 lim1 lim 5 1 0 5

2 2 2

n

n n nn n n n n→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

−    = ⋅ − = ⋅ − = − =   
   

 

 จะเห็นวา เม่ือสิ้นแตละวัน หอยทากตัวนี้จะอยูหางจากกนบอไมเกิน 5 เมตร 

       แตเนื่องจากบอน้ํานี้ลึก 10 เมตร  

 ดังนั้น หอยทากตัวนี้ไมสามารถคลานออกจากบอน้ํานี้ได 
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46.  1)     จากอนุกรม ( ) ( ) ( )2 8 24 2 nn− + + − + + − +    จะได 
   1S   =   2−   
   2S   =   2 8− +   =   6 

   3S   =   2 8 24− + −    =  18−   

       ให  nS  แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมนี้ 

      จะได   ( ) ( ) ( ) ( )2 31 2 2 2 3 2 2 n
nS n= − + ⋅ − + ⋅ − + + ⋅ −   ----- (1) 

       จาก (1) จะได  

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 12 1 2 2 2 3 2 1 2 2n n
nS n n +− = − + ⋅ − + ⋅ − + + − ⋅ − + −   ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะได 

          3 nS =  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )2 3 12 2 1 2 3 2 2 1 2 2n nn n n +− + − − + − − + + − − − − ⋅ −  

          3 nS =  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 3 12 2 2 2 2n nn +− + − + − + + − − ⋅ −  ----- (3) 

  จะเห็นวา ( ) ( ) ( ) ( )2 32 2 2 2 n− + − + − + + −  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 2a = −   

  และ 2r = −   

  จาก (3) และสูตรการหาผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต จะได 

                  3 nS  =   
( ) ( )( )

( ) ( ) 1
2 1 2

2
1 2

n
nn +

− − −
− ⋅ −

− −
 

                  3 nS  =  ( )( ) ( ) 12 1 2 2
3

n nn +− − − − ⋅ −  

                      nS  =  ( )( ) ( ) 122 1 2
9 3

n
n n +⋅ −

− − − −  

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )( ) ( ) 1222, 6, 18, , 1 2 ,
9 3

n
n n +⋅ −

− − − − − −   

 2)    จากอนุกรม 1 0.2 0.03 10
10n

n + + + + + 
 

    จะได 

   1S   =    1 

   2S   =   1 0.2+    =   21
10

+  

   3S   =   1 0.2 0.03+ +  =   2 31
10 100

+ +  

       ให nS  แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมนี้ 
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       จะได   2 1

2 31
10 10 10n n

nS −= + + + +     ----- (1) 

       จาก (1) จะได 

          1
10 nS  =  2 3

1 2 3
10 10 10 10n

n
+ + + +     ----- (2) 

       จาก (1) และ (2) จะได 

           9
10 nS  =  ( ) ( ) ( )( )2 1

1 1 1 11 2 1 3 2 1
10 10 10 10n nn n n−+ − + − + + − − − ⋅  

     9
10 nS  =  2 1

1 1 1 11
10 10 10 10n nn−+ + + + − ⋅   ----- (3) 

  จะเห็นวา 2 1
1 1 11

10 10 10n−+ + + +  เปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1 1a =  และ 1
10

r =   

  จาก (3) และสูตรการหาผลบวก n พจนแรกของอนุกรมเรขาคณิต จะได 

           9
10 nS  =  

11 1
10 1
1 101

10

n

nn

  −      − ⋅
−

 

     9
10 nS  =  

10 11
9 10 10

n

n
n  − −     

 

         nS  =  1
100 11
81 10 9 10

n

n
n

−

  − −    ⋅  
 

       ดังนั้น ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ     1
100 11, 1.2, 1.23, , 1 ,
81 10 9 10

n

n
n

−

  − −    ⋅  
   

   3)  จากอนุกรม 1 4 18 !n n+ + + + ⋅ +    จะได 
   1S   =   1 
   2S   =   1 4+    =   5 
   3S   =   1 4 18+ +   =  23 

       ให  nS  แทนผลบวก n พจนแรกของอนุกรมนี้ 

      จะได   nS   =  1 1! 2 2! 3 3! !n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅   

       สังเกตวา สําหรับจํานวนนับ k  ใด ๆ จะได 
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   !k k⋅   =  ( )1 1 !k k+ − ⋅      

    =  ( )( )1 1 !k k+ − ⋅  

    =  ( )1 ! !k k k+ −  

    =  ( )1 ! !k k+ −  

       ดังนั้น     nS   =  1 1! 2 2! 3 3! !n n⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅  

    =  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2! 1! 3! 2! 4! 3! ! 1 ! 1 ! !n n n n− + − + − + + − − + + −  

    =  ( )1! 1 !n− + +  

    =  ( )1 ! 1!n + −  

       นั่นคือ ลําดับของผลบวกยอยของอนุกรมนี้ คือ ( )1, 5, 23, , 1 ! 1,n + −   

47.   พนักงานหางสรรพสินคาแหงหนึ่งจัดเรียงสมสายน้ําผึ้งใหมีลักษณะคลายพีระมิดฐาน 

 สี่เหลี่ยมจัตุรัส โดย 

 ในชั้นท่ี 1 (ชั้นลางสุด) วางสมจํานวน 100 ผล 

 ในชัน้ท่ี 2 วางสมจํานวน 81 ผล 

 ในชั้นท่ี 3 วางสมจํานวน 64 ผล  

 และวางสมเชนนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนกระท่ังในชั้นท่ี n  (ชั้นบนสุด) ซ่ึงวางสมจํานวน 1 ผล 

 จะไดวา พนักงานคนนี้วางสมในชั้นท่ี 1, 2, 3, , n  จํานวน 100, 81, 64, , 1  ผล 

 1)   จํานวนสมท้ังหมดท่ีวาง เทากับ 100 81 64 9 4 1+ + + + + +  

   พิจารณาอนุกรม 100 81 64 9 4 1+ + + + + +  จะได 
          100 81 64 9 4 1+ + + + + +  =  1 4 9 100+ + + +  
       =  2 2 2 21 2 3 10+ + + +  

       =  
10

2

1n

n
=
∑  

       =   ( )( )10 10 1 20 1
6

+ +
 

       =   385 
       ดังนั้น จะมีสมวางอยูท่ีชั้นวางนี้ 385 ผล 

 2)   เนื่องจากในชั้นท่ี 5 และชั้นท่ี 7 วางสมจํานวน 26  และ 24  ตามลําดับ 

      จะไดวา ถาไมนับสมในชั้นท่ี 5 และ 7 จะเหลือสม ( )2 2385 6 4 333− + =  ผล 
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 3)   ตองการนําสม 1,015 ผล มาจัดเรียงเปนพีระมิดฐานสี่เหลี่ยมจัตุรัสในลักษณะเดียวกับท่ีกําหนด 

  โดยในชั้นท่ี 1 (ชั้นลางสุด) วางสมจํานวน 2n  ผล 

  ในชั้นท่ี 2 วางสมจํานวน ( )21n −  ผล 

  ในชั้นท่ี 3 วางสมจํานวน ( )22n −  ผล  

  และวางสมเชนนี้ตอไปเรื่อย ๆ จนกระท่ังในชั้นท่ี n  (ชั้นบนสุด) ซ่ึงวางสมจํานวน 1 ผล 

  จะไดวา พนักงานคนนี้วางสมในชั้นท่ี 1, 2, 3, , n  จํานวน ( ) ( )2 22 , 1 , 2 , , 1n n n− −   ผล 

  ดังนั้น จํานวนสมท้ังหมดท่ีวาง เทากับ ( ) ( )2 22 1 2 1n n n+ − + − + +  ผล 

  พิจารณาอนุกรม ( ) ( )2 22 1 2 1n n n+ − + − + +  จะได 

  ( ) ( )2 22 1 2 1n n n+ − + − + +  = 21 4 9 n+ + + +   

       = 2

1

n

i
i

=
∑  

       = 
( )( )1 2 1

6
n n n+ +

 

  เนื่องจากมีสมท้ังหมด 1,015 ผล จะได  

          
( )( )1 2 1

6
n n n+ +

  = 1,015 

        นั่นคือ       n  =    14 

        ดังนั้น จะตองวางสมในชั้นแรก 214 196=  ผล และจะวางสมไดท้ังหมด 14 ชั้น  

48.  ฝากเงิน 5,000 บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ยรอยละ 1.5 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 3 เดือน 

 ในท่ีนี้ไมมีการฝากและถอนในระหวาง 3 ป 

 ให  5000, 4, 3P k n= = =  และ 1.5i =  จะไดวา 1.5 0.015
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา จํานวนเงินในบัญชีเม่ือฝากเงินครบ 3 ป คือ 
( )4 30.0155,000 1

4
 + 
 

บาท  

 หรือประมาณ 5,229.70 บาท 
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49.   ฝากเงิน 18,600 บาท ไดรับอัตราดอกเบี้ยรอยละ 4 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน 

 ในท่ีนี้ไมมีการฝากและถอนในระหวาง 15 ป 

 ให  18600, 2, 15P k n= = =  และ 4i =  จะไดวา 4 0.04
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา จํานวนเงินในบัญชีเม่ือฝากเงินครบ 15 ป คือ 
( )2 150.0418,600 1

2
 + 
 

บาท  

 หรือประมาณ 33,691.33 บาท 

50.   แมของสุทัศนตองการฝากเงินในธนาคาร 10,000,000 บาท เปนเวลา 10 ป โดยไมมีการ 

 ฝากถอนในระหวาง 10 ปนี้ 

 พิจารณา ธนาคาร A ซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยทบตนทุกสิ้นเดือน 

 ให  10000000, 12, 10P k n= = =  และ 12i =  จะไดวา 12 0.12
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา เม่ือแมของสุทัศนเลือกฝากเงินในธนาคาร A ครบ 10 ป จะได 

 เงินรวม 
( )12 100.1210,000,000 1

12
 + 
 

บาท หรือประมาณ 33,003,868.95 บาท 

 พิจารณา ธนาคาร B ซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12.5% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกสิ้นป 

 ให  10000000, 10P n= =  และ 12.5i =  จะไดวา 12.5 0.125
100 100

ir = = =   

 จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา เม่ือแมของสุทัศนเลือกฝากเงินในธนาคาร B ครบ 10 ป จะได 

 เงินรวม ( )1010,000,000 1 0.125+ บาท หรือประมาณ 32,473,210.25 บาท 

        ดังนั้น แมของสุทัศนควรเลือกฝากเงินกับธนาคาร A จึงจะไดเงินรวมมากท่ีสุด และไดเงินรวม 

 เม่ือสิ้นปท่ี  10 ประมาณ 33,003,868.95 บาท 

51.   เอกฝากเงิน 100,000 บาท โดยธนาคารคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 6 เดือน  

 และอัตราดอกเบี้ยคงท่ีตลอดระยะเวลาท่ีฝากเงิน 

 เม่ือฝากเงินครบ 10 ป เขาพบวามีเงินในบัญชีประมาณ 148,595 บาท 

 ให 100000, 2, 10P k n= = =  และมีเงินรวม 148,595 บาท 
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 จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา 

        148,595 =  
( )2 10

100,000 1
2
r + 

 
 

        1.48595 =   
20

1
2
r + 

 
 

        นั่นคือ         1
2
r

+  =   20 1.48595  

         r   =   ( )202 1.48595 1−  

         r   ≈   0.04 
        ดังนั้น ธนาคารแหงนี้กําหนดอัตราดอกเบี้ยประมาณ 4% ตอป 

52.   ตนตระการกูเงินจากวิทวัสจํานวน 200,000 บาท โดยมีกําหนดชําระหนี้ท้ังหมดในอีก 2 ป 

 ขางหนา เปนเงิน 300,000 บาท และดอกเบี้ยท่ีวิทวัสเรียกเก็บคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกป 

 ให 100000, 2P n= =  และมีเงินรวม 300,000 บาท 

 จากทฤษฎีบท 9 จะไดวา 

        300,000 =  ( )2200,000 1 r+  

               1.5 =   ( )21 r+  

       นั่นคือ          r   =   1.5 1−  
         r    ≈   0.2247 
 ดังนั้น ดอกเบี้ยท่ีวิทวัสเรียกเก็บสามารถคิดเปนอัตราดอกเบี้ยรอยละ 0.2247 100 22.47× =  ตอป  

 ซ่ึงอัตราดอกเบี้ยดังกลาวไมเปนไปตามท่ีกฎหมายกําหนด 

53.   แตละเดือนบริษัทตองจายเงินชดเชยรายไดรวมเปนเงิน 23,000 37,000 60,000+ =  บาท  

 เปนเวลา 3 ป 

 บริษัทแหงนี้นําเงินท่ีจะใชในการจายเงินชดเชยรายไดไปฝากธนาคาร ซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย  

 5% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกเดือน (หรืออัตราดอกเบี้ยตอเดือน คือ 5 %
12

) 

 จะไดวา 

5
112

100 240
r = =   
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 เขียนแผนภาพแสดงมูลคาปจจุบันของเงินท่ีบริษัทนําไปฝากธนาคารเปนเวลา 36 เดือน  

 (3 ป) ไดดังนี้ 

 
 
 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนแรก  คือ  

  
11 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนท่ี 2  คือ  

  
2 21 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนท่ี 3  คือ  

  
3 31 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 

                       
 มูลคาปจจุบันของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจายในเดือนท่ี 36  คือ  

  
36 361 24060,000 1 60,000

240 241

−
   + =   
   

 บาท 
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 นั่นคือ เม่ือครบ 3 ป ยอดเงินรวมของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจาย เทากับ  

  
2 3 36240 240 240 24060,000 60,000 60,000 60,000

241 241 241 241
       + + + +       
       

  บาท  

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 1
24060,000
241

a  =  
 

 และ 240
241

r =  

 จะได ยอดเงินรวมของเงินชดเชยรายไดท่ีตองจาย เทากับ  

  

36240 24060,000 1
241 241

2,001,942.082401
241

    −          ≈
−

 บาท 

        ดังนั้น นายจางตองนําเงินไปฝากอยางนอย 2,001,924.08 บาท  

54.   วิชัยตองการฝากเงินกับธนาคารแหงหนึ่งซ่ึงกําหนดอัตราดอกเบี้ย 5% ตอป โดยคิดดอกเบี้ย 

 แบบทบตนทุกป และวิชัยตองการใหมีเงินในบัญชีประมาณ 250,000 บาท ในเวลา 10 ป  

 โดยไมมีการฝากถอนในระหวาง 10 ปนี้ 

 ให 250000, 1, 10S k n= = =  และ 5i =  นั่นคือ 5 0.05
100

r = =   

 จะได  
( )1 100.05250,000 1 153,478.31

1
P

−
 = + ≈ 
 

 

       ดังนั้น วิชัยตองฝากเงินตนไวอยางนอย 153,479  บาท 

55.   ธีระฝากเงินไวกับธนาคารแหงหนึ่ง เม่ือเวลาผานไป 10 ป โดยไมมีการฝากถอนในระหวาง 10 ปนี้  

 พบวามีเงินในบัญชี 122,079.42 บาท โดยธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ย 2% ตอป  

 และคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุก 3 เดือน 

 ให 122079.42, 4, 10S k n= = =  และ 2i =  นั่นคือ 2 0.02
100

r = =   

 จะได  
( )4 100.02122,079.42 1 100,000

4
P

−
 = + ≈ 
 

 

 ดังนั้น เงินตนท่ีธีระฝากไวเม่ือ 10 ปกอน ประมาณ 100,000 บาท 
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56.   หมากฝากเงินกับธนาคารแหงหนึ่งเดือนละ 2,000 บาท ทุกสิ้นเดือน 

 และธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ยรอยละ 3 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกเดือน 

 นั่นคือ ธนาคารคิดดอกเบี้ยแบบทบตนรอยละ 3 1
12 4

=  ตอเดือน 

 จะไดวา  

1
4 0.0025

100
r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นงวดท่ี 24 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 1  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )232,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 2  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )222,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 3  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )212,000 1.0025  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 23  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.0025  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา 2,000  บาท 

 นั่นคือ เม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 หมากจะไดเงินรวม 

 ( ) ( ) ( )23 22 212,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( )2 232,000 2,000 1.0025 2,000 1.0025 2,000 1.0025+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 24 พจน พจนแรก คือ 2,000  และอัตราสวนรวม คือ 1.0025 
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 จะไดผลบวก 24 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )242,000 1.0025 1

1.0025 1

−

−
 หรือประมาณ 49,405.64 บาท 

      ดังนั้น เม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 หมากจะมีเงินรวมประมาณ 49,405.64 บาท  

57.   มะปรางมีรายรับเดือนละ 20,000 บาท และตองการออมเงินทุกสิ้นเดือน เดือนละ 10%  

 ของรายรับ นั่นคือ มะปรางออมเงินทุกสิ้นเดือน เดือนละ ( )10 20,000 2,000
100

=  บาท 

 มะปรางฝากเงินเขาบัญชีธนาคารท่ีกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12% ตอป และคิดดอกเบี้ยแบบ 

 ทบตนทุกเดือน นั่นคือ ธนาคารกําหนดอัตราดอกเบี้ย 12 1%
12

=  ตอเดือน 

 จะไดวา  1 0.01
100

r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการฝากเงินและมูลคาของเงินเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24 (ครบ 2 ป) ไดดังนี้ 

 
 จากแผนภาพจะไดวาเม่ือสิ้นงวดท่ี 24 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 1  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )232,000 1.01  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 2  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )222,000 1.01  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 3  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )212,000 1.01  บาท 

      
 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 23  จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา ( )2,000 1.01  บาท 

 เงินฝากเม่ือสิ้นเดือนท่ี 24  (ครบ 2 ป) จํานวน 2,000 บาท จะมีมูลคา 2,000  บาท 
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 นั่นคือ เม่ือเวลาผานไป 2 ป มะปรางจะไดเงินออมท้ังหมด 

 ( ) ( ) ( )23 22 212,000 1.01 2,000 1.01 2,000 1.01 2,000+ + + +  บาท 

 หรือ ( ) ( ) ( )2 232,000 2,000 1.01 2,000 1.01 2,000 1.01+ + + +  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 24 พจน พจนแรก คือ 2,000  และอัตราสวนรวม คือ 1.01 

 จะไดผลบวก 24 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 
( )( )242,000 1.01 1

1.01 1

−

−
 หรือประมาณ 53,946.93 บาท 

      ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 2 ป มะปรางจะมีเงินออมท้ังหมดประมาณ 53,946.93 บาท  

58.  ในวันท่ี 1 มิถุนายน 2561 สมซาฝากเงิน 100,000 บาท เขาบัญชีเงินฝากออมทรัพยท่ีให 

 อัตราดอกเบี้ยรอยละ 1.2 ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบทบตนทุกเดือน  

 นั่นคือ ธนาคารใหอัตราดอกเบี้ยรอยละ 1.2 0.1%
12

=  ตอเดือน 

 ถาไมมีการฝากถอนในระยะเวลา 1 ป จากทฤษฎีบท 10 จะไดวา เม่ือครบ 1 ป สมซาจะมีเงิน 

 ในบัญชีท้ังหมด  
( )12 10.1100,000 1

100
 + 
 

บาท หรือประมาณ 101,206.62 บาท 

 จาก สมซาโอนเงินใหนองสาวทุกวันท่ี 1 ของเดือน ตั้งแตเดือนมิถุนายน 2561 โดย 

 ไมเสียคาธรรมเนียมในการโอน 

 จะไดวา เม่ือตนเดือนท่ี 1 (มิถุนายน) สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท  ทําใหเม่ือครบ 1 ป  

  เงินในบัญชีของสมซาจะลดลง ( )125,000 1.001  บาท 

 เม่ือตนเดือนท่ี 2 สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท ทําใหเม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะ 

  ลดลง ( )115,000 1.001  บาท 

 เม่ือตนเดือนท่ี 3 สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท ทําใหเม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะ 

  ลดลง ( )105,000 1.001  บาท 

 ในทํานองเดียวกัน จะไดวา เม่ือตนเดือนท่ี 12 สมซาถอนเงินไป 5,000 บาท ทําใหเม่ือครบ  

  1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะลดลง ( )5,000 1.001  บาท 

 ดังนั้น เม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะลดลงท้ังหมด  

  ( ) ( ) ( ) ( )12 11 105,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001+ + + +   

 หรือ ( ) ( ) ( ) ( )2 3 125,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001 5,000 1.001+ + + +  ซ่ึงเปน 
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 อนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 12 พจน พจนแรก คือ ( )5,000 1.001  และอัตราสวนรวม คือ 1.001  

 นั่นคือ เม่ือครบ 1 ป เงินในบัญชีของสมซาจะลดลงท้ังหมด 
( )( )( )125,000 1.001 1.001 1

1.001 1

−

−
 บาท  

 หรือประมาณ 60,391.43 บาท 

 ดังนั้น เม่ือครบ 1 ป สมซาจะมีเงินเหลือในบัญชีประมาณ 101,206.62 – 60,391.43 = 40,815.19 บาท 

 เนื่องจาก เม่ือครบ 1 ป หากไมนําดอกเบี้ยจากธนาคารมาคํานวณ สมซาจะเหลือเงิน 

       ( )100,000 12 5,000 40,000− =  

 จะไดวา เม่ือครบ 1 ป สมซาจะไดรับดอกเบี้ยจากบัญชีเงินฝากนี้ประมาณ  

  40,815.19 – 40,000 = 815.19 บาท 

59.   ยอดรักผอนตูเย็นราคา 30,000 บาท ดวยยอดชําระเทากันทุกเดือน เดือนละ R  บาท  

 เปนเวลา 6 เดือน โดยผอนชําระทุกสิ้นเดือน อัตราดอกเบี้ย 18% ตอป โดยคิดดอกเบี้ยแบบ 

 ทบตนทุกเดือน (หรืออัตราดอกเบี้ยตองวด คือ 18 %
12

)   จะไดวา 

18
20312

100 200
r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการผอนตูเย็นของยอดรักเปนเวลา 6 เดือน ไดดังนี ้
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 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1 คือ 
13 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 2 คือ 
2 23 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 3 คือ 
3 33 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

      

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 6 คือ 
6 63 2001

200 203
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 นั่นคือ เม่ือครบ 6 เดือน ยอดเงินรวมท่ียอดรักจายเพ่ือผอนตูเย็น เทากับ 

  
2 3 6200 200 200 200

203 203 203 203
R R R R       + + + +       
       

  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 6 พจน พจนแรก คือ 200
203

R 
 
 

 และอัตราสวนรวม คือ 200
203

 

 จะไดผลบวก 6 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

6200 2001
203 203

2001
203

R
    −         

−
 บาท 

 เนื่องจาก ยอดรักผอนตูเย็นราคา 30,000 บาท 

 จะได        30,000 =  

6200 2001
203 203

2001
203

R
    −         

−
 

 นั่นคือ      R  =   
6

20030,000 1
203

200 2001
203 203

 − 
 

    −         

  ≈   5,265.76 

        ดังนั้น ยอดรักจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 5,265.76 บาท 
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60.   อนงคซ้ือรถยนตราคา 600,000 บาท โดยตกลงจายเงินดาวน 15% ของราคารถยนต 

 นั่นคือ อนงคจายเงินดาวน ( )15 600,000 90,000
100

=  บาท 

 และผอนชําระสวนท่ีเหลือเปนจํานวนเงินเทากันทุกเดือน เปนเวลา 4 ป โดยผอนชําระทุก 

 สิ้นเดือน เดือนละ R  บาท 

 อัตราดอกเบี้ย 6% ตอป (หรืออัตราดอกเบี้ยตองวด คือ 6 %
12

) 

 จะไดวา 

6
112

100 200
r = =   

 เขียนแผนภาพแสดงการจายเงินผอนรถยนตของใบเตยเปนเวลา 4 ป (48 งวด) ไดดังนี้ 

 
 
 จากแผนภาพจะไดวา 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 1 คือ 
11 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 2 คือ 
2 21 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 3 คือ 
3 31 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 
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 มูลคาปจจุบันของเงินผอนงวดท่ี 48 คือ 
48 481 2001

200 201
R R

−
   + =   
   

 บาท 

 นั่นคือ เม่ือครบ 4 ป (48 เดือน) ยอดเงินรวมท่ีอนงคจายเพ่ือผอนรถยนต เทากับ 

  
2 3 48200 200 200 200

201 201 201 201
R R R R       + + + +       
       

  บาท 

 ซ่ึงเปนอนุกรมเรขาคณิตท่ีมี 48 พจน พจนแรก คือ 200
201

R 
 
 

 และอัตราสวนรวม คือ 200
201

 

 จะไดผลบวก 6 พจนแรกของอนุกรมนี้ คือ 

48200 2001
201 201

2001
201

R
    −         

−
 บาท 

        เนื่องจากอนงคเหลือเงินท่ีตองชําระอีก 600,000 – 90,000 = 510,000 บาท  

 จะได      510,000 =  

48200 2001
201 201

2001
201

R
    −         

−
 

 นั่นคือ      R  =   
48

200510,000 1
201

200 2001
201 201

 − 
 

    −         

  ≈   11,977.36 

        ดังนั้น อนงคจะตองผอนชําระเดือนละประมาณ 11,977.36 บาท 

 และเสียดอกเบี้ยท้ังหมด ( )48 11,977.36 51,000 64,913.28− =  บาท 
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บทท่ี 2  แคลคูลัสเบ้ืองตน 

 

แบบฝกหัด 2.1ก  

1. 1) แสดงคาของ ( ) 2
4

xf x
x
−

=
−

 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
3.9 0.251582  4.1 0.248457 
3.99 0.250156  4.01 0.249844 

3.999 0.250016  4.001 0.249984 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 0.25  เม่ือ x  เขาใกล 4 ท้ังทางดานซายและขวาของ 4 

 ดังนั้น 
4

2lim 0.25
4x

x
x→

−
=

−
 

 2) แสดงคาของ ( ) 2
2

6
xf x

x x
−

=
+ −

 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
1.9 0.204082  2.1 0.196078 
1.99 0.200401  2.01 0.199601 

1.999 0.200401  2.001 0.199601 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 0.2  เม่ือ x  เขาใกล 2 ท้ังทางดานซายและขวาของ 2 

ดังนั้น 22

2lim 0.2
6x

x
x x→

−
=

+ −
 

 3) แสดงคาของ ( ) 3
3 3

1
xf x

x
−

=
−

 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
0.9 1.107011  1.1 0.906344 
0.99 1.010067  1.01 0.990066 

0.999 1.001001  1.001 0.999001 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 1 ท้ังทางดานซายและขวาของ 1 

ดังนั้น 31

3 3lim 1
1x

x
x→

−
=

−
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4) แสดงคาของ ( ) 1xef x
x
−

=   เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
0.1−  0.951626  0.1 1.051709 
0.01−  0.995017  0.01 1.005017 

0.001−   0.999500  0.001 1.000500 

จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 0 ท้ังทางดานซายและขวาของ 0 

ดังนั้น 
0

1lim 1
x

x

e
x→

−
=  

 5) แสดงคาของ ( ) sin xf x
x

=  เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
1−  0.841471  1 0.841471 

0.5−  0.958851  0.5 0.958851 
0.1−   0.998334  0.1 0.998334 

0.05−   0.999583  0.05 0.999583 
0.01−   0.999983  0.01 0.999983 

 จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 0 ท้ังทางดานซายและขวาของ 0 

ดังนั้น 
0

sinlim 1
x

x
x→

=  

6) แสดงคาของ ( ) lnf x x x=  เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x  
0.1 0.230259−   
0.01 0.046052−   

0.001 0.006908−   
0.0001 0.000921−   
0.00001 0.000115−   

 จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 0 เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวาของ 0 

ดังนั้น 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=  
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 7) แสดงคาของ ( ) 2
| |xf x

x x
=

+
 เม่ือ x  เปนคาตามท่ีกําหนด 

x  ( )f x   x  ( )f x  
0.1−   1.111111−    0.1 0.909091 
0.01−  1.010101−    0.01 0.990099 

0.001−   1.001001−    0.001 0.999001 

 จากตารางจะเห็นวา ( )f x  เขาใกล 1−  เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานซายและ ( )f x  

เขาใกล 1 เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวา 

ดังนั้น 20

| |lim
x

x
x x→ +

 ไมมีคา 

2. 1) ( )1 2f =  

 2) เม่ือ 1x −→ หมายถึง x  เขาใกล 1 ทางดานซาย ( )1x <  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 2 ดังนั้น ( )
1

lim 2
x

f x
−→

=  

 3) เม่ือ 1x +→ หมายถึง x  เขาใกล 1 ทางดานขวา ( )1x >  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 3 ดังนั้น ( )
1

lim 3
x

f x
+→

=  

 4) เนื่องจาก ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
1

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 5) จาก ( )f x  ไมนิยามท่ี 5x =  ดังนั้น ( )5f  ไมมีคา 

 6) เม่ือ 5x +→ หมายถึง x  เขาใกล 5 ทางดานขวา ( )5x >  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 4 ดังนั้น ( )
5

lim 4
x

f x
+→

=  

 7) เม่ือ 5x −→ หมายถึง x  เขาใกล 5 ทางดานซาย ( )5x <  จะไดวาคาของ ( )f x   

 เขาใกล 4 ดังนั้น ( )
5

lim 4
x

f x
−→

=  

 8) เนื่องจาก  ( ) ( )
5 5

lim lim 4
x x

f x f x
− +→ →

= =  

  ดังนั้น  ( )
5

lim 4
x

f x
→

=  
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3. 1) ( )0 3f =  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 0 ท้ังทางดานซาย ( )0x <  และขวา ( )0x >  

  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 3          

  ดังนั้น ( )
0

lim 3
x

f x
→

=  

 3) ( )3 3f =  

 4) เม่ือ x  เขาใกล 3 ทางดานซาย ( )3x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 4          

  ดังนั้น ( )
3

lim 4
x

f x
−→

=  

 5) เม่ือ x  เขาใกล 3 ทางดานขวา ( )3x >  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 2          

  ดังนั้น ( )
3

lim 2
x

f x
+→

=  

 6) เนื่องจาก ( ) ( )
3 3

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
3

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

4. 1) ( )0 1g = −  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานซาย ( )0x <  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 1−         

  ดังนั้น ( )
0

lim 1
x

g x
−→

= −  

 3) เม่ือ x  เขาใกล 0 ทางดานขวา ( )0x >  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 2−         

  ดังนั้น ( )
0

lim 2
x

g x
+→

= −  

 4) เนื่องจาก ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

g x g x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
0

lim
x

g x
→

 ไมมีคา 

 5) ( )2 1g =  

 6) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย ( )2x <  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 2        

  ดังนั้น ( )
2

lim 2
x

g x
−→

=  

 7) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา ( )2x >  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
2

lim 0
x

g x
+→

=  

 8) เนื่องจาก ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

g x g x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
2

lim
x

g x
→

 ไมมีคา 
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 9) เม่ือ x  เขาใกล 4 ท้ังทางดานซาย ( )4x <  และขวา ( )4x >  

  จะไดวาคาของ ( )g x  เขาใกล 3          

  ดังนั้น ( )
4

lim 3
x

g x
→

=  

5. 1) ( )1 0f =  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 1 ทางดานซาย ( )1x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 1−         

  ดังนั้น ( )
1

lim 1
x

f x
−→

= −  

 3) เม่ือ x  เขาใกล 1 ทางดานขวา ( )1x >  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
1

lim 0
x

f x
+→

=  

 4) เนื่องจาก ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
1

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

6. 1) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานซาย ( )2x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 2        

  ดังนั้น ( )
2

lim 2
x

f x
−→

=  

 2) เม่ือ x  เขาใกล 2 ทางดานขวา ( )2x >  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 2−         

  ดังนั้น ( )
2

lim 2
x

f x
+→

= −  

 3) เนื่องจาก ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น ( )
2

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 4) เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานซาย ( )2x < −  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
2

lim 0
x

f x
−→−

=  

 5) เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานขวา ( )2x > −  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 0        

  ดังนั้น ( )
2

lim 0
x

f x
+→−

=  

 6) เนื่องจาก  ( ) ( )
2 2

lim lim 0
x x

f x f x
− +→− →−

= =  

  ดังนั้น  ( )
2

lim 0
x

f x
→−

=  
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7. 1)  เขียนกราฟของฟงกชัน ( ) 1f x x= +  ไดดังรูป 

 
  จากกราฟ เม่ือ x  เขาใกล 4 ทางดานซาย ( )4x <  จะไดวาคาของ ( )f x  เขาใกล 5 

 ดังนั้น ( )
4

lim 1 5
x

x
−→

+ =  

2)   เขียนกราฟของฟงกชัน ( )
2 , 2

1 , 2
x

f x
x x

>
=  + ≤

 ไดดังรูป 

 
  จากกราฟ จะได  ( )

2
lim 3
x

f x
−→

=  และ ( )
2

lim 2
x

f x
+→

=  

          แต  ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

   ดังนั้น  ( )
2

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 
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แบบฝกหัด 2.1ข  

1. 1) ( )2

0
lim 3 7 12
x

x x
→

+ −  =  ( ) ( )2

0 0 0
lim 3 lim 7 lim12
x x x

x x
→ → →

+ −  

     =  2

0 0
3lim 7lim 12

x x
x x

→ →
+ −  

     =  ( ) ( )23 0 7 0 12+ −  
     = 12−   
 2) ( )5

1
lim 2
x

x x
→−

−        =  ( ) ( )5

1 1
lim lim 2
x x

x x
→− →−

−  

     =  ( )5

1 1
lim 2 lim
x x

x x
→− →−

−  

     =   ( ) ( )51 2 1− − −  
     = 1 

 3) ( )5

5
lim 2
x

x x
→

−  = ( ) ( )( )5

5 5
lim lim 2
x x

x x
→ →

−  

     = ( )( )55 5 2−  
     = 9,375 

 4) ( )( )2

1
lim 3 2
x

x x
→−

+ +  = ( )( ) ( )( )2

1 1
lim 3 lim 2
x x

x x
→− →−

+ +   

     =  ( ) ( )( )21 3 1 2− + − +  

     = 6 
 5) เนื่องจาก ( ) ( )

3
lim 2 5 2 3 5 1 0
x

x
→

− = − = ≠  

  จะได   
3

1lim
2 5x

x
x→

+
−

 = 
( )
( )
3

3

lim 1

lim 2 5
x

x

x

x
→

→

+

−
 

     = 3 1
1
+  

     = 4 
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 6) เนื่องจาก ( )
5

lim 5 0
x

x
→−

+ =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง  

      จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

      
2 25

5
x
x
−
+

  =  
 

( )( )5 5
5

x x
x

− +
+

 

    = 5x −         เม่ือ   5x ≠ −  

  ดังนั้น  
 
  ( )

2

5 5

25lim lim 5 5 5 10
5x x

x x
x→− →−

−
= − = − − = −

+
    

 7) เนื่องจาก ( ) ( )22

1
lim 2 1 1 2 2 0
x

x x
→

− − = − − = − ≠  

  จะได 21

1lim
2x

x
x x→

+
− −

 = 
( )

( )
1

2

1

lim 1

lim 2
x

x

x

x x
→

→

+

− −
 

     = 1 1
2
+
−

 

                        = 1−  
 8) เนื่องจาก ( ) ( ) ( )22

1
lim 4 3 1 4 1 3 8 0
x

x x
→

+ + = + + = ≠  

  จะได  
2

21

2lim
4 3x

x x
x x→

− −
+ +

 = 
( )
( )

2

1
2

1

lim 2

lim 4 3
x

x

x x

x x
→

→

− −

+ +
 

      = 
21 1 2

8
− −

 

       = 
1
4

−  

 9) เนื่องจาก ( )
1

lim 1 0
x

x
→

− =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง 

 จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                      1
1

x
x

−
−

   =  
 ( )( )

1
1 1

x
x x
−

− +
 

      =  
 

1
1 x+

        เม่ือ   1x ≠  

  ดังนั้น  
 
  ( )

1
1 1

1 11

lim 11 1 1 1 1lim lim
1 21 lim1 lim 1 1lim 1

x
x x

x xx

x
x x xx

→

→ →
→ →→

−
= = = = =

− + + ++
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 10)  เนื่องจาก ( )
9

lim 9 0
x

x
→

− =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง 

 จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                     3
9

x
x

−
−

   =  
( )( )

3
3 3

x
x x
−

− +
 

      =  1
3 x+

        เม่ือ   9x ≠  

  ดังนั้น  ( )
9

9 9
9 99

lim 13 1 1 1 1lim lim
9 63 lim3 lim 3 9lim 3

x
x x

x xx

x
x x xx

→

→ →
→ →→

−
= = = = =

− + + ++  
     

 11)  เนื่องจาก ( )
1

lim 1 0
x

x
→

− =  จึงไมสามารถใชทฤษฎีบท 2 ขอ 5 ไดโดยตรง 

 จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                 2 3
1

x
x
− +

−
   =  

 

2 3 2 3
1 2 3

x x
x x
− + + +

⋅
− + +

 

      = 
( )

( )( )
4 3

1 2 3

x

x x

− +

− + +
 

      = 1
2 3x

−
+ +

        เม่ือ   1x ≠  

  ดังนั้น  
1

2 3lim
1x

x
x→

− +
−

   
1

1lim
2 3x x→

 
= − + + 

 

       
( )

( )
1

1 11

lim 1 1 1 1
4lim 2 lim 3 2 1 3lim 2 3

x

x xx
xx

→

→ →→

− −
= = = − = −

+ + + ++ +
 

 12)  ( )223
0

lim 1
x

x
→

−    =  ( )223
0

lim 1
x

x
→

−  

                  = ( )( )2
23

0
lim 1
x

x
→

−  

        = ( )223 0 1−   
      = 1 
  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 369 
 

 

 
 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

2. 1) เนื่องจาก 4x + = ( )4x− +  เม่ือ 4x < −  

  จะได     
4

lim 4
x

x
−→−

+  = ( )
4

lim 4
x

x
−→−
− +   =  0 

  เนื่องจาก 4x + = 4x +  เม่ือ 4x > −  

  จะได      
4

lim 4
x

x
+→−

+  = ( )
4

lim 4
x

x
+→−

+   =   0 

  จะไดวา  
4 4

lim 4 0 lim 4
x x

x x
− +→− →−

+ = = +  

  ดังนั้น  
4

lim 4 0
x

x
→−

+ =  

 2) เนื่องจาก 2x − = ( )2x− −  เม่ือ 2x <  

  จะได      
2

2
lim

2x

x
x−→

−
−

 = ( )
2

2
lim

2x

x
x−→

− −
−

  = ( )
2

lim 1
x −→

−  = 1−  

  และเนื่องจาก 2x − = 2x −  เม่ือ 2x >  

  จะได     
2

2
lim

2x

x
x+→

−
−

 = 
2

2lim
2x

x
x+→

−
−

  = 
2

lim 1
x +→

 = 1   

  จะไดวา  
2 2

2 2
lim lim

2 2x x

x x
x x− +→ →

− −
≠

− −
 

  ดังนั้น  
2

2
lim

2x

x
x→

−
−

  ไมมีคา 

 3) เนื่องจาก 4x + = ( )4x− +  เม่ือ 4x < −  

  จะได    
4

4
lim

4x

x
x−→−

+
+

 = ( )
4

4
lim

4x

x
x−→−

− +
+

  = ( )
4

lim 1
x −→−

−  = 1−   

 4) เนื่องจาก x = x−  เม่ือ 0x <  

  จะได  
0

1 1lim
x x x−→

 
+  

 
 = 

0

1 1lim
x x x−→

 − 
 

  =  
0

lim 0
x −→

  =  0 

 5) เนื่องจาก 2 3x − = ( )2 3x− −  เม่ือ 
3
2

x <  

  จะได   
2

3
2

2 3lim
2 3x

x x
x−

→

−
−

 = ( )
( )3

2

2 3
lim

2 3x

x x
x−

→

−
− −

  = ( )
3
2

lim
x

x
−

→

−  = 
3
2

−   

  เนื่องจาก 2 3x − = 2 3x −  เม่ือ 
3
2

x >  
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  จะได   
2

3
2

2 3lim
2 3x

x x
x+

→

−
−

 = ( )
3
2

2 3
lim

2 3x

x x
x+

→

−
−

  = 
3
2

lim
x

x
+

→

= 
3
2   

  จะไดวา  
2 2

3 3
2 2

2 3 2 3lim lim
2 3 2 3x x

x x x x
x x− +

→ →

− −
≠

− −
 

  ดังนั้น  
2

3
2

2 3lim
2 3x

x x
x→

−
−

  ไมมีคา 

3. 1) เม่ือ 2x <  จะไดวา ( )f x = 1x −   

  ดังนั้น        ( )
2

lim
x

f x
−→

 = ( )
2

lim 1
x

x
−→

−    

    = 2 – 1  
    = 1 
 2) เม่ือ 2x >  จะไดวา ( )f x = 2 4 6x x− +   

  ดังนั้น         ( )
2

lim
x

f x
+→

 = ( )2

2
lim 4 6
x

x x
+→

− +    

    = ( )22 4 2 6− +   
    = 2 
 3) จาก 1) และ 2) จะไดวา ( ) ( )

2 2
lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น  ( )
2

lim
x

f x
→

  ไมมีคา 

 4) เม่ือ x เขาใกล 0 จะไดวา ( )f x = 1x −    

  และ          ( )
0

lim
x

f x
→

 = ( )
0

lim 1
x

x
→

−    

    = 0 – 1  
    = 1−   
  ดังนั้น  ( )

0
lim 1
x

f x
→

= −  

 5) เม่ือ x เขาใกล 5 จะไดวา ( )f x = 2 4 6x x− +    

  และ          ( )
5

lim
x

f x
→

 = ( )2

5
lim 4 6
x

x x
→

− +    

    = ( )25 4 5 6− +   
    = 11 
  ดังนั้น  ( )

5
lim 11
x

f x
→

=  
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4. 1) เม่ือ x เขาใกล 0 ทางดานขวา จะไดวา ( )f x = 2x   

  และ         ( )
0

lim
x

f x
+→

 = 2

0
lim
x

x
+→

  =  20  =  0 

 ดังนั้น ( )
0

lim 0
x

f x
+→

=   

 2) เม่ือ x เขาใกล 0 ทางดานซาย จะไดวา ( )f x = x   

  จะได        ( )
0

lim
x

f x
−→

 = 
0

lim
x

x
−→

  =  0 

  ดังนั้น ( )
0

lim 0
x

f x
−→

=    

 3) จาก 1) และ 2) จะไดวา ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x f x
− +→ →

= =  

  ดังนั้น  ( )
0

lim 0
x

f x
→

=  

 4) เม่ือ x เขาใกล 2 ทางดานซาย จะไดวา ( )f x = 2x   

  และ         ( )
2

lim
x

f x
−→

 = 2

2
lim
x

x
−→

  =  22  = 4 

 5) เม่ือ x เขาใกล 2 ทางดานขวา จะไดวา ( )f x = 8 x−   

  และ        ( )
2

lim
x

f x
+→

 = ( )
2

lim 8
x

x
+→

−   =  8 – 2  =  6 

 6) จาก 4) และ 5) จะไดวา ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น  ( )
2

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 7) เม่ือ x เขาใกล 1 จะไดวา ( )f x = 2x    

  จะได         ( )
1

lim
x

f x
→

 = 2

1
lim
x

x
→

 =  21   = 1 

  ดังนั้น  ( )
1

lim 1
x

f x
→

=  

 8) เม่ือ x เขาใกล 6 จะไดวา ( )f x = 8 x−     

  จะได          ( )
6

lim
x

f x
→

 = ( )
6

lim 8
x

x
→

−   =  8 – 6 = 2 

  ดังนั้น  ( )
6

lim 2
x

f x
→

=  
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5. 1) จาก x เขาใกล 0 ทางดานซาย นั่นคือ 0x <   

 จะได x = x−  และ ( ) 1xf x
x
−

= = −  

  ดังนั้น ( )
0

lim 1
x

f x
−→

= −   

 จาก x เขาใกล 0 ทางดานขวา นั่นคือ 0x >  

จะได x = x  และ ( ) 1xf x
x

= =  

ดังนั้น ( )
0

lim 1
x

f x
+→

=    

 จะไดวา  ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

 ดังนั้น  ( )
0

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 

 2) จะไดวา ( )
0

lim
x

g x
→

 =  
0

lim
x

x
→

  =  0  

 ดังนั้น  ( )
0

lim 0
x

g x
→

=   

 3) กรณี  x เขาใกล 0 ทางดานซาย จะไดวา 0x <  ดังนั้น x = x−   

  จะไดวา ( ) 1
x xf x
x x

−
= = = −  

นั่นคือ ( ) ( )( )
0

lim
x

f x g x
−→

⋅  = ( )
0

lim 1
x

x
−→
− ⋅    

     = ( )
0

lim
x

x
−→
−   

     = 0 
 กรณี  x เขาใกล 0 ทางดานขวา จะไดวา 0x >  ดังนั้น x = x   

จะไดวา ( ) 1
x xf x
x x

= = =  

จะได  ( ) ( )
0

lim
x

f x g x
+→

⋅  = 
0

lim 1
x

x
+→
⋅    

     = 
0

lim
x

x
+→

  

     = 0 
 จะไดวา  ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
lim lim 0
x x

f x g x f x g x
− +→ →

⋅ = ⋅ =  

 ดังนั้น  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x g x
→

⋅ =  
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6. 1) เนื่องจาก ( )f x = 1 เม่ือ 1 2x≤ <  

  จะได         ( )
1

lim
x

f x
+→

 = 
1

lim1
x +→

   

    = 1 
 2) เนื่องจาก ( )f x = 0  เม่ือ 0 1x≤ <  

  จะได         ( )
1

lim
x

f x
−→

 = 
1

lim 0
x −→

   

        = 0 
 3) เนื่องจาก ( ) ( )

1 1
lim lim
x x

f x f x
− +→ →

≠  

  ดังนั้น  ( )
1

lim
x

f x
→

 ไมมีคา 



     
     
     

    
 

374 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

แบบฝกหัด 2.2  

1. 1) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนด                

  จะได               ( )0f  =  1−  

  และ          ( )
0

lim
x

f x
→

 =  ( )
0

lim 3 1
x

x
→

−   =  ( )3 0 1−   =  1−   

  จะเห็นวา  ( )
0

lim
x

f x
→

 =  ( )0f  

  ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =   

 2) จากฟงกชัน f ท่ีกําหนด 

   จะได            ( )4f    =   1
4

−  

   และ         ( )
4

lim
x

f x
→

  =   
2

4

16lim
4x

x
x→

−
−

 

     = ( )( )
4

4 4
lim

4x

x x
x→

− +
−

 

     = ( )
4

lim 4
x

x
→

+  

     = 8 
    จะเห็นวา ( ) ( )

4
lim 4
x

f x f
→

≠  

   ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 4x =  

 3) จากฟงกชัน f ท่ีกําหนด 

   จะได              ( )1f   =  2
3

−  

    และ         ( )
1

lim
x

f x
→

 = 
2

31

1lim
1x

x
x→

−
−

 

                                    = ( )( )
( )( )21

1 1
lim

1 1x

x x
x x x→

− +

− + +
 

     = 21

1lim
1x

x
x x→

+
+ +

 

     = 2
3

 

    จะเห็นวา ( ) ( )
1

lim 1
x

f x f
→

≠  

   ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  
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 4) จากฟงกชัน f  ท่ีกําหนด   

จะได   ( )f x

= 



 

  ดังนั้น  ( )0 0f =   

  จาก   ( ) ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x x
− −→ →

= − =  และ   ( )
0 0

lim lim 0
x x

f x x
+ +→ →

= =  

  จะไดวา     ( ) ( )
0 0

lim 0 lim
x x

f x f x
− +→ →

= =   

  ดังนั้น ( )
0

lim 0
x

f x
→

=   

  เนื่องจาก  ( ) ( )
0

lim 0
x

f x f
→

=   

  ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

 5)   จากฟงกชัน f ท่ีกําหนด 

  จะได ( )1 1f − = −  

  และจาก  1 1x x+ = +   เม่ือ 1x ≥ −  และ ( )1 1x x+ = − +  เม่ือ 1x < −  

   จะได      ( )
1

lim
x

f x
+→−

  =  
1 1 1

1 1lim lim lim 1 1
1 1x x x

x x
x x+ + +→− →− →−

+ +
= = =

+ +
 

  และ  ( )
1

lim
x

f x
−→−

  = ( )
1 1 1

1 1
lim lim lim 1 1

1 1x x x

x x
x x− − −→− →− →−

+ − +
= = − = −

+ +
 

      = ( )
1

lim 1
x +→−

−  

      = 1−   
    ดังนั้น ( ) ( )

1 1
lim lim

x x
f x f x

+ −→− →−
≠   

    นั่นคือ  ( )
1

lim
x

f x
→−

  ไมมีคา  

    ดังนั้น  ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x = −  

2. 1) พิจารณาฟงกชัน f   

  จะเห็นวา ( )1 2f =  แต ( )
1

lim
x

f x
−→

 มีคานอยกวา 1  

  ซ่ึงไดวา ( )1f  ไมเทากับ ( )
1

lim
x

f x
−→

 

  ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]1, 1−   
  

   x       เม่ือ  0x ≥   

x−       เม่ือ  0x <   
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  พิจารณาฟงกชัน g  

  จะเห็นวา ( )0 2g =  แต ( )
0

lim 1
x

g x
→

=  จึงไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
→

≠   

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง [ ]1, 1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]1, 1−  

  พิจารณาฟงกชัน h  

  จาก ( )
0

lim 2
x

h x
−→

=  และ ( )
0

lim 1
x

h x
+→

=   

  จึงไดวา ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

h x h x
− +→ →

≠  นั่นคือ ( )
0

lim
x

h x
→

 ไมมีคา 

  นั่นคือ ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ี 0x =    

  จะไดวา ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง [ ]1, 1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]1, 1−  

 2)  พิจารณาฟงกชัน f  

  ให ( )1,1c∈ −  จะเห็นวา ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=   

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )1,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )1,1−   

  พิจารณาฟงกชัน g   

  จะเห็นวา ( )0 2g =  แต ( )
0

lim 1
x

g x
→

=  ซ่ึงไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
→

≠   

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 0x =  

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )1,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )1,1−  
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  พิจารณาฟงกชัน h   

  จะเห็นวา ( )
0

lim 2
x

h x
−→

=  และ ( )
0

lim 1
x

h x
+→

=  ซ่ึงไดวา ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

h x h x
− +→ →

≠   

  นั่นคือ ( )
0

lim
x

h x
→

 ไมมีคา 

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ี 0x =    

  นั่นคือ ฟงกชัน h  ไมตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )1,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )1,1−  

     3) พิจารณาฟงกชัน f   

  เนื่องจาก ( )1 2f =  แต ( )
1

lim
x

f x
−→

 มีคานอยกวา 1  

  ซ่ึงไดวา ( )1f  ไมเทากับ ( )
1

lim
x

f x
−→

 

  นั่นคือ  f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =   

  จะไดวา f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน [ ]0,1  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]0,1   

  พิจารณาฟงกชัน g   

  จะเห็นวา ( )0 2g =  แต ( )
0

lim 1
x

g x
+→

=  จะไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
+→

≠  

  นั่นคือ  g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน [ ]0,1  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]0,1  

  พิจารณาฟงกชัน h   

  จาก ( )0 2h =  แต ( )
0

lim 1
x

h x
+→

=  จะไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

h h x
+→

≠  

  นั่นคือ  h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน [ ]0,1  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน [ ]0,1  
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 4)   พิจารณาฟงกชัน f   

  ให ( )1,0c∈ −  จะเห็นวา ( ) ( )lim
x c

f x f c
→

=  

  พิจารณาท่ี 0x =  จะไดวา ( )0 1f =  และ ( )
0

lim 1
x

f x
−→

=  

  นั่นคือ ( ) ( )
0

0 lim
x

f f x
→

=   ดังนั้น f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ]1,0−  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]1,0−   

  พิจารณาฟงกชัน g   

  จะเห็นวา ( )0 2g =   แต ( )
0

lim 1
x

g x
−→

=  จึงไดวา ( ) ( )
0

0 lim
x

g g x
−→

≠  

  นั่นคือ  g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 0x =  

  จะไดวา g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบน ( ]1,0−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]1,0−  

  พิจารณาฟงกชัน h   

  ให ( )1,0c∈ −  จะเห็นวา ( ) ( )lim
x c

h x h c
→

=  ดังนั้น h  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,0−   

  พิจารณาท่ี 0x =  จะได ( )0 2h =  และ ( )
0

lim 2
x

h x
−→

=   

  นั่นคือ ( ) ( )
0

0 2 lim
x

h h x
−→

= =  

  จะไดวา h  เปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุดบนชวง ( ]1,0−  

  ดังนั้น ฟงกชัน h  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]1,0−   

3. 1) ให ( ),4c∈ −∞  จะไดวา ( ) ( )2lim
4x c

f x f c
c→

= =
−

  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ),4−∞  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ),4−∞   

 2) ให ( )4,6c∈  จะไดวา ( ) ( )2lim
4x c

f x f c
c→

= =
−

  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )4, 6  

  พิจารณา กรณี 6x =  จะได ( )6 1f =  และ ( )
6

2lim 1
6 4x

f x
→

= =
−

 

  นั่นคือ ( ) ( )
6

6 1 lim
x

f f x
−→

= =   
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  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด 6x =  

  จะไดวา ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ]4,6  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( ]4,6  

 3) ให ( )4,c∈ ∞  จะไดวา ( ) ( )2lim
4x c

f x f c
c→

= =
−

  

  นั่นคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( )4,∞  

  ดังนั้น ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบน ( )4,∞  

4. 1) จาก ( ] ( ) { } ( ) { },1 , 2 2 2,1 1−∞ = −∞ − ∪ − ∪ − ∪   

  และจากฟงกชัน g  ท่ีกําหนดให จะไดวา 

  (1)  ให ( ), 2c∈ −∞ −  จะไดวา ( ) 2 2g x x= −  

   และ ( ) ( ) ( )lim lim 2 2 2 2
x c x c

g x x c g c
→ →

= − = − =   

   นั่นคือ ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดในชวง ( ), 2−∞ −  

   ดังนั้น ฟงกชัน g  ตอเนื่องบนชวง ( ), 2−∞ −  

  (2) พิจารณาความตอเนื่องท่ีจุด 2x = −   

   เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานซาย จะได ( ) 2 2g x x= −  

   ดังนั้น ( ) ( ) ( )
2 2

lim lim 2 2 2 2 2 6
x x

g x x
− −→− →−

= − = − − = −  

   เม่ือ x  เขาใกล 2−  ทางดานขวา จะได ( ) 4g x x= −  

   ดังนั้น ( ) ( )
2 2

lim lim 4 2 4 6
x x

g x x
+ +→− →−

= − = − − = −  

   จะไดวา ( ) ( )
2 2

lim lim
x x

g x g x
− +→− →−

=  ดังนั้น ( )
2

lim 6
x

g x
→−

= −  

   จาก ( ) ( )2 2 4 6g − = − − = −  

   จะไดวา ( ) ( )
2

2 6 lim
x

g g x
→−

− = − =  

   ดังนั้น ฟงกชัน g  ตอเนื่องท่ีจุด 2x = −       
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  (3) ให ( )2,1c∈ −  จะไดวา ( ) 4g x x= −   

   ดังนั้น เนื่องจาก ( ) ( ) ( )lim lim 4 4
x c x c

g x x c g c
→ →

= − = − =   

   นั่นคือ ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง ( )2,1−  

   จาก ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 4 1 4 3 1
x x

g x x g
− −→ →

= − = − = − =  

   จะไดวา ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีจุด 1x =  

   ดังนั้น ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,1−   

  จาก (1), (2) และ (3) จะไดวาฟงกชัน g  เปนฟงกชันท่ีตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง   

  ( ) { }, 2 , 2−∞ − − และ ( ]2,1−  

  ดังนั้น ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ],1−∞  

 2) จากขอ 1) จะไดวา ฟงกชัน g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,1−  

 3) จาก ( ) ( )
1 1

lim lim 4 1 4 3
x x

g x x
− −→ →

= − = − = −   

  แต ( ) ( )
1 1

lim lim 4 4 1 3
x x

g x x
+ +→ →

= − = − =  จะไดวา ( )
1

lim
x

g x
→

 ไมมีคา 

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 1x =   

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,2−   

 4) จาก ( ) ( )
1 1

lim lim 4 4 1 3
x x

g x x
+ +→ →

= − = − =  แต ( )1 3g = −   

  จะไดวา ( ) ( )
1

lim 1
x

g x g
+→

≠  ไมมีคา 

  นั่นคือ ฟงกชัน g  ไมตอเนื่องท่ี 1x =   

  ดังนั้น ฟงกชัน g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ )1,∞   

5. 1) ตองการใหฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

  ซ่ึงคือ ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง  ( ),−∞ ∞   

  และ ( ) ( ) { } ( ), ,1 1 1,−∞ ∞ = −∞ ∪ ∪ ∞  

  จะไดวา  (1) f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

    (2) f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),1−∞  

    (3) f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,∞  

  จาก (1) พิจารณา ท่ีจุด 1x =  
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  จาก ( ) ( )
1 1

lim lim 7 2 5
x x

f x x
− −→ →

= − =  และ ( ) 2

1 1
lim lim
x x

f x kx k
+ +→ →

= =  

  และ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  จะไดวา ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  

  นั่นคือ 5k =  ดังนั้น ( )
1

lim 5
x

f x
→

=  

  และจะเห็นวา ( ) ( )
1

1 5 lim
x

f f x
→

= =  จริง 

  จาก (2) พิจารณาบนชวง ( ),1−∞  

  จะไดวา ( ) 7 2f x x= −  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม  

  โดยทฤษฎีบท 6 จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง ( ),1−∞  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),1−∞  จริง 

  จาก (3) พิจารณาบนชวง ( )1,∞  

  จะไดวา ( ) 2 25f x kx x= =  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม 

  โดยทฤษฎีบท 6 จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดบนชวง ( )1,∞  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,∞  จริง 

  ดังนั้น จาก (1), (2) และ (3) จะไดวาถา 5k =  แลวฟงกชัน f เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี

  ทุกจุด  

 2) จาก เปนฟงกชันตอเนื่องทุกจุด  

  พิจารณาท่ีจุด 2x =  จะไดวา  

   ( ) ( )2

2 2
lim lim 4
x x

f x kx k
− −→ →

= =           

   ( ) ( )
2 2

lim lim 2 4
x x

f x x k k
+ +→ →

= + = +           

  เนื่องจาก เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x =  จะได ( ) ( )
2 2

lim lim 4 4
x x

f x f x k k
+ −→ →

= = = +  

  นั่นคือ 4
3

k =  

  พิจารณา ( )
2

42 , 2
3

4 , 2
3

x x
f x

x x

 + >= 
 ≤


   

  จะเห็นวา กรณี 2x >  จะได ( ) 42
3

f x x= +  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม โดยทฤษฎีบท 6 

  จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

f

f
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  ในทํานองเดียวกัน กรณี 2x ≤ จะได ( ) 24
3

f x x=  ซ่ึงเปนฟงกชันพหุนาม  

  โดยทฤษฎีบท 6 จะไดวาฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

  ดังนั้น ฟงกชัน f เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด เม่ือ 4
3

k =    

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 383 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

แบบฝกหัด 2.3  

1.  ให ( ) 22 3y f x x= = −                        

     จะไดอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก a  เปน a h+  คือ 

                          ( ) ( )f a h f a
h

+ −
 = 

( )( ) ( )2 22 3 2 3a h a

h

+ − − −
     

   =  
24 2ah h

h
+     

   =  4 2a h+   
 1) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.2 คือ 

        ( ) ( )2 0.2 2
0.2

f f+ −
 = ( ) ( )4 2 2 0.2+   

   = 8.4 
2) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.1 คือ 

         ( ) ( )2 0.1 2
0.1

f f+ −
 = ( ) ( )4 2 2 0.1+   

    = 8.2 
3) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.01 คือ 

        ( ) ( )2 0.01 2
0.01

f f+ −
 = ( ) ( )4 2 2 0.01+   

    = 8.02 
 4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  ขณะท่ี 2x =  คือ 

            ( ) ( )
0

2 2
lim
h

f h f
h→

+ −
 =   ( )( )

0
lim 4 2 2
h

h
→

+  

    = 8 
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2.    ให ( ) 1y f x
x

= =                 

       จะไดอัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก a  เปน a h+  คือ 

                         ( ) ( )f a h f a
h

+ −
 =  

1 1
a h a

h

−
+   

   =  
( )

h
ha a h

−
+  

   =  
( )

1
a a h

−
+

   

      1)   อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 4 เปน 5 คือ 

             ( ) ( )4 1 4
1

f f+ −
  = 

( )
1

4 4 1
−

+
  

   = 1
20

−   

 2) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 4 เปน 4.1 คือ 

          ( ) ( )4 0.1 4
0.1

f f+ −
  = 

( )
1

4 4 0.1
−

+
  

   = 1 5
16.4 82

− = −   

 3) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 4 เปน 4.01 คือ 

        ( ) ( )4 0.01 4
0.01

f f+ −
  = 

( )
1

4 4 0.01
−

+
  

   = 1 25
16.04 401

− = −   

 4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ y  เทียบกับ x  ขณะท่ี 4x =   คือ 

       
( ) ( )

0

4 4
lim
h

f h f
h→

+ −
  = 

( )0

1lim
4 4h h→

 
−  + 

  

   = 1
16

−   
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3. 1) ให  A   เปนพ้ืนท่ีวงกลม (หนวยเปนตารางเซนติเมตร)  

         r   เปนรัศมีของวงกลม (หนวยเปนเซนติเมตร) 

  โดยท่ี  ( ) 2A r rπ=   

  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี  

  เม่ือความยาวของรัศมีเปลี่ยนจาก r  เปน r h+  เซนติเมตร คือ 

             ( ) ( )A r h A r
h

+ −
  = ( )2 2r h r

h
π π+ −

  

   = 
( )2 2 22r rh h r

h
π π+ + −

 

   = 
22 rh h

h
π π+   

   = 2 r hπ π+   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี  

  เม่ือความยาวของรัศมีเปลี่ยนจาก r  เปน r h+  เซนติเมตร คือ 2 r hπ π+  ตาราง 

  เซนติเมตรตอเซนติเมตร 

 2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี ขณะรัศมียาว  

  r  เซนติเมตร คือ 

       ( ) ( )
0

lim
h

A r h A r
h→

+ −
  = ( )

0
lim 2
h

r hπ π
→

+   

    
   = 2 rπ   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีวงกลมเทียบกับความยาวของรัศมี ขณะรัศมี 

  ยาว r  เซนติเมตร คือ 2 rπ  ตารางเซนติเมตรตอเซนติเมตร 

4. 1) ให x  เปนความยาวดานของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (หนวยเปนเซนติเมตร) 

      A  เปนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (หนวยเปนตารางเซนติเมตร) 

  โดยท่ี ( ) 2A x x=    
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  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดาน  

  เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10  เปน 12  เซนติเมตร คือ 

             ( ) ( )10 2 10
2

A A+ −
  = ( )2 210 2 10

2
+ −

  

    = 22   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดาน  

  เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10  เปน 12 เซนติเมตร คือ 22 ตารางเซนติเมตรตอ 

  เซนติเมตร 

 2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดาน ขณะดานยาว  

  10  เซนติเมตร คือ 

      ( ) ( )
0

10 10
lim
h

A h A
h→

+ −
  = ( )2 2

0

10 10
lim
h

h
h→

+ −
  

    = 
2

0

20lim
h

h h
h→

+  

    = 20   
  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเทียบกับความยาวดานขณะ 

  ดานยาว 10 เซนติเมตร คือ 20  ตารางเซนติเมตรตอเซนติเมตร 

5. 1) ให x  เปนความยาวดานของรูปสามเหลี่ยมดานเทา (หนวยเปนเซนติเมตร) 

      A  เปนพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมดานเทา (หนวยเปนตารางเซนติเมตร) 

  โดยท่ี ( ) 23
4

A x x=   

  อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดาน  

  เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10  เปน 9  เซนติเมตร คือ 

            ( ) ( )10 1 10
1

A A− −
−

 = 
( ) ( )2 23 39 10

4 4
1

−

−
  

    = 19 3
4
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ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดาน 

เม่ือความยาวดานเปลี่ยนจาก 10 เปน 9 เซนติเมตร คือ 19 3
4

 ตารางเซนติเมตรตอ

เซนติเมตร 

2) อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดานขณะดาน

ยาว 10  เซนติเมตร คือ 

      ( ) ( )
0

10 10
lim
h

A h A
h→

+ −
 = 

( ) ( )2 2

0

3 310 10
4 4lim

h

h

h→

+ −
  

   = 5 3   
ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของพ้ืนท่ีรูปสามเหลี่ยมดานเทาเทียบกับความยาวดาน

ขณะดานยาว 10 เซนติเมตร คือ 5 3  ตารางเซนติเมตรตอเซนติเมตร 

6. จากอัตราการเปลี่ยนแปลงของ N  เทียบกับ t  ขณะท่ี 3t =  คือ 

  ( ) ( )
0

3 3
lim
h

N h N
h→

+ −
 =  ( )

0

8 8
3 1 3 1

lim
h

h
h→

−
+ + +

 

   = 
( )

( )( )0

32 8 4
lim

4 4h

h
h h→

− +
+

 

   = 8
16

−  

   = 1
2

−   

ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของ N  เทียบกับ t  ขณะท่ี 3t =  คือ 1
2

−  กรัมตอนาที 
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7. จาก 6,000PV =  นั่นคือ 6,000P
V

=   

 ให  ( ) 6,000P V
V

=  

 จะได อัตราการเปลี่ยนแปลงของ P  เทียบกับ V  ขณะท่ี 100V =  คือ 

    ( ) ( )
0

100 100
lim
h

P h P
h→

+ −
 = 

0

6,000 6,000
100 100lim

h

h
h→

−
+  

     = 
( )

( )0

6000 60 100
lim

100h

h
h h→

− +
+

 

     = 60
100

−  

     = 0.6−   
ดังนั้น  อัตราการเปลี่ยนแปลงของ  เทียบกับ  ขณะท่ี  คือ 0.6−   

8. ให  แทน  ความยาวของรัศมีของฐานของกรวยกลมตรง 

 และ  h   แทน  ความสูงของกรวยกลมตรง 

 1) ให  V  แทน  ปริมาตรของกรวยกลมตรงท่ีมีรัศมีของฐานยาว  

  โดยสวนสูงมีคาคงตัวเทากับ   

  จะได ( ) 21
3

V r r hπ=  

  ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรของกรวยกลมตรงเทียบกับความยาวของ

รัศมีของฐาน ขณะรัศมียาว  หนวย เม่ือสวนสูงมีคาเทากับ   คือ 

      ( ) ( )
0

lim
k

V r k V r
k→

+ −
 = 

( )2 2

0

1 1
3 3lim

k

r k h r h

k

π π

→

+ −
 

  = 
2

0

2lim
3k

rkh k h
k

π π
→

+  

   = 
0

2lim
3k

rh khπ π
→

+  

   = 2
3
rhπ   ลูกบาศกหนวยตอหนวย 

  

P V 100V =

r

r

h

r h
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 2) ให V  แทน ปริมาตรของกรวยกลมตรงท่ีมีความสูง h   

  โดยรัศมีของฐานมีคาคงตัว เทากับ r   

  จะได  ( ) 21
3

V h r hπ=   

         อัตราการเปลี่ยนแปลงของปริมาตรของกรวยกลมตรงเทียบกับสวนสูง ขณะสวนสูงยาว  

  h  หนวย เม่ือความยาวของรัศมีของฐานมีคาคงตัวเทากับ r  คือ 

  ( ) ( )
0

lim
k

V h k V h
k→

+ −
 = 

( )2 2

0

1 1
3 3lim

k

r h k r h

k

π π

→

+ −
 

  = 
2

0
lim

3k

r k
k

π
→

 

   = 
2

0
lim

3k

rπ
→

 

   = 
2

3
rπ    ลูกบาศกหนวยตอหนวย 

9. ให ( ) 2
kF r
r

=  

อัตราการเปลี่ยนแปลงของ F  เทียบกับ r  ขณะท่ี r  เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 0 คือ 

  ( ) ( )
0

lim
h

F r h F r
h→

+ −
 = ( )2 2

0
lim
h

k k
rr h

h→

−
+

 

   = 
( )

2

220

2lim
h

rkh kh
hr r h→

− −

+
 

   = 
( )220

2lim
h

rk kh
r r h→

− −

+
 

   = 3

2k
r

−     นิวตันตอเมตร 

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของ F  เทียบกับ r  ขณะท่ี r  เปนจํานวนจริงท่ีมากกวา 0 

คือ 3

2k
r

−     นิวตันตอเมตร 
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10. จาก ( )s t แทนความสูงของปะการังเทียมจากระดับน้ําทะเล ณ เวลา t  หลังจากหยอน

ปะการังเทียมจากเฮลิคอปเตอร  

 ดังนั้น ( )5 0s =   หมายถึง ความสูงของปะการังเทียมจากระดับน้ําทะเลเทากับ 0 ณ เวลา 

5 วินาที   

        ( )5 27s′ = −   หมายถึง ณ เวลา 5 วินาที หลังจากหยอนปะการังเทียมจากเฮลิคอปเตอร 

อัตราการเปลี่ยนแปลงของความสูงของปะการังเทียมเปน 27− เมตรตอวินาที หรือเม่ือเวลา

เพ่ิมข้ึน ความสูงของปะการังเทียมลดลงดวยอัตรา 27 เมตรตอวินาที 

11.   1)     ( )f x′    =  
( )2 2

0

3 3
lim
h

x h x
h→

+ −
 

   = 
2

0

6 3lim
h

xh h
h→

+
 

   = ( )
0

lim 6 3
h

x h
→

+  

   = 6x   

 2)        ( )f x′    = 
( )3 3

0
lim
h

x h x
h→

+ −
 

   = 
2 2 3

0

3 3lim
h

x h xh h
h→

+ +
 

   = ( )2 2

0
lim 3 3
h

x xh h
→

+ +  

   = 23x   

 3)        ( )f x′    = 
0

1 1

lim
h

x h x
h→

  − + 
 

   = ( )0
lim
h

h
hx x h→

−
+  

   = ( )0

1lim
h x x h→

−
+  

   = 2

1
x

−   
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 4)        ( )f x′    = 
( )

11
33

0
lim
h

x h x
h→

+ −
 

   = 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 21 2 1
3 3 33 3 3

1 22 10
3 33 3

lim
h

x h x x h x h x x
h

x h x h x x
→

 
+ − + + + + 

⋅ 
 + + + + 

 

   = 
( )

( ) ( )
1 20 2 1
3 33 3

lim
h

x h x

h x h x h x x
→

 
 

+ − 
   + + + +   

  

 

   = 
( ) ( )

1 20 2 1
3 33 3

lim
h

h

h x h x h x x
→

 
 
 
   + + + +   

  

 

   = 
( ) ( )

1 22 10
3 33 3

1lim
h

x h x h x x
→

 
 
 
 + + + + 

 

   = 2
3

1

3x
  

12. 1) จาก  ( ) 2f x x x= −   

  จะได    ( )0f ′  = 
( ) ( )

0

0 0
lim
h

f h f
h→

+ −
  

   = 
( ) ( )

0

0
lim
h

f h f
h→

−
 

   = 
( )2

0

0
lim
h

h h
h→

− −
 

   = ( )
0

lim 1
h

h
→

−  

   = 1−   
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12. 2) จาก  ( ) 32 1f x x= +   

  จะได    ( )2f ′  = 
( ) ( )

0

2 2
lim
h

f h f
h→

+ −
 

   = 
( )( ) ( )( )3 3

0

2 2 1 2 2 1
lim
h

h

h→

+ + − +
 

   = 
( )( ) ( )( )2 3

0

2 8 12 6 1 2 8 1
lim
h

h h h

h→

+ + + + − +
 

   = 
2 3

0

24 12 2lim
h

h h h
h→

+ +
 

   = ( )2

0
lim 24 12 2
h

h h
→

+ +  
   = 24 

 3) จาก  ( ) 2

1f x
x

=   

  จะได  ( )1f ′ −  = 
( ) ( )

0

1 1
lim
h

f h f
h→

− + − −
   

   = 
( ) ( )2 2

0

1 1
1 1

lim
h

h
h→

−
− + −

 

   = 
( )

( ) ( )

2

20

1 1
lim

1 1h

h

h h→

− − +

− + −
 

   = 
( )
( )

2

20

1 1 2
lim

1h

h h

h h→

− − +

− − +
 

   = ( )

2

20

2lim
1h

h h
h h→

−

− − +
 

   = ( )20

2lim
1h

h
h→

−

− +
 

   = 
2
1

−
−  

 
   = 2 
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แบบฝกหัด 2.4  

1. 1) จาก                  y   = 3−   

  จะได           dy
dx

  = ( )3d
dx

−    

     = 0 

 2) จาก                  y   =  

  จะได           dy
dx

  = 3

3
d xx
dx

 + 
 

   

     = ( )3

3
d d xx
dx dx

 +  
 

  

     = ( ) ( )3 1
3

d dx x
dx dx

+   

     = 2 13
3

x +   

 3) จาก                  y   = 3 3 7x x− +   

  จะได           dy
dx

  = ( )3 3 7d x x
dx

− +    

     = ( ) ( ) ( )3 3 7d d dx x
dx dx dx

− +  

     = ( ) ( ) ( )3 3 7d d dx x
dx dx dx

− +  

     = 23 3 0x − +   
     = 23 3x −   

 4) จาก                  y   = 2 15 2x x x
x

− + + −   

     = 
1 1

2 2 25 2x x x x
−

− + + −  

  จะได           dy
dx

  = 
1 1

2 2 25 2d x x x x
dx

− 
− + + − 
 

   

     = ( ) ( )
1 1

2 2 25 2dy dy dy dyx x x x
dx dx dx dx

−   
− + + −   

   
 

     = ( ) ( )
1 1

2 2 25 2dy dy dy dyx x x x
dx dx dx dx

−   
− + + −   

   
 

3

3
xx +
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     = ( )
1 3
2 21 15 2 1 2

2 2
x x x

− −   − + + − −   
  

  

     = 1 110 1
2

x
x x x

− + + +   

 5) จาก                     s   = 
5 24 3 8t t t− + −   

  จะได            
ds
dt   = ( )5 24 3 8d t t t

dt
− + −  

     = ( ) ( ) ( ) ( )5 24 3 8d d d dt t t
dt dt dt dt

− + −  

     = ( ) ( ) ( ) ( )5 24 3 8d d d dt t t
dt dt dt dt

− + −  

     = ( ) ( )44 5 3 2 1 0t t− + −   

     = 420 6 1t t− +   
 6) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก     s   = ( )( )24 1 2t t t+ − +  

    จะได          
ds
dt   = ( )( )( )24 1 2d t t t

dt
+ − +   

     = ( ) ( ) ( ) ( )2 24 1 2 2 4 1d dt t t t t t
dt dt

+ − + + + + −  

     = ( )( ) ( )( )24 1 1 0 2 8 1 0t t t t+ − + + + + −  

     = ( ) ( )2 24 1 8 17 2t t t t+ − + + +  

     = 212 18 1t t+ +   

  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก     s   = ( )( )24 1 2t t t+ − +   

     = 3 24 9 2t t t+ + −   

    จะได          
ds
dt   = ( )3 24 9 2d t t t

dt
+ + −   

     = ( ) ( ) ( ) ( )3 24 9 2d d d dt t t
dt dt dt dt

+ + −    

     = ( ) ( )24 3 9 2 1 0t t+ + −   

     = 212 18 1t t+ +  
 7) จาก                      y   = ( )( )1 2x x x+ +   

  จะได                        
dy
dx   = ( )( )( )1 2d x x x

dx
+ +  
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     = ( )( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 2d dx x x x x x
dx dx

+ + + + +   

     = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2 2 1 1 2 1d dx x x x x x x
dx dx

 + + + + + + + + 
 

  

     = ( )( ) ( )( )( ) ( )( )1 1 0 2 1 0 1 2x x x x x+ + + + + + + +   

     = ( ) ( )21 2 3 2x x x x x+ + + + + +  

     = 2 22 3 3 1x x x x+ + + +  
     = 23 6 2x x+ +   
 8) จาก              y   = ( )( )2 24 3x x x− +   

  จะได                  
dy
dx   = ( )( )( )2 24 3d x x x

dx
− +  

     = ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 24 3 3 4d dx x x x x x
dx dx

− + + + −  

     = ( )( ) ( )( )2 24 2 0 3 4 2x x x x x− + + + −  

     = 3 24 12 6 12x x x− + − +   
 9)  จาก                     y   = ( )2 1x x +   

  จะได                       
dy
dx   = ( )( )2 1d x x

dx
+  

     = ( ) ( ) ( )2 21 1d dx x x x
dx dx

+ + +  

     = ( ) ( )( )22 0 1 1x x x+ + +   

     = 23 1x +   

 10)  จาก                    y   = 
3 2x
x
+   

  จะได                         
dy
dx   = 

3 2d x
dx x

 +
 
 

 

     = 
( ) ( ) ( )3 3

2

2 2d dx x x x
dx dx

x

+ − +
 

     = 
( ) ( )( )2 3

2

3 0 2 1x x x
x

+ − +
  

     = 
3

2

2 2x
x
−
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 11) จาก                     y   = 2

3
3 1x +

  

  จะได                       
dy
dx   = 2

3
3 1

d
dx x

 
 + 

 

     = 
( ) ( ) ( )

( )

2 2

22

3 1 3 3 3 1

3 1

d dx x
dx dx

x

+ − +

+
 

     = 
( )( ) ( )( )

( )

2

22

3 1 0 3 3 2 0

3 1

x x

x

+ − +

+
 

     = 
( )22

18

3 1

x

x
−

+
 

 12) จาก                     y   = 1 3
1 3

x
x

+
−

  

  จะได                       
dy
dx   = 

1 3
1 3

d x
dx x

+ 
 − 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 3 1 3 1 3 1 3

1 3

dy dyx x x x
dx dx

x

− + − + −

−
  

     = 
( )( ) ( )( )

( )2

1 3 0 3 1 3 0 3
1 3

x x
x

− + − + −

−
  

     = 
( ) ( )

( )2

3 9 3 9
1 3
x x

x
− + +

−
 

     = 
( )2

6
1 3x−

 

 13) จาก                    s   = 2

112t
t

 − 
 

  

  จะได                        
ds
dt   = 2

112d t
dt t
  −  
  

 

     = ( )2 2

1 112 12d dt t
dt t t dt
   − + −   
   

  

     = ( ) ( )2
2

112 12d dt t t
dt t dt

−  − + − 
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     = ( )( ) ( )3
2

10 2 12 1t t
t

−  − − + − 
 

  

     = 3 2

2 112t
t t

   + −   
   

  

     = 2

1 12
t
+   

 14)  จาก                  y    = 
5 2

2

3 5 2x x x
x

− + −   

  จะได                    
dy
dx   = 

5 2

2

3 5 2d x x x
dx x

 − + −
 
 

 

     = 
( ) ( ) ( )

( )

2 5 2 5 2 2

22

3 5 2 3 5 2d dx x x x x x x x
dx dx

x

− + − − − + −
  

     = 
( ) ( )( )2 4 5 2

4

5 6 5 0 3 5 2 2x x x x x x x
x

− + − − − + −

     = 
( ) ( )6 3 2 6 3 2

4

5 6 5 2 6 10 4x x x x x x x
x

− + − − + −
 

     = 
6 2

4
3 5 4x x x

x
− +

 

     = 2
2 3

5 43x
x x

− +   

 15) จาก                      s    = 
65 3t t

t
+ −   

  จะได                        
ds
dt   = 

65 3d t t
dt t
 + −
 
 

 

     = 
( ) ( ) ( )

( )

6 6

2

5 3 5 3d dt t t t t t
dt dt

t

+ − − + −
 

     = 
( )( ) ( )

( )

1
5 6 2

2

130 1 0 5 3
2

t t t t t

t

− 
+ − − + −  
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     = 

1
11 1 11 12
2 2 2 25 330

2 2 2
tt t t t

t

−
+ − − +

 

     = 
455 1 3
2 2 2
t t

t t t
+ +  

 16) จาก                    y    = ( )3
2

1 1 3 27x
x x

 + + 
 

  

  จะได                         
dy
dx   = ( )3

2

1 1 3 27d x
dx x x

  + +  
  

 

     = ( ) ( )3 3
2 2

1 1 1 13 27 3 27d dx x
x x dx dx x x

   + + + + +   
   

 

     = ( ) ( )2 3
2 2 3

1 1 1 29 0 3 27x x
x x x x

   + + + + − −   
   

 

     = 2 3
27 546 3x
x x

+ − −  

 17) จาก               y   = 2

4 1
5

x
x

+
−

  

  จะได                       
dy
dx   = 2

4 1
5

d x
dx x

+ 
 − 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

22

5 4 1 4 1 5

5

d dx x x x
dx dx

x

− + − + −

−
 

     = 
( )( ) ( )( )

( )

2

22

5 4 0 4 1 2 0

5

x x x

x

− + − + −

−
  

     = 
( )
2

22

4 2 20

5

x x

x

+ +
−

−
   

 18)  จาก     

 จะได 

      

   

y = ( )53 2 1x x
x

−+  + 
 

dy
dx

= ( )53 2 1d x x
dx x

− +  +  
  

= ( ) ( )5 53 2 3 21 1x d d xx x
x dx dx x

− −+ +   + + +   
   



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 399 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

   

  
 

         =   ( )( ) ( )( )7 7 23 2 5 2x x x x− − −+ − + + −  

         =   6 7 7 215 10 2 2x x x x− − − −− − − −  

   

 19)  จาก     

 จะได    

     

     

     

 20)  จาก     

 จะได 

                 

   

= ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 5
2

3 2 3 23 2 5 0 1

d dx x x xx dx dxx x
x x

− −

 + − + +  − + + +   
   

 

= ( ) ( ) ( ) ( )( )6 5
2

3 0 3 2 13 2 5 1
x xx x x

x x
− −  + − + +  − + +   

   

= 2 6 7
2 15 12
x x x

− − −

y =
3

2x +
dy
dx

=
3

2
d
dx x

 
 + 

=
( ) ( ) ( )

( )2

2 3 3 2

2

d dx x
dx dx

x

+ − +

+

=

( )( )

( )

1
2

2

12 0 3 0
2

2

x x

x

− 
+ − +  

 

+

=
( )2

3

2 2x x
−

+

y = ( )7 2 12
1

xx x
x
− −  + 

dy
dx

= ( )7 2 12
1

d xx x
dx x

 − −   +  

= ( ) ( )7 2 7 21 12 2
1 1

d x x dx x x x
dx x x dx

− −   − + −   + +   
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     =  
( )( ) ( )( )( )

( )

7 2 6

2

2 2 1 14 2 1

1

x x x x x x

x

− + − − +

+
 

             

2. 1) จาก        

 จะได        

     

     

 ดังนั้น          

 2) จาก    

 จะได        

     
 ดังนั้น          
  

= ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )7 2 6

2

1 1 1 1 12 14 2
11

d dx x x x xdx dxx x x x
xx

 + − − − +  − − + −   + + 
 

= ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )7 2 6
2

1 1 0 1 1 0 12 14 2
11

x x xx x x x
xx

 + − − − + −  − + −   + + 

=
( )

8 7 6 3 2

2
14 4 14 2 2 2

1
x x x x x x

x
+ − − − +

+

( )f x = 3 12x
x

− =
1

3 22x x
−

−

( )f x′ =
1

3 22d x x
dx

− 
−  

 

=
3

2 216
2

x x
− − − 

 

= 2
3
2

16
2

x
x

+

( )1f ′ = ( )
( )

2
3
2

16 1
2 1

+ =
13
2

( )f x = 5 3 21 1 1 4 5
5 3 2

x x x x− + − +

( )f x′ = 5 3 21 1 1 4 5
5 3 2

d x x x x
dx

 − + − + 
 

= 4 2 4x x x− + −
( )1f ′ = 4 21 1 1 4− + − = 3−
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 3) จาก    

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น 

      =  

 4) จาก          

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น       =  

  

( )f x = ( )( )2 22 – 3 1 –x x x x+

( )f x′ = ( )( )( )2 22 – 3 1 –x x
dx

xd x+

= ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 – 3 1 – – 2 – 3 1x x x x x x x xd d
dx dx

++ +

= ( )( ) ( )( )2 22 – 3 1 1– 2 – 4 – 3 0x x x x x x++ +

= ( )( ) ( )( )2 22 – 3 1 1– 2 – 4 – 3x x x x x x+ +

( )1f ′ − = ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 22 1 – 3 1 1 1– 2 1 1 – 1 4 1 – 3− − + − − − −+ 32

( )f x =
2 1

1
x

x
−
+

( )f x′ =
2 1

1
d x
dx x

− 
 + 

=
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

1 2 1 2 1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ − − − +

+

=
( )( ) ( )( )

( )2
1 2 0 2 1 1 0

1
x x

x
+ − − − +

+

=
( )2

3
1x +

( )2f ′ =
( )2

3
2 1+

1
3
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3. 1) จาก       

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น        

     

     

 2) จาก         

 จะได        

     

     

     

 ดังนั้น        

     

     

 

( )g x = ( )x f x = ( )
1
2x f x

( )g x′ = ( )
1
2d x f x

dx
 
  
 

= ( )( ) ( )
1 1
2 2d dx f x f x x

dx dx
 

+   
 

= ( ) ( )
1
21

2
x f x f x x

− 
′ +   

 

= ( ) ( )
2
f x

x f x
x

′ +

( )4g′ = ( ) ( )4
4 4

2 4
f

f ′ +

= ( ) 34 5
2 4

− +

=
37
4

−

( )g x =
( )f x
x

( )g x′ =
( )f xd

dx x
 
 
 

=
( )( ) ( ) ( )

2

d dx f x f x x
dx dx

x

−

=
( ) ( )( )

2
1x f x f x

x
′⋅ −

=
( ) ( )

2
x f x f x

x
′⋅ −

( )4g′ =
( ) ( )

2
4 4 4

4
f f′⋅ −

=
( )

2
4 5 3

4
⋅ − −

=
23
16

−
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4. 1) จาก    

 จะได        

     

 ดังนั้น       

     
     

 2) จาก         ( )
( )

3
f x
g x

= +  

 จะได       ( )
( )

3
f xd

dx g x
 

+  
 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

g x f x f x g x

g x

′ ′−
 

 ดังนั้น      ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2

2 2 2 2

2

g f f g

g

′ ′−
 

    ( )( ) ( )( )
( )2

2 1 1 0

2

− −
 

     

5. จาก                          

 จะได                        

        
 จาก                   ( )0P′        

 จะได                   

 นั่นคือ                            

 จะไดวา                     ( )P x′   2 3ax −  

 จาก                           

 จะได                   

( )F x = ( ) ( )2 4f x g x+

( )F x′ = ( ) ( )( )2 4f xd
x

x
d

g+

= ( ) ( )2 4f x g x′ ′+

( )2F ′ = ( ) ( )2 2 4 2f g′ ′+

= ( ) ( )2 1 4 0− +
= 2−

( )F x =
( ) ( )

( )
3f x g x

g x
+

( )F x′ =

=

( )2F ′ =

=

=
1
2

−

( )P x = 2ax bx c+ +

( )P x′ = ( )2d ax bx c
dx

+ +

= 2ax b+
= 3−

( )2 0a b+ = 3−

b = 3−

=

( )1P′ = 1−

( )2 1 3a − = 1−
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 นั่นคือ                             

 จะไดวา                   ( )P x′   2 3x −  

 และ                        ( )P x   2 3x x c− +  

 จาก                          

 จะได          ( ) ( )21 3 1 c− +       

 นั่นคือ                             

 ดังนั้น                        

6. 1) จาก           เม่ือ x  แทนจํานวนวันตั้งแตเริ่มตนงานมหกรรมลดราคา 

 และ ณ เวลาเริ่มตนมหกรรมลดราคา ซ่ึง 0x =   

 จะได               =  18.125  

ดังนั้น  จํานวนสินคา ณ เวลาเริ่มตนมหกรรมลดราคา มีอยูประมาณ  ชิ้น 

 2) จะได       9.722≈  

ดังนั้น  จํานวนสินคาคงเหลือในวันท่ี  มีประมาณ  ชิ้น 

จาก         

     

     

     

จะได       0.373≈ −  

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาในวันท่ี  คือ 37−  ชิ้นตอวัน    
  

a = 1

=

=

( )1P = 1

= 1

c = 3

( )P x = 2 3 3x x− +

( )s x =
3 145

8
x
x
+
+

( )0s =
( )3 0 145

0 8
+
+

1,813

( )10s =
( )3 10 145
10 8

+
+

10 972

( )s x′ =
3 145

8
d x
dx x

+ 
 + 

=
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

8 3 145 3 145 8

8

d dx x x x
dx dx

x

+ + − + +

+

=
( )( ) ( )( )

( )2
8 3 0 3 145 1 0

8
x x

x
+ + − + +

+

=
( )2

121
8x

−
+

( )10s′ =
( )2

121
10 8

−
+

10
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 3) จะได       8.261≈  

ดังนั้น  จํานวนสินคาคงเหลือในวันท่ี  มีประมาณ  ชิ้น 

จาก          

จะได       0.229≈ −  

     

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาในวันท่ี  คือ 23−  ชิ้นตอวัน 

 4) จะได       0.667≈  

ดังนั้น  จํานวนสินคาคงเหลือในวันท่ี  มีประมาณ  ชิ้น 

จาก          

จะได        0.111≈ −  

 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาในวันท่ี  คือ 11−  ชิ้นตอวัน 

5) จาก ( )S x′   =   
( )2

121
8x

−
+

 

 และ ( )28 0x + >  สําหรับทุก x∈ 

ดังนั้น  ( ) 0S x′ <  สําหรับทุก x∈ 

จะเห็นวาอัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาคงเหลือเปนจํานวนลบ หมายความ

วาจํานวนสินคาท่ีเหลือจะลดลงเม่ือจํานวนวันเพ่ิมข้ึน  

นั่นคือ มีลูกคาเขามาอุดหนุนสินคาอยูตลอด 

 แตอัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาคงเหลือจาก 2), 3) และ 4) จะเห็นวา  
121 121 1
324 529 9

> >    

( )15s =
( )3 15 145
15 8

+
+

15 826

( )s x′ =
( )2

121
8x

−
+

( )15s′ =
( )2

121
15 8

−
+

=
121
529

−

15

( )25s =
( )3 25 145

25 8
+
+

25 667

( )s x′ =
( )2

121
8x

−
+

( )25s′ =
( )2

121
25 8

−
+

25
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

   แสดงวาการเปลี่ยนแปลงของจํานวนสินคาคงเหลือลดลงเม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน 

               นั่นคือ ยอดขายสินคาของรานนี้ลดลง เม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน 

               ดังนั้น ในชวงวันท่ี 10 ถึงวันท่ี 25 รานคานี้ขายสินคาไดทุกวัน แตขายไดนอยลงเม่ือเวลาเพ่ิมข้ึน  

7. ให P  แทนรายรบัรวม (หนวยเปนบาท) ท่ีไดจากการขายสินคาหลังจากปปจจุบนั  

จะไดวา ( )P P x=  

 n  แทนจํานวนสินคาท่ีขายได (หนวยเปนชิ้น) ในปท่ี  ปหลังจากปปจจุบัน 

 ( )q x  แทนราคาของสินคา (หนวยเปนบาท) ในปท่ี  ปหลังจากปปจจุบัน 

 จะได      ( )n x    =  200,000 6,000x−   

      ( )q x    =  250 10x+   

      และ     ( )P x   =  ( ) ( )n x q x⋅  =  ( )( )200,000 6,000 250 10x x− +   

 จะได                      ( )P x    = ( )( )( )200,000 6,000 250 10d x x
dx

− +  

                                                         =   ( )( ) ( )( )200,000 6,000 10 250 10 6,000x x− + + −  

 นั่นคือ                  ( )3P′    =   ( )( )( ) ( )( )( )200,000 6,000 3 10 250 10 3 6,000− + + −  
   = 140,000 
 ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของรายรับรวมท่ีไดจากการขายสินคาชนิดนี้ในปท่ี 3 คือ 

140,000 บาท 
 

x

x



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 407 
 

 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

แบบฝกหัด 2.5  

1. 1) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 2) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 3) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  
  

2 3u x= +

( )5 52 3y ux += =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )5 2 3d du x
du dx

⋅ +

( )( )45 2u

( )410 2 3x +

1– 3u x=

( )3 31– 3xy u= =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )3 1– 3d d xu
du dx

⋅

( )( )23 3u −

( )29 1– 3x−
23 – 4u x=

( )2 44
3 – 4xy u= =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )24 3 – 4d du
du dx

x⋅

( )( )34 –8u x

( )2 3
3 –32 4x x−
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 4) ให           

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 5) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 6) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

  

22 – 3 4x xu +=

( )2 33
2 – 3 4y x ux += =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )23 2 – 3 4d du
du dx

x x+⋅

( )( )23 –3 8u x+

( ) ( )2 2
2 – 3 4 –3 83 x x x+ +

3 – 2u x x=

( )3 44
– 2y x x u= =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( ) ( )4 3 – 2d du
du d

x
x

x⋅

( )( )3 24 3 – 2u x

( ) ( )3 234 – 2 3 – 2x x x

1 2u x= −
1
21 2y x u= − =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1
2 1 2d du x

du dx
 

⋅ −  
 

( )
1
21 2

2
u
− 

−  
 

1
1 2x

−
−
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 7) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 8) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 9) ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

  

23 2u x= +
1

2 23 2y x u= + =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

22 3 2d du x
du dx

 
⋅ +  

 

( )
1
21 6

2
u x
− 

  
 

2

3
3 2

x
x +

2 3u x= −
1

3 2 33y x u= − =

dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

23 3d du x
du dx

 
⋅ −  

 

( )
2
31 2

3
u x
− 

  
 

( )
2

2 3

2

3 3

x

x −

22 – 1u t  =

( )2 33
2 – 1 s ut

− −= =

ds
dt

ds du
du dt

⋅

( ) ( )3 22 – 1d du
du d

t
t

 − ⋅

( )( )4 43 tu−−
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

    =  

    =  
( )42

12

2 1

t

t
−

−
 

 10)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 11)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

  

( )2 4
1 2 – 12t t  

−
−

2 3 2u t t= − +

( )
2

22

1

3 2
s u

t t
−= =

− +

ds
dt

ds du
du dt

⋅

( ) ( )2 2 3 2d du t t
du dt

− ⋅ − +

( )( )32 2 3u t−− −

( )
( )32

2 2 3

3 2

t

t t

−
−

− +

2 2u x x= +
1
2

2

1
2

y u
x x

−
= =

+
dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

22 2d du x x
du dx

− 
⋅ +  

 

( )
3
21 2 2

2
u x
− 

− +  
 

( )
3

2 2

1

2

x

x x

+
−

+
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 12)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

    =  

    =  

    =  

 13)  จาก         =  

 จะได         =  

   =  

   =  

  พิจารณา ( )33d x
dx

−  

  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได      =  

    =  

    =  

 ดังนั้น                                 =  

    =  

    =  

2 2 3u x x= − +
1
3

3 2

1
2 3

y u
x x

−
= =

− +
dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )
1

23 2 3d du x x
du dx

− 
⋅ − +  

 

( )
4
31 2 2

3
u x
− 

− −  
 

( )
4

2 3

2 2

3 2 3

x

x x

−
−

− +

y ( ) ( )3– 3 2 1x x +

dy
dx

( ) ( )( )3– 3 2 1xd
dx

x +

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3– 3 2 1 2 1 – 3x x xd d
dx dx

x++ +

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3– 3 2 2 1 – 3x x
dx

xd
++

– 3u x=

( )3 3– 3x u=

( )( )3– 3d
dx

x ( ) ( )3 – 3d du
d dx

x
u

⋅

( )( )23 1u

( )23 – 3x
dy
dx

( ) ( ) ( ) ( )( )3 3– 3 2 2 1 – 3x x
dx

xd
++

( ) ( ) ( ) ( )( )23– 3 2 –2 31 3x x x++

( )( )28 3 – 3x x−
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

 14)  ให         

  ดังนั้น  

 โดยกฎลูกโซ จะได  =   

    =   

    =   

    =  
 

    =  
( )

2

2
2 1 43
1 2 1 2

x
x x

 +      −  − 
 

    =   

 15)  จาก       =  

 จะได         =  

   =  

  พิจารณา ( )32 3d x
dx

+  

  ให         

  ดังนั้น  

2 1
1 2

xu
x

+
=

−
3

32 1
1 2

xy u
x

+ = = − 
dy
dx

dy du
du dx

⋅

( )3 2 1
1 2

d d xu
du dx x

+ ⋅  − 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

2

1 2 2 1 2 1 1 2
3

1 2

d dx x x x
dx dxu

x

 − + − + − 
 

− 
 

( )( ) ( )( )
( )

2

2
1 2 2 2 1 22 13

1 2 1 2
x xx

x x

 − − + −+      −  − 

( )
( )

2

4
12 2 1

1 2
x

x
+

−

y ( )
( )

3

82

2 3

4 1

x

x

+

−

dy
dx

( )
( )

3

82

2 3

4 1

xd
dx x

 + 
  − 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

8 83 32 2

282

4 1 2 3 2 3 4 1

4 1

d dx x x x
dx dx

x

− + − + −

−

2 3u x= +

( )3 32 3x u+ =
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 โดยกฎลูกโซ จะได    =  

    =  

    =  

  พิจารณา ( )824 1d x
dx

−  

  ให        24 1y x= −   

  ดังนั้น ( )82 84 1x y− =   

 โดยกฎลูกโซ จะได   = ( ) ( )8 24 1d dy x
dx dx

⋅ −   

    = ( )( )78 8y x   

    = ( )7264 4 1x x −   

 ดังนั้น        =  

   = 

 

   =  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

7 22 2

162

4 1 2 3 6 4 1 2 3 64

4 1

x x x x x

x

− + − − +

−
 

   =  
( ) ( )

( )

2 2 2

92

2 3 24 6 128 192

4 1

x x x x

x

+ − − −

−
  

   =  
( ) ( )

( )

2 2

92

2 3 104 192 6

4 1

x x x

x

+ − − −

−
 

   =  

  

( )( )32 3d x
dx

+ ( ) ( )3 2 3d du x
du dx

⋅ +

( )( )23 2u

( )26 2 3x +

( )( )824 1d x
dx

−

dy
dx

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

8 83 32 2

282

4 1 2 3 2 3 4 1

4 1

d dx x x x
dx dx

x

− + − + −

−

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

8 72 32 2

282

4 1 6 2 3 2 3 64 4 1

4 1

x x x x x

x

− + − + −

−

( )( )

( )

22

92

2 52 96 3 2 3

4 1

x x x

x

+ + +
−

−
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 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

2. วิธีท่ี 1  จาก         =  

 จะได                 =  

      =  

      =  
( )( ) ( )

( )

2

22

1 1 2 0

1

x x x

x

+ − +

+
 

      =  

 จาก    =  

 ให  =  

 จะไดวา ( )
1
23 1g x x u= − =  

 โดยกฎลูกโซ  จะได           = dg du
du dx

⋅  

      = ( )
1
2 3 1d du x

du dx
 

⋅ −  
 

 

      =  

      =  

 เนื่องจาก                 =  

โดยกฎลูกโซ  จะได           = ( ) ( )fog x′  

     =  

    =  

( )f x 2 1
x

x +

( )f x′ 2 1
d x
dx x

 
 + 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

22

1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ − +

+

( )
2

22

1

1

x

x

−

+

( )g x 3 1x −

u 3 1x −

( )g x′

( )
1
21 3

2
u
− 

  
 

3
2 3 1x −

( )F x ( )( )f g x

( )F x′

( )( )
( )( )( )

2

22

1 3
2 3 11

g x
xg x

−
⋅

−+

( )
( )

2

22

1 3 1 3
2 3 13 1 1

x

xx

− −
⋅

− − + 
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    =  

 วิธีท่ี 2  จาก            =   

      =     ( )3 1f x −  

      =  

      =  

 ดังนั้น                 =  

      =  

      =  

 ให  =  

 จะไดวา 
1
23 1x u− =  

 โดยกฎลูกโซ จะได  =  

      =  

      =  

 ดังนั้น               =  

      = 2

33 3 3 1
2 3 1

9

x x
x

x

 
− − 

−         

               =   ( )
( )2

9 6 3 1

9 2 3 1

x x

x x

− −

−
                 

2
2 3

6 3 1
x

x x
−

−

( )F x ( )( )f g x

( )2
3 1

3 1 1

x

x

−

− +

3 1
3
x
x
−

( )F x′ 3 1
3

d x
dx x

 −
  
 

( ) ( )

( )2

3 3 1 3 1 3

3

d dx x x x
dx dx

x

− − −

( ) ( )
2

3 3 1 3 1 3

9

dx x x
dx

x

− − −

u 3 1x −

( )3 1d x
dx

− ( ) ( )3 1d du x
du dx

⋅ −

( )
1
21 3

2
u
− 

  
 

3
2 3 1x −

( )F x′
( ) ( )

2

3 3 1 3 1 3

9

dx x x
dx

x

− − −
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      =   ( )2

6 9
9 2 3 1

x
x x

−

−
 

      =  

3. จาก     =  

 โดยกฎลูกโซ  จะได            =  

 ดังนั้น    =  

    =  
    = 9 5×   
    =  

4. จาก   =  ( )1x g x−  

 จะได                  =  

      =  

      =  

 จาก   =  

โดยกฎลูกโซ  จะได           =  

ดังนั้น            =  

    =  

    = ( ) ( )
2

3 3 3
9

3
g g′ − 

⋅ 
 

 

    = ( )
2

3 8 2
9

3
 − 

⋅ 
 

 

    = 22 
  

2
2 3

6 3 1
x

x x
−

−

( )F x ( )( )f g x

( )F x′ ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅

( )2F ′ ( )( ) ( )2 2f g g′ ′⋅

( )4 5f ′ ⋅

45

( )f x
( )g x
x

( )f x′ ( )g xd
dx x

 
 
 

( )( ) ( ) ( )
2

d dx g x g x x
dx dx

x

−

( ) ( )
2

x g x g x
x

′⋅ −

( )F x ( )( )f g x

( )F x′ ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅

( )2F ′ ( )( ) ( )2 2f g g′ ′⋅

( )3 9f ′ ⋅
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5. 1) จาก        =  

 จะได         =  

   =  

   =  

   =  

  จาก        =   =  

 จะได         =  

   =  

   =  

 2) โดยกฎลูกโซ จะได                 =  

    =  

    =  

  

( )x t
2

2
300
1

t
t+

dx
dt

2

2
300
1

d t
dt t
 
 + 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2

22

1 300 300 1

1

d dt t t t
dt dt

t

+ − +

+

( )( ) ( )

( )

2 2

22

1 600 300 2

1

t t t t

t

+ −

+

( )22

600

1

t

t+

( )P x 2 20x −
1
22 20x −

dP
dx

1
22 20d x

dx
 

−  
 

1
212 0

2
x
− 

−  
 
1
x

dP
dt

dP dx
dx dt

⋅

( )22

1 600

1

t
x t
⋅

+

( )22 2

2

1 600
300 1
1

t
t t
t

⋅
+

+
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 ดังนั้น                              =  

                                =   ( )
( )
600 2

2 10 3
25

5
⋅

 

    =  

6. ให    =  

 จาก   =   =    

 โดยกฎลูกโซ จะได           
  

 =  

      =  

      =  

      =  

จากท่ี t  แทนจํานวนชั่วโมง จะไดวา 0t >  นั่นคือ   จะไดวา อัตราการ

เปลี่ยนแปลงของจํานวนแบคทีเรียเปนบวก นั่นคือ แบคทีเรียมีจํานวนเพ่ิมข้ึนเม่ือเวลาผาน

ไปโดยอยูในรูปกําลังสี่ของเวลา   

ดังนั้น  ( )45 10dN t
dt

= +  และแบคทีเรียมีจํานวนเพ่ิมข้ึนเม่ือเวลาผานไปโดยอยูในรูปกําลังสี่

ของเวลา   
  

2t

dP
dt = ( )

( )
( )22 2

2

600 21

1 2300 2
1 2

⋅
+

+

4 15
5

u 10t +

( )N t ( )510t + 5u

dN
dt

dN du
du dt

⋅

( ) ( )5 10d du t
du dt

⋅ +

( )( )45 1u

( )45 10t +

( )45 10 0t + >
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7. ให     =   

 เนื่องจาก        =   
216

6 6 21610 1 10
1200

r u + = 
 

   

 โดยกฎลูกโซ จะได         =  

      =  

      =  

      =  

 ดังนั้น            

                   

                     

ดังนั้น อัตราการเปลี่ยนแปลงของจํานวนเงินในบัญชีของวนิดา เทียบกับอัตราดอกเบี้ย 1.5%, 

2.5% และ 3% ตอป คือ , และ 

ตามลําดับ 

u 1
1200

r
+

( )A r

( )A r′ dA du
du dr

⋅

( )6 21610 1
1200

d d ru
du dr

 ⋅ + 
 

( )( )6 215 110 216
1200

u  
 
 

215

180,000 1
1200

r + 
 

( )1.5A′ =
2151.5180,000 1

1200
 + 
 

( )2.5A′ =
2152.5180,000 1

1200
 + 
 

( )3A′ =
2153180,000 1

1200
 + 
 

2151.5180,000 1
1200

 + 
 

2152.5180,000 1
1200

 + 
 

2153180,000 1
1200

 + 
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แบบฝกหัด 2.6  

1. 1) จาก  2 3y x x= −  

     จะได        ( )2 3 2 3dy d x x x
dx dx

= − = −   

  ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ 
3

3
x

dy
dx =

=  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน 3 

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ   

นั่นคือ  

 2) จาก  25 6y x= −   

 จะได         ( )25 6 10dy d x x
dx dx

= − =  

 ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ 
2

20
x

dy
dx =

=   

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน 20   

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ   

นั่นคือ  

 3) จาก  2y x x= −   

     จะได       ( )2 1 2dy d x x x
dx dx

= − = −      

 เม่ือ    จะได   

   ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด 1 1,
2 4

 
 
 

 คือ 
1
2

0
x

dy
dx =

=  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1
2

x =   เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1
2

x =  คือ   

นั่นคือ  

( )3, 0

( )3, 0 ( )3, 0

( )3, 0 ( )0 3 3y x− = −

3 9y x= −

( )2, 14

( )2, 14 ( )2, 14

( )2, 14 ( )14 20 2y x− = −

20 26y x= −

1
2

x =
21 1 1

2 2 4
y  = − = 

 

1 1,
2 4

 
 
 

0

1 10
4 2

y x − = − 
 

1
4

y =
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 4) จาก  
2 2xy
x
+

=   

     จะได         dy
dx

  =   
2 2d x

dx x
 +
 
 

   =   ( )12d x x
dx

−+   =   21 2x−−  

   เม่ือ    จะได    

     ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1,3  คือ 
1

1
x

dy
dx =

= −  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1x =  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 1x =  คือ   

นั่นคือ  

 5)   จาก 3 23 4y x= −  

       ให      u  =  23 4x −  

     ดังนั้น   y   =  
1
3u   

  โดยกฎลูกโซ จะได        dy
dx

    =  dy du
du dx

⋅   

                                                      =    ( )
1

23 3 4d du x
du dx

 
⋅ −  

 
 

                                                      =    ( )
2
31 6

3
u x
− 

  
 

 

                                                      =    
( )223

2

3 4

x

x −
 

  ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )2,2−  คือ 
2

1
x

dy
dx =−

= −    

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )2,2−  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )2,2−  และมีความชัน 1−    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )2,2−   คือ ( ) ( )( )2 1 2y x− = − − −   

นั่นคือ y x= −  

1x =
21 2 3
1

y +
= =

( )1, 3 1−

( )3 1y x− = − −

4y x= − +
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 6)   จาก 
( )22

5

1
y

x x
=

− −
 

       ให      u  =  2 1x x− −  

     ดังนั้น  y   =  2
5

u
  

  โดยกฎลูกโซ จะได        dy
dx

   =   dy du
du dx

⋅   

                                                      =    ( )2
2

5 1d d x x
du dxu

  ⋅ − − 
 

 

                                                      =    ( )3
10 2 1x
u

 − − 
 

 

                                                      =    
( )

( )32

10 2 1

1

x

x x

−
−

− −
  

  ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด 
13,
5

 
 
 

 คือ 
3

2
5x

dy
dx =

= −    

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด 
13,
5

 
 
 

 เปนเสนตรงท่ีผานจุด 
13,
5

 
 
 

 และมีความชัน 2
5

−    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด 
13,
5

 
 
 

 คือ ( )1 2 3
5 5

y x − = − − 
 

  

นั่นคือ 
2 7
5 5

y x= − +  

2. เนื่องจาก กราฟของ  ขนานกับเสนสัมผัสเสนโคง  ท่ีจุด  

 ดังนั้น เสนตรง  มีความชันเทากับความชันของเสนสัมผัสเสนโคง   

 ท่ีจุด  

        จะได   2(3 8) 6dy d x x
dx dx

= + =     

 ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ 
1x

dy
dx =

   

 เนื่องจาก  ความชันของเสนตรง  คือ   

 ดังนั้น   
  

y ax= 23 8y x= + ( )1, 11

y ax= 23 8y x= +

( )1, 11

( )1, 11 = 6

y ax= a

6a =
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3. 1)   จากเง่ือนไขของโจทย สามารถเขียนกราฟของเสนตรง 1  และกราฟของฟงกชัน f   

  ไดมากกวาหนึ่งแบบ แตในท่ีนี้จะนําเสนอเปนแนวทางตัวอยางเพียงแบบเดียวเทานั้น  

 
 

 2) จากเง่ือนไขของโจทย สามารถเขียนกราฟของเสนตรง 2  และกราฟของฟงกชัน g   

  ไดมากกวาหนึ่งแบบ แตในท่ีนี้จะนําเสนอเปนแนวทางตัวอยางเพียงแบบเดียวเทานั้น 
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 3)   จากเง่ือนไขของโจทย สามารถเขียนกราฟของเสนตรง 3  และกราฟของฟงกชัน h   

  ไดมากกวาหนึ่งแบบ แตในท่ีนี้จะนําเสนอเปนแนวทางตัวอยางเพียงแบบเดียวเทานั้น 

 
 
4.  เนื่องจาก   คือ ความชันของเสนโคง  ท่ีจุด  

 และเสนตรง  เปนเสนสัมผัสเสนโคง  ท่ีจุด  

 ดังนั้น    คือความชันของเสนตรง   

 นั่นคือ   

5. เนื่องจาก   คือ ความชันของเสนโคง  ท่ีจุด   และ   

 ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด  คือ  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  เปนเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ    

นั่นคือ  

6.  เนื่องจาก  2y x x= − +   

 จะได  ( )2 1 2dy d x x x
dx dx

= − + = − +    

ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  1 2
x a

dy a
dx =

= − +   

 เนื่องจาก  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  

 ดังนั้น  1 2 3a− + =    

 นั่นคือ  2a =      

( )2f ′ ( )y f x= ( )( )2, 2f

3 1x y− = ( )y f x= ( )( )2, 2f

( )2f ′ 3 1x y− =

( )2 3f ′ =

( )3f ′ ( )y f x= ( )( )3, 3f ( )3 1f = −

( )3, 1− 5

( )3, 1− ( )3, 1− 5

( )3, 1− ( ) ( )1 5 3y x− − = −

5 16y x= −

( ),a b

( ),a b 3
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 เนื่องจาก  เสนโคง  ผานจุด  

 ดังนั้น   2 22 2 2b a a= − + = − + =           

 จะได   และ  

7.  เนื่องจาก  23 5y x= −   

 จะได  ( )23 5 6 0 6dy d x x x
dx dx

= − = − =     

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ ( )
1

6 1 6
x

dy
dx =

= =   

 เนื่องจาก  เสนตรง y mx c= +  ขนานกับเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 2−   

 ดังนั้น  เสนตรง y mx c= +  มีความชัน 6 และ c  เปนจํานวนจริงใด ๆ 

 นั่นคือ 6m =  และ c  เปนจํานวนจรงิใด ๆ 

8.  เนื่องจาก  3y x=    

 จะได   ( )3 23dy d x x
dx dx

= =    

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ ( )2

1

3 1 3
x

dy
dx =

= =   

 จะไดวา เสนตรงท่ีตองการมีความชัน 3 และผานจุด ( )2, 3     

      ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีตองการ คือ  ( )3 3 2y x− = −   นั่นคือ 3 3y x= −  

9. ให  ( ),a b  เปนจุดบนเสนโคง  3 3y x x= −  ซ่ึงเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดนี้ขนานกับแกน  

 เนื่องจาก  3 3y x x= −      

 จะได   ( )3 23 3 3dy d x x x
dx dx

= − = −   

ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  23 3
x a

dy a
dx =

= −   

เนื่องจาก เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( ),a b  ขนานกับแกน X   

ดังนั้น เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( ),a b  มีความชันเปน 0 

 นั่นคือ  23 3 0a − =                        

 จะได 1a = −   หรือ  1a =    

 เนื่องจาก  ( ),a b   เปนจุดบนเสนโคง 3 3y x x= −  

2y x x= − + ( ),a b

2a = 2b =

( )1, 2−

( )1, 1

X

( ),a b
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 ดังนั้น  3 3b a a= −   

 ดังนั้น เม่ือ 1a = −  จะได  ( ) ( )31 3 1 2b = − − − =    

 และ เม่ือ 1a =  จะได  ( )31 3 1 2b = − = −   

ดังนั้น จุดบนเสนโคง 3 3y x x= −  ซ่ึงเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดนี้ขนานกับแกน X  คือ 

 และ  

10. ให    เปนจุดบนเสนโคง  ซ่ึงเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดนี้มีความชัน  

 เนื่องจาก   4y x=  

 จะได   ( )4 34dy d x x
dx dx

= =      

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  คือ  34
x a

dy a
dx =

=  

 เนื่องจาก เสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด  มีความชัน  

 ดังนั้น  3 14
2

a =   

 นั่นคือ  1
2

a =   

 เนื่องจาก    เปนจุดบนเสนโคง  

 ดังนั้น  
4

4 1 1
2 16

b a  = = = 
 

    

จะไดวา เสนตรงท่ีมีความชัน  และสัมผัสเสนโคง   จะผานจุด ( ) 1 1, ,
2 16

a b  =  
 

  

เนื่องจากเสนตรงท่ีตองการ เปนเสนตรงท่ีผานจุด 1 1,
2 16

 
 
 

 และมีความชัน 1
2

    

ดังนั้น  เสนตรงท่ีมีความชัน 1
2

 และสัมผัสเสนโคง  4y x=  คือ  1 1 1
16 2 2

y x − = − 
 

  

นั่นคือ  

  

( )1, 2− ( )1, 2−

( ),a b 4y x= 1
2

( ),a b

( ),a b 1
2

( ),a b 4y x=

1
2

4y x=

1 3
2 16

y x= −
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11. เนื่องจาก   2y ax=    

 จะได  ( )2 2dy d ax ax
dx dx

= =   

 ดังนั้น  ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุดซ่ึง 2x =  คือ ( )
2

2 2 4
x

dy a a
dx =

= =  

 เนื่องจาก สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ี 2x =  คือ 4x y b+ =   

 ดังนั้น เสนสัมผัสเสนโคงท่ี 2x =  จะมีความความชัน 4−   

 นั่นคือ   4 4a− =   

 จะได  1a = −   

 เนื่องจาก เสนตรง 4x y b+ =  สัมผัสเสนโคง  2y x= −  ท่ี 2x =   

 และจุด  ( ) ( )22, 2 2, 4− = −   เปนจุดบนเสนโคง  2y x= −    

 ดังนั้น เสนตรง 4x y b+ =  ผานจุด  ( )2, 4−   

 นั่นคือ  ( ) ( )4 2 4 4b = + − =   

 ดังนั้น  1a = −   และ 4b =   
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แบบฝกหัด 2.7  

1.  1) จาก      ( )f x  = 25 – 4 2x x +  

  จะได    ( )f x′  = ( )25 – 4 2d x x
dx

+  

      = 10 – 4x  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )10 – 4d x
dx

 

      = 10  
 2) จาก      ( )f x  = 3 55 2 4 – 3x x x+ +  

  จะได    ( )f x′  = ( )3 55 2 4 – 3d x x x
dx

+ +  

      = 2 42 12 –15x x+  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )2 42 12 –15d x x
dx

+  

      = 324 – 60x x  

 3) จาก      ( )f x  = 43 2 5x x x− + −  =  
1

4 23 2 5x x x− + −  

  จะได    ( )f x′  = 
1

4 23 2 5x x
dx

xd
− + −

 
  
 

 

      = 
1

3 2112 2
2

x x
−

− +  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = 
1

3 2112 2
2

x xd
dx

− 
  
 

− +  

      = 
3

2 2136
4

x x
−

−  

      = 2
3
2

136
4

x
x

−  
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 4) จาก      ( )f x  = 23 2 4x x
x

− +  =  
1

1 23 2 4x x x−− +  

  จะได    ( )f x′  = 
1

1 23 2 4x
x

x xd
d

−− +
 
  
 

 

      = 
2

231 2 8
3

x x x
− −+ +  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = 
2

231 2 8
3dx

x x xd − − 
  +
 

+   

      = 
5

332 4 8
9

x x
− −− − +  

      = 5 3
3

2 4 8
9

x
x

− − +  

 5) จาก      ( )f x  = ( )( )2 35 – 3 7x x x+  =  5 335 16 3x x x− −  

  จะได    ( )f x′  = ( )5 335 16 3d
d

x x
x

x− −  

      = 4 2175 48 3x x− −  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )4 2175 48 3d
d

x x
x

− −  

      = 3700 96x x−  

 6) จาก      ( )f x  = 1x
x
+  =  11 x−+  

  จะได    ( )f x′  = ( )11d
dx

x−+  

      = 2x−−  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = ( )2d
dx

x−−  

      = 32x−  

      = 3
2
x
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 7) จาก      ( )f x  = 3 2
5
x

x
−  =  13 2

5 5
x−−  

  จะได    ( )f x′  = 13 2
5 5

xd
dx

− − 
 
 

 

      = 22
5

x−  

  ดังนั้น   ( )f x′′  = 22
5

d
x

x
d

− 
 
 

 

      = 34
5

x−−  

      = 3
4

5x
−  

2. 1) จาก      ( )f x  = –5 5x x+  

  จะได    ( )f x′  = ( )–5 5d x x
dx

+  

      = –6 45 5x x− +  

            ( )f x′′  = ( )–6 45 5d x x
dx

− +  

      = –7 330 20x x+  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )–7 330 20d x x
dx

+  

      = –8 2210 60x x− +  

      = 8
2210 60x

x
− +  

 2) จาก      ( )f x  = 25 – 4 7x x +  

  จะได    ( )f x′  = ( )25 – 4 7d x x
dx

+  

      = 10 – 4x  

            ( )f x′′  = ( )10 – 4d x
dx

 

      = 10  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )10d
dx

 

      = 0  
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 3) จาก      ( )f x  = –2 –13 4x x x+ +  

  จะได    ( )f x′  = ( )–2 –13 4d x x x
dx

+ +  

      = –3 –246 1x x−− +  

            ( )f x′′  = ( )–3 –2 16 4d x x
dx

− +−  

      = – 4 –318 8x x+  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )– 4 –3818d x x
dx

+  

      = –5 –42 47 2x x−−  

      = 5 4
472 2

x x
−−  

 4) จาก      ( )f x  = 
1

x
x +

 

  จะได    ( )f x′  = 
1

d x
dx x

 
 + 

 

      = 
( ) ( ) ( )

( )2

1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ − +

+
 

      = ( )( ) ( )
( )2
1 1 1

1
x x

x
+ −

+
 

      = ( ) 21x −+  

            ( )f x′′  = ( )( )21d x
dx

−+  

      = ( ) ( )32 1 1dx x
dx

−− + +  

      = ( ) 32 1x −− +  

  ดังนั้น  ( )f x′′′  = ( )( )32 1d x
dx

−− +  

      = ( ) ( )46 1 1dx x
dx

−+ +  

      = ( ) 46 1x −+  

      = 
( )4

6
1x +
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3. จาก      ( )f x  = 23 – 2x  

 จะได     ( )f x′  = ( )23 – 2d x
dx

 

     = 6x  

      ( )f x′′  = ( )6d x
dx

 

     = 6  

 และ     ( )f x′′′  = ( )6d
dx

 

     = 0  
 ดังนั้น   ( )2f ′′′  = 0  

4. จาก            y  = 4
6
x

 =  46x−  

 จะได       
 
dy
dx

 = ( )46d
dx

x−  

     = 524x−−  

         
2

2
d y
dx

 = ( )524d
dx

x−−  

     = 6120x−  

            
3

3
d y
dx

 = ( )6120d
x

x
d

−  

     = 7720x−−  

 ดังนั้น    
  

4

4
d y
dx

 = ( )7720d
dx

x−−  

     = 85,040x−  

5. จาก        =    =   ( ) 11 x −−   

 จะได      = ( ) 11d x
dx

−−   

     = ( ) ( )21 1 1dx x
dx

−− − −   

     = ( ) ( )21 1 1x −− − −  

     = ( ) 21 x −−  
  

( )f x 1
1 x−

( )f x′
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             ( )f x′′   = ( ) 21d x
dx

−−   

     = ( ) ( )32 1 1dx x
dx

−− − −   

     = ( ) ( )32 1 1x −− − −  

     = ( )( )( ) 31 2 1 x −−  

             ( )f x′′′   = ( )( )32 1d x
dx

−−   

     = ( ) 32 1d x
dx

−−   

     = ( ) ( )42 3 1 1dx x
dx

− − − − 
 

  

     = ( ) ( )( )42 3 1 1x −− − −   

     = ( )( )( )( ) 41 2 3 1 x −−   
        
 ดังนั้น  ( ) ( )nf x  = ( )( )( ) ( )( ) ( )11 2 3 1 nn x − +−   

     = 
( ) 1

!
1 n

n
x +−
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แบบฝกหัด 2.8.1  

1.  จาก   ( ) 32 5s t t t= − +   

 จะไดวา   ( )v t   =   ( )s t′  =  26 1t −   

 และ  ( ) ( ) 12a t v t t′= =   

ดังนั้น ระยะหางของวัตถุจากตําแหนงเริ่มตน ขณะเวลา 1 วนิาที   

คือ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 31 0 2 1 1 5 2 0 0 5 1 1s s− = − + − − + = =  เมตร 

ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 1 วินาที คือ ( ) ( )21 6 1 1 5v = − =  เมตรตอวินาที 

       และ ความเรงของวัตถุขณะเวลา 1 วินาที คือ ( )1 12a =  เมตรตอวินาที2 

2.    จาก ( ) 3 2– 3 5s t t t t+ +=  

        จะไดวา  ( ) ( ) 23 6 1v t s t t t′= = − +  

      และ ( ) ( ) 6 6a t v t t′= = −  

      ดังนั้น ระยะหางของวัตถุจากตําแหนงเริ่มตนขณะ 1t =   

 คือ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 3 21 0 1 3 1 1 5 0 3 0 0 5 1 1s s− = − + + − − + + = − =  เมตร 

      ความเร็วของวัตถุขณะ 1t =   คือ ( ) ( ) ( )21 3 1 6 1 1 2v = − + = −  เมตรตอวินาที 

       และความเรงของวัตถุขณะ 1t =  คือ ( ) ( )1 6 1 6 0a = − =  เมตรตอวินาที2 

3.   จาก  ( ) 25 50s t t= − +  

      จะไดวา  ( ) ( ) 10v t s t t′= = −   

      และ  ( ) ( ) 10a t v t′= = −   

      1)  ระยะหางของวัตถุจากตําแหนงเริ่มตน หลังจากปลอยวัตถุไปแลว 3   วินาที  

  คือ ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 23 0 5 3 50 5 0 50 45 45s s− = − + − − + = =  เมตร 

 2) ความเร็วของวัตถุขณะเวลา 2  วินาที คือ ( ) ( )2 10 2 20v = − = −  เมตรตอวินาที 

 3) ความเรงของวัตถุขณะเวลา  วินาที คือ ( )5 10a = −  เมตรตอวินาที2  
  

5
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4.  จาก  ( ) 210 5s t t t= −   

 จะไดวา  ( ) ( ) 10 10v t s t t′= = −   

 และ  ( ) ( ) 10a t v t′= = −   

 1)   ความเร็วของกอนหินขณะเวลา  ใด ๆ คือ 10 10t−  เมตรตอวินาที 

 2)   ความเรงของกอนหินขณะเวลา  ใด ๆ คือ 10−  เมตรตอวินาที2 

 3)   วิธีท่ี 1 เนื่องจาก  ( ) 210 5s t t t= −   

   จะได  ( ) ( )25 1 5s t t= − − +  

   นั่นคือ กราฟของ s  เปนพาราโบลาคว่ําท่ีมีจุดยอดอยูท่ี ( )1, 5   

   ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 1 วินาที กอนหินจึงจะอยูในตําแหนงสูงท่ีสุดจาก 

   ตําแหนงเริ่มตน 

  วิธีท่ี 2 จาก  ( ) 210 5s t t t= −  

   จะได  ( ) ( ) 10 10v t s t t′= = −   

   เนื่องจาก เม่ือกอนหินอยูในตําแหนงท่ีสูงท่ีสุดจากตําแหนงเริ่มตน กอนหินจะ 

   มีความเร็วเปน 0 เมตรตอวินาที 

   นั่นคือ  ( ) 0v t =   

   จะได    10 10t−   = 0 
    t   = 1 
   ดังนั้น เม่ือเวลาผานไป 1 วินาที กอนหินจึงจะอยูในตําแหนงสูงท่ีสุดจาก 

   ตําแหนงเริ่มตน 
 
 
 
 
 

t

t
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แบบฝกหัด 2.8.2  

1. 1) เนื่องจาก  ( ) ( )2 2 2 1f x x x′ = − − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี ้

 
จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง ( ), 1−∞ −  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง ( )1,− ∞  

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ), 1−∞ −  และ f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )1,− ∞  

 2) เนื่องจาก   ( ) 4 1f x x′ = −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1
4

x =  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 

            จะไดวา ( ) 0f x′ <   บนชวง 1,
4

 −∞ 
 

 

และ ( ) 0f x′ >   บนชวง 1 ,
4

 ∞ 
 

 

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันลดบนชวง 1,
4

 −∞ 
 

 และ f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 1 ,
4

 ∞ 
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 3) เนื่องจาก  ( ) ( )( )23 2 8 3 4 2f x x x x x′ = − − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4
3

x = −  หรือ 2x =  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 

   จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง 4,
3

 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง 4 , 2
3

 − 
 

 

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 4,
3

 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

  และ   f  เปนฟงกชันลดบนชวง 4 , 2
3

 − 
 

 

 4) เนื่องจาก   ( ) ( )( )26 6 36 6 3 2f x x x x x′ = + − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 3x = −  หรือ 2x =  

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 
   จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง ( ), 3−∞ −  และชวง ( )2, ∞  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง ( )3, 2−  

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ), 3−∞ −  และชวง ( )2, ∞  

  และ   f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )3, 2−  
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 5) เนื่องจาก   ( ) ( )( )23 4 4 3 2 2f x x x x x′ = − − = + −   

พิจารณาคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง  ดังนี้ 

 
   จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง  2,

3
 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

และ ( ) 0f x′ <   บนชวง 2 , 2
3

 − 
 

 

ดังนั้น  f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง 2,
3

 −∞ − 
 

 และชวง ( )2, ∞  

  และ   f  เปนฟงกชันลดบนชวง 2 , 2
3

 − 
 

 

2. 1) จาก   ( ) 2 8 7f x x x= − +   

จะได  ( ) ( )2 8 2 4f x x x′ = − = −   

            ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  คือ 4  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 2f x′′ =   

            เนื่องจาก        ( )4f ′′  =   2   ซ่ึง  2 0>  

ดังนั้น f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 4x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )4 9f = −  

 2) จาก ( ) 3 3 6f x x x= − +   
จะได  ( ) ( ) ( )( )2 23 3 3 1 3 1 1f x x x x x′ = − = − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  หรือ  1x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  มี 2 คา คือ 1−  และ 1 

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 6f x x′′ =   

            เนื่องจาก       ( )1f ′′ −  =   6−   ซ่ึง  6 0− <  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 439 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

            และ               ( )1f ′′   =     6  ซ่ึง    6 0>  

ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 1x = −  และคาสูงสุดสัมพัทธคือ ( )1 8f − =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 1x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )1 4f =  

 3) จาก  ( ) 3 23 24 4f x x x x= − − +   

จะได  ( ) ( ) ( )( )2 23 6 24 3 2 8 3 4 2f x x x x x x x′ = − − = − − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4x =  หรือ  2x = −  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  มี 2 คา คือ 4  และ 2−  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) ( )6 6 6 1f x x x′′ = − = −   

             เนื่องจาก       ( )4f ′′  =   18   ซ่ึง  18 0>  

             และ            ( )2f ′′ −   =  18−  ซ่ึง 18 0− <  

ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 2x = −  และคาสูงสุดสัมพัทธคือ ( )2 32f − =  

  และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 4x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )4 76f = −  

 4) จาก  ( ) 4 28 12f x x x= − +   

จะได  ( ) ( ) ( )( )3 24 16 4 4 4 2 2f x x x x x x x x′ = − = − = − +   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 2x = − , 0x =  หรือ 2x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชัน  f  มี 3 คา คือ 2− , 0  และ 2  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 212 16f x x′′ = −   

                เนื่องจาก      ( )2f ′′ −  =   32   ซ่ึง   32 0>  

           ( )0f ′′  =   16−  ซ่ึง 16 0− <  

             และ             ( )2f ′′  =   32   ซ่ึง   32 0>  

ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 0x =  และคาสูงสุดสัมพัทธคือ ( )0 12f =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 2x = −  และ 2x =  โดยคาต่ําสุดสัมพัทธคือ 

( )2 4f − = −  และ ( )2 4f = −  ตามลําดับ 
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 5) จาก  ( ) 4 34 8f x x x= − +   

จะได  ( ) ( )3 2 24 12 4 3f x x x x x′ = − = −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ  0x =  หรือ  3x =  

ดังนั้น คาวิกฤตของฟงกชัน f  มี 2  คา  คือ 0  และ 3             

พิจารณาคาของ ( )f x′  เม่ือ x  เปนคาวิกฤตและจํานวนจริงในชวงตาง ๆ  โดยใช 

เสนจํานวน ดังนี้ 

 
จะเห็นวา ( )f x′  ท่ี 0x =  ไมมีการเปลี่ยนจากจํานวนบวกเปนจํานวนลบหรือไมมีการ

เปลี่ยนจากจํานวนลบเปนจํานวนบวก 

ดังนั้น 0  เปนคาวิกฤตท่ีไมไดทําใหฟงกชันมีคาสูงสุดสัมพัทธหรือคาต่ําสุดสัมพัทธ 

เนื่องจาก ท่ี 3x =  เปนจุดแบงท่ีทําให ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนลบเปนจํานวนบวก  

ดังนั้น f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 3x =  และคาต่ําสุดสัมพัทธคือ ( )3 19f = −   

3. 1) จาก  ( ) 2 4 3f x x x= − +   

 จะได  ( ) ( )2 4 2 2f x x x′ = − = −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 2x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0,5  คือ 2  

ตอไปคํานวณหา ( ) ( )0 , 2f f  และ ( )5f  จะได 

( )0f  =  3  

( )2f  =  1−  

( )5f  =  8  

สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 5x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ ( )5 8f =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2x =  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )2 1f = −  
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 2) จาก  ( ) 3 22 4 8f x x x x= − − +   

 จะได  ( ) ( )( )23 4 4 3 2 2f x x x x x′ = − − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 2
3

x = −  หรือ 2x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )2,3−  คือ 2
3

−  และ 2  

ตอไปคํานวณหา ( ) ( )22 , , 2
3

f f f − − 
 

 และ ( )3f  จะได 

( )2f −  =  0  

2
3

f  − 
 

 =  256
27

 

 ( )2f  =  0  

 ( )3f  =  5  

สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 2
3

x = −  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ 2 256
3 27

f  − = 
 

 

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2x = −  และ 2x =  โดยท่ีคาต่ําสุดสัมบูรณคือ 

( ) ( )2 2 0f f− = =  

 3) จาก  ( ) 4 3 22 9 27f x x x x= − − +   

 จะได  ( ) ( ) ( )( )3 2 24 6 18 2 2 3 9 2 2 3 3f x x x x x x x x x x′ = − − = − − = + −   

ดังนั้น ( ) 0f x′ =  เม่ือ 3
2

x = − , 0x =  หรือ 3x =  

จะไดวาคาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )2,4−  คือ 3
2

− , 0  และ 3  

ตอไปคํานวณหา ( ) ( ) ( )32 , , 0 , 3
2

f f f f − − 
 

 และ ( )4f  จะได 

( )2f −  =  23 

3
2

f  − 
 

 =  297
16

 

 ( )0f  =  27  

 ( )3f  =  27−  

 ( )4f  =  11  
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สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 0x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ ( )0 27f =  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x =  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )3 27f = −  

 4) จาก    ( )f x  =   3 5 4x x+ −  

 จะได ( )f x′  =   23 5x +  

 เนื่องจาก  ( ) 23 5 0f x x′ = + >   ทุก ( )3, 1x∈ − −  

ดังนั้น  f   ไมมีคาวิกฤตในชวงเปด ( )3, 1− −  

ตอไปคํานวณหา ( )3f −  และ ( )1f −  จะได 

( )3f −  =  46−  

( )1f −  =  10−  

สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 1x = −  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ ( )1 10f − = −  

และ f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x = −  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )3 46f − = −  

4. จาก  ( ) 3 2f x x ax bx c= + + +  

 จะได  ( ) 23 2f x x ax b′ = + +  

 ดังนั้น คําตอบของสมการ ( ) 0f x′ =  คือ 
22 4 12

6
a a bx − ± −

=  หรือ 
2 3

3
a a bx − ± −

=  

 เนื่องจาก คาวิกฤตคือคําตอบของสมการ ( ) 0f x′ =  

 ดังนั้น  f  จะมีคาวิกฤต 2  คา เม่ือ 2 3 0a b− >  

       f  จะมีคาวิกฤต 1 คา เม่ือ 2 3 0a b− =  

 และ    f  จะไมมีคาวิกฤต เม่ือ 2 3 0a b− <  

 จะไดวา ตัวอยางจํานวนจริง ,a b  และ c  ท่ีทําให 

 1) f  มีคาวิกฤต 2 คา คือ 0a = , 3b = −  และ 0c =  

 2) f  มีคาวิกฤตเพียง 1 คา คือ  0a = , 0b =  และ 0c =  

 3) f  ไมมีคาวิกฤต คือ  0a = , 3b =  และ 0c =  
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แบบฝกหัด 2.8.3  

1.    จาก  100 0.04p x= −   

 เนื่องจากราคาสินคา p    เปนจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ 0  ดังนั้น [ ]0, 2500x∈   

 ให   แทนกําไรท่ีไดจากการผลิตสินคา  ชิ้น เม่ือ [ ]0, 2500x∈  

 จะได      

       

          เม่ือ   

 ดังนั้น     0.08 78x− +   

 ถา  แลวจะได  0.08 78 0x− + =  

นั่นคือ  975x =   

ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ 975 

ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 

     

   

   

 สรุปไดวา  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 975x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  

 ดังนั้น แมคาจะตองผลิตสินคาออกขายสัปดาหละ 975 ชิ้น จึงจะไดกําไรมากท่ีสุด 

2.  ให ( )C x  แทนคาใชจายรวมในการสั่งใหรถบรรทุกวิ่งดวยอัตราเร็วเฉลี่ย  กิโลเมตรตอชั่วโมง 

เม่ือ  

 เนื่องจาก ระยะเวลาท่ีรถบรรทุกของบริษัทวิ่งรับสงสินคาคือ  ชั่วโมง 

 ดังนั้น บริษัทจะตองจายคาน้ํามัน   บาท 

 และจายคาเบี้ยเลี้ยงคนขับ    บาท 

  

( )P x x

( )P x = ( )600 22px x− +

= ( ) ( )100 0.04 600 22x x x− − +

= 20.04 78 600x x− + − [ ]0,2500x∈

( )P x′ =

( ) 0P x′ =

( )0,2500

( ) ( )0 , 975P P ( )2,500P

( )0P = 600−

( )975P = 37,425

( )2,500P = 55,600−

P ( )975 37,425P =

x

[ ]25,80x∈

500
x

( )
2500 24 24

150
x

x
 

+ 
 

( )500 49
x
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 จะได      

        เม่ือ   

 ดังนั้น       

 ถา ( ) 0C x′ =   แลวจะได 

                           0 = 2

312,50080
x

−   

                               2

312,500
x

 = 80  

                            280x   = 312,500 
                                    2x   = 3,906.25 
           2 312,500x −   = 0 
         ( )( )62.5 62.5x x+ −  = 0  

 นั่นคือ  62.5x = −   หรือ 62.5x =  

 เนื่องจาก   

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

 ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 

                =  

                                             =  

                  =  

 สรุปไดวา  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ ( )62.5 10,000C =   

 ดังนั้น บริษัทควรใหคนขับขับรถดวยอัตราเร็วเฉลี่ย 62.5 กิโลเมตรตอชั่วโมง จึงจะประหยัดท่ีสุด 

3. จากโจทยจะได 6 4 200x y+ =  

 นั่นคือ 350
2

y x= −   

 เนื่องจากความยาวและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากเปนจํานวนจริงบวก  

 ดังนั้น 1000,
3

x  ∈ 
 

 

 ให  แทนพ้ืนท่ีของท่ีดินท่ีลอมดวยลวดหนาม 

( )C x = ( ) ( )
2500 50024 24 49

150
x

x x
 

+ + 
 

=
312,50080x

x
+ [ ]25,80x∈

( )C x′ = 2
312,50080

x
−

( )62.5 25,80− ∉

( )25,80 62.5

( ) ( )25 , 62.5C C ( )80C

( )25C 14,500

( )62.5C 10,000

( )80C 10,306.25

C 62.5x =

A
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 จะได          

      33 50
2

x x − 
 

 

      29150
2

x x−   เม่ือ 1000,
3

x  ∈ 
 

 

 ดังนั้น    150 9x−  

 ถา  แลวจะได  150 9 0x− =  

 นั่นคือ  

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2  ของฟงกชัน A  จะได ( ) 9A x′′ = −  

เนื่องจาก 50 9
3

A  ′′ = − 
 

 ซ่ึง 9 0− <  

ดังนั้น A  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 50
3

x =  เพียงคาเดียวบนชวง 1000,
3

 
 
 

 

 สรุปไดวา A  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 50
3

x =  บนชวง 1000,
3

 
 
 

 

 และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  50
3

A 
 
 

  1,250  

 ดังนั้น จะลอมพ้ืนท่ีไดมากท่ีสุด 1,250  ตารางเมตร 

4. ให     แทนผลของการลบจํานวนจริง  ดวยกําลังสองของ  

 จะได   ( ) 2f x x x= −   เม่ือ ( ),x∈ −∞ ∞  

 ดังนั้น  ( ) 1 2f x x′ = −  

 ถา  แลวจะได   

นั่นคือ  

ดังนั้น  คาวิกฤต คือ  

ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน f  จะได ( ) 2f x′′ = −   

เนื่องจาก  1 2
2

f  ′′ = − 
 

  ซ่ึง 2 0− <   

A = 3xy

=

=

( )A x′ =

( ) 0A x′ =

50
3

x =

1000,
3

 
 
 

50
3

=

( )f x x x

( ) 0f x′ = 1 2 0x− =

1
2

x =

1
2
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ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 1
2

x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( ),−∞ ∞   

สรุปไดวา  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 1
2

x =  

นั่นคือ จํานวนจริงท่ีเม่ือนําจํานวนดังกลาวลบออกดวยจํานวนจริงนั้น แลวไดผลลบมีคามาก

ท่ีสุด คือ 1
2

  

5. ให  แทนจํานวนจํานวนหนึ่ง จะไดวา จํานวนอีกจํานวนหนึ่งมีคาเปน 10 x−  

 ให     แทนผลคูณของสองจํานวนดังกลาว 

 จะได      ( ) ( )10f x x x= −   เม่ือ ( ),x∈ −∞ ∞   

            210x x−  
 ดังนั้น 

   
      

 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  

 ดังนั้น  คาวิกฤต คือ  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน f  จะได  ( ) 2f x′′ = −   

 เนื่องจาก  ( )5 2f ′′ = −   ซ่ึง 2 0− <   

 ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 5x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( ),−∞ ∞   

 สรุปไดวา f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 5x =  

 นั่นคือ จํานวนจริงสองจํานวนท่ีมีผลบวกเปน 10 และผลคูณของสองจํานวนนี้มีคามากท่ีสุด 

คือ 5 และ 10 – 5 = 5 

6.  1)  ให  และ  เปนจํานวนจริงสองจํานวนท่ีมากกวาหรือเทากับศูนยซ่ึง 1x y+ =
 

  ดังนั้น   และ  

  ให     แทนผลบวกของกําลังสองของ  และ 1 – x   

  จะได     

         เม่ือ   

  ดังนั้น    4 2x −   

  ถา  แลวจะได  4 2 0x − =  

x

( )f x

=

( )f x′ = 10 2x−

( ) 0f x′ = 10 2 0x− =

5x =

5

x y

1y x= − [ ]0, 1x∈

( )f x x

( )f x = ( )22 1x x+ −

= 22 2 1x x− + [ ]0, 1x∈

( )f x′ =

( ) 0f x′ =
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นั่นคือ  

ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด  คือ  

 ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 

    

                                  

      

 สรุปไดวา  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 0x =  และ 1x =  โดยท่ีคาสูงสุดสัมบูรณคือ 

 

 ดังนั้น จะตองเลือกจํานวนจริงสองจํานวนคือ 0 และ 1 จึงจะทําใหผลบวกของกําลังสอง

ของแตละจํานวนมีคามากท่ีสุด 

 2) จากขอ 1) สรุปไดวา  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และคาต่ําสุดสัมบูรณคือ  

  ดังนั้น จะตองเลือกจํานวนจริงท้ังสองจํานวนเปน  จึงจะทําใหผลบวกของกําลังสอง

ของแตละจํานวนมีคานอยท่ีสุด 

7.    จาก            2400 20x x+ −        

       เนื่องจากกําไรและปริมาณปุยตองเปนจํานวนจริงท่ีมากกวาหรือเทากับ 0 จึงพิจารณาเฉพาะ 

      0, 10 10 5x  ∈ +   

 จะได ( ) 20 2p x x′ = −   

 ถา  ( ) 0p x′ =   แลวจะได  20 2 0x− =   

 นั่นคือ   10x =   

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0, 10 10 5+   คือ 10 

 ตอไปคํานวณหา ( ) ( )0 , 10p p  และ ( )10 10 5p +  จะได 

  

1
2

x =

( )0,1 1
2

( ) 10 ,
2

f f  
 
 

( )1f

( )0f = 1

1
2

f  
 
 

=
1
2

( )1f = 1

f

( ) ( )0 1 1f f= =

f
1
2

x = 1 1
2 2

f   = 
 

1
2

p =
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         ( )0 400p =  
        ( )10 500p =  

  ( )10 10 5 0p + =  

 นั่นคือ   เปนคาสูงสุดสัมบูรณ 

 จะไดวา จะตองใชปุย 10  กิโลกรัมตอท่ีดิน 1 ไร  จึงจะไดกําไรสุทธิสูงสุดและกําไรสุทธิสูงสุด

จากผลผลิตตอไรคือ 500 บาท 

8. จาก           เม่ือ [ )0,t∈ ∞   

 จะได    4 0.4t−  

 ถา ( ) 0C t′ =  แลวจะได  4 0.4 0t− =  

 นั่นคือ 10t =  

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0, ∞  คือ 10  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน C  จะได ( ) 0.4C x′′ = −   

 เนื่องจาก  ( )10 0.4C′′ = −   ซ่ึง 0.4 0− <   

 ดังนั้น  C  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 10x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, ∞  

 ตอไปคํานวณหาคา ( )0C  และ ( )10C  จะได 

         ( )0 10C =  
            ( )10 30C =  

นั่นคือ ( )10 30C =  เปนคาสูงสุดสัมบูรณ 

 จะไดวา อุณหภูมิจะข้ึนสูงสุดเม่ือเวลาผานไป 10  วินาที และอุณหภูมิสูงสุดเปน 30  องศาเซลเซียส 

9.    ให x  แทนความยาวรั้วท่ีลอมดานท่ีอยูตรงขามแมน้ํา 

และ y  แทนความยาวรั้วท่ีลอมแตละดานท่ีเหลือ 

เนื่องจากตองการลอมรั้วเปนรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีพ้ืนท่ี 384 ตารางเมตร 

จะได      xy    =     384  

นั่นคือ      y           =          

384
x

      เม่ือ  ( )0,x∈ ∞  

ให   P   แทนคาใชจายในการลอมรั้ว 

จะได      P    =     3,000 2,000x y+  

( )10 500p =

( )C t = 210 4 0.2t t+ −

( )C t′ =
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นั่นคือ  ( )P x   =     3843,000 2,000x
x

 +  
 

  เม่ือ  ( )0,x∈ ∞  

ดังนั้น  ( )P x′   =      ( )
2

2,000 384
3,000

x
−  

ถา ( )P x′  =  0  แลวจะได  ( )
2

2,000 384
3,000

x
−  =  0  

นั่นคือ x =  16  หรือ 16−  

เนื่องจาก ( )16 0,− ∉ ∞   

ดังนั้น คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด ( )0, ∞ คือ 16  

เนื่องจาก ( ) 0P x′ <   เม่ือ 0 16x< <  

และ ( ) 0P x′ >  เม่ือ 16x >  

 จะได  P  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )0, 16  และ P  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( )16, ∞   

ดังนั้น P  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 16x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, ∞  

 สรุปไดวา P  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 16x =  

นั่นคือ ( )16 96,000P =  เปนคาต่ําสุดสัมบูรณ 

เนื่องจาก x  =  16  จะได y  =  
384
16

  =  24  

ดังนั้น จะตองสรางรั้วใหมีความกวาง 16 เมตร และความยาว 24 เมตร จึงจะทําใหคาใชจาย

ต่ําท่ีสุด และคาใชจายต่ําท่ีสุดคือ 96,000 บาท 

10.  ให    แทนความจขุองกลองเม่ือตัดรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสยาวดานละ x  เซนติเมตรท่ีมุมท้ังสี่ออก 

 จะได      

        
 เนื่องจากความกวาง ความยาว ความสูง และปริมาตรของกลองเปนจํานวนจริงบวก  

 จะได ( )0, 10x∈  

 ดังนั้น      

       

 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  หรือ  

( )V x

( )V x = ( )( )20 2 24 2x x x− −

= 3 24 88 480x x x− +

( )V x′ = 212 176 480x x− +

= ( )24 3 44 120x x− +

( ) 0V x′ = ( )24 3 44 120 0x x− + =

22 2 31
3

x −
=

22 2 31
3

x +
=
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 เนื่องจาก  

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  มีเพียงคาเดียวคือ  

      เนื่องจาก ( ) ( )4 6 44V x x′′ = −  และ    

                    ( )22 2 31 22 2 314 6 44 4 4 31 0
3 3

V
    − −′′ = − = − <            

    

 ดังนั้น      เปนคาสูงสุดสัมพัทธ 

 เนื่องจาก  V   มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี  เพียงคาเดียวบนชวง   

 สรุปไดวา  V   มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี  บนชวง  

 และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  22 2 31 774.16
3

V
 −

≈  
 

  

 จะไดวา กลองจะมีความจุมากท่ีสุดประมาณ 774.16 ลูกบาศกเซนติเมตร เม่ือ   

         เซนติเมตร 

11.  ให   แทนกําไรท่ีไดจากการตั้งราคาสินคาชิ้นละ  บาท เม่ือ  

 เนื่องจาก จํานวนสินคาท่ีขายไดเม่ือตั้งราคาสินคาชิ้นละ  บาท คือ  ชิ้น

ตอสัปดาห 

 จะได      

          เม่ือ   

 ดังนั้น      

 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  17x =   

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด  คือ 17  

 ตอไปคํานวณหา  และ  จะได 
  
  

( )22 2 31 0,10
3

+
∉

( )0,10 22 2 31
3

−

22 2 31
3

V
 −
  
 

≈ 774.16

22 2 31
3

x −
= ( )0,10

22 2 31
3

x −
= ( )0,10

22 2 31
3

x −
=

( )P x x [ ]4,20x∈

x ( )1,000 100 20 x+ −

( )P x = ( ) ( )( )4 1000 100 20x x− + −

= 2100 3,400 12,000x x− + − [ ]4,20x∈

( )P x′ = 200 3,400x− +

( ) 0P x′ = 200 3,400 0x− + =

( )4,20

( ) ( )4 , 17P P ( )20P
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     ( )4P  =  0 
     ( )17P  =  16,900 
     ( )20P  =  16,000 
 สรปุไดวา  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 17x =  และคาสูงสุดสัมบูรณคือ  

 ดังนั้น พอคาควรจะตั้งราคาสินคาชิ้นละ  บาท จึงจะไดกําไรจากการขายมากท่ีสุด 

12.  ให    แทนความยาวของดานของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก ดังรูป 

 
 ให  ( )S x

 
แทนพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก เม่ือ ( )0, 120x∈  

 เนื่องจาก ABC ADE∆ ∆   

 จะได  AB AD
BC DE

=    นั่นคือ 120 120
90

x
DE
−

=    ทําใหไดวา ( )90 120
120

x
DE

−
=  

 ดังนั้น   ( )S x    

          เม่ือ ( )0, 120x∈  

 ดังนั้น   ( )S x′    

 ถา ( ) 0S x′ =  แลวจะได   

 นั่นคือ 60x =   

 ดังนั้น  คาวิกฤตของฟงกชันในชวงเปด  คือ 60  

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน S  จะได ( ) 3
2

S x′′ = −   

P ( )17 16,900P =

17

x

= ( )90 120
120

x
x
 − 
 
 

= 2390
4

x x−

=
390
2

x−

390 0
2

x− =

( )0,120
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 เนื่องจาก  ( ) 360
2

S ′′ = −   ซ่ึง 3 0
2

− <   

 ดังนั้น  S  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 60x =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, 120  

 สรุปไดวา S  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 60x =   

 ดังนั้น ความยาวและความกวางของรูปสี่เหลี่ยมมุมฉากท่ีมีพ้ืนท่ีมากท่ีสุด คือ 60 หนวย และ 

( )90 120 60
45

120
−

=  หนวย ตามลําดับ 

13. จากรูป จะไดวา  

 ดังนั้น       s     

       

           เม่ือ  ( )0,w a∈   

 ดังนั้น     

 ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของฟงกชัน s  จะได ( ) 6s w kw′′ = −   

 เนื่องจาก  2 3
3

as ak ′′ = − 
 

 ซ่ึง 2 3 0ak− <  

 ดังนั้น s  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 
3

aw =  เพียงคาเดียวบนชวง ( )0, a  

 สรุปไดวา s  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 
3

aw =  

 นั่นคือ จะตองเลื่อยคานใหมีความกวาง 
3

aw =  เซนติเมตร และความหนา 

2 2 6
3

ad a w= − =  เซนติเมตร จึงจะรับน้ําหนักไดมากท่ีสุด 

14. จากโจทยจะไดวา เง่ือนไขของงบประมาณเขียนแทนไดดวยสมการ 150 300 315,000x y+ =   

 นั่นคือ  2,100 2x y= −  เม่ือ  0 1,050y≤ ≤       

 ภายใตเง่ือนไขนี้จะไดวา   ( )
21
33100 2,100 2P y y= −   

 ให  ( ) ( )
21
33100 2,100 2f y y y= −                                      

 ตองการหาคาสูงสุดของ  บนชวงปด  

  

2 2d a w= −

= 2kwd

= ( )2
2 2kw a w−

= 2 3a kw kw−

( )s w′ = 2 23a k kw−

( )f y [ ]0, 1050
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 หาจุดวิกฤตโดยพิจารณา 

    

       

ให   ( ) 0f y′ =   

จะได        

             
                           

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

ตอไปคํานวณหา ,  และ  จะได 

  0 

                                 

                             0 

 ดังนั้น ถา  จะใหคาสูงสุดสัมบูรณบนชวง  

นั่นคือ จํานวนปากกาลูกลื่นท่ีมากท่ีสุดท่ีโรงงานนี้จะผลิตไดใน 1 ชั่วโมงภายใตงบประมาณ 

315,000 บาท คือ 70,000 ดาม 

15. จุดบนพาราโบลาจะอยูในรูป  เม่ือ  เปนจํานวนจริง 

 ให   แทนระยะทางระหวางจุด  กับจุด  บนพาราโบลา 

 จะได      

         

 ดังนั้น      

( )f y′ = ( ) ( ) ( )
1 21 2
3 33 3

2 1100 2,100 2 100 2,100 2 2
3 3

y y y y
− −   − + − −   

   

=

1 2
3 3200 2,100 2 200

3 3 2,100 2
y y

y y
   −

−   −   

1
3200 2,100 2

3
y

y
 −
 
 

=

2
3200

3 2,100 2
y

y
 
 − 

2,100 2y− = y
y = 700
( )0, 1050 700

( )0f ( )700f ( )1,050f

( )0f =

( )700f = 70,000

( )1,050f =

700y = [ ]0, 1050

2

,
2
y y

 
 
 

y

( )d y ( )1, 4
2

,
2
y y

 
 
 

( )d y = ( )
22

21 4
2
y y

 
− + − 

 

=

1
4 2

8 17
4
y y

 
− + 

 

( )d y′ = ( )
1

4 2
31 8 17 8

2 4
y y y

−
 

− + − 
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 ถา  แลวจะได   

 นั่นคือ  

 ดังนั้น  คาวิกฤต คือ  

 เนื่องจาก  เม่ือ  

 และ  เม่ือ  

ดังนั้น  d  เปนฟงกชันลดบน  และเปนฟงกชันเพ่ิมบน  

นั่นคือ d   มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( ),−∞ ∞  

ดังนั้น d มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และ   เปนคาต่ําสุดสัมบูรณ 

 จะไดวา จุดบนพาราโบลา  ท่ีอยูใกลจุด  มากท่ีสุด คือ  

16.   ใหจุด A มีพิกัดเปน ( ),0a  เม่ือ ( ),a p∈ ∞    

      ดังนั้น สมการเสนตรงท่ีผานจุด A และ ( ),p q  และตัดแกน Y  ท่ีจุด B   คือ  

 ( )qy x a
p a

 
= − − 

  

        จากรูป จะไดวา จุด  จะมีพิกัดเปน 0, qa
a p

 
 − 

  

 ให  ( )f a  แทน OA OB+   

 จะได       ( )f a     qaa
a p

+
−

    เม่ือ  ( ),a p∈ ∞   

 ดังนั้น  ( )f a′       
( ) ( )

( )2

1
1

a p q qa

a p

− −
+

−
   ( )

( )

2

2

a p pq

a p

− −

−
 

 ถา ( ) 0f a′ =  แลวจะได  ( )
( )

2

2 0
a p pq

a p

− −
=

−
 

 นั่นคือ  a p pq= +  หรือ a p pq= −  

 เนื่องจาก   

 ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  คือ  

 เนื่องจาก ( ) 0f a′ <  เม่ือ p a p pq< < +  

( ) 0d y′ = ( )
1

4 2
31 8 17 8 0

2 4
y y y

−
 

− + − = 
 

2y =

2

( ) 0d y′ < 2y <

( ) 0d y′ > 2y >

( ),2−∞ ( )2,∞

2y =

2y = ( )2 5d =

2 2y x= ( )1, 4 ( )
22 , 2 2, 2

2
 

= 
 

B

=

= =

( ),p pq p− ∉ ∞

( ),p ∞ p pq+
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 และ ( ) 0f a′ >  เม่ือ a p pq> +  

 ดังนั้น  เปนฟงกชันลดบน  และเปนฟงกชันเพ่ิมบน  

นั่นคือ   เปนคาต่ําสุดสัมพัทธเพียงคาเดียวบนชวง  

ดังนั้น   เปนคาต่ําสุดสัมบูรณบนชวง  

 จะไดวา คานอยท่ีสุดของ  ท่ีเปนไปไดคือ  

 

f ( ),p p pq+ ( ),p pq+ ∞

( ) 2f p pq p q pq+ = + + ( ),p ∞

( ) 2f p pq p q pq+ = + + ( ),p ∞

OA OB+ 2p q pq+ +
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แบบฝกหัด 2.9  

1. จาก      ( )F x     

 จะได ( )F x′  =  ( ) ( )
1

2 21 1 2
2

x x
−

−  

     =  
2 1
x

x −
 

 นั่นคือ ( )F x′  =  ( )f x  

 ดังนั้น ( )F x = 2 1x −   เปนปฏิยานุพันธหนึ่งของฟงกชัน ( )f x =
2 1
x

x −
 

2. 1) ( )4 23 5x x x dx+ +∫  =  4 23 5x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

       =  
5 3 2

3 5
5 3 2
x x x c

   
+ + +   

   
 

       =  
5 2

3 5
5 2
x xx c+ + +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 2) ( )3 2 22 3 6 2x x x dx−− + −∫  =  3 2 22 3 6 1 2x dx x dx dx x dx−− + −∫ ∫ ∫ ∫  

       =  
4 3 1

2 3 6 2
4 3 1
x x xx c

−     
− + − +     −     

 

       =  
4

3 26
2
x x x c

x
− + + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 3) 10
3

1x dx
x

 − 
 ∫  =  10 3x dx x dx−−∫ ∫  

      =  
11 2

11 2
x x c

−

− +
−

 

      =  
11

2
1

11 2
x c

x
+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 4) 2 4
1 2 dx
x x

 + 
 ∫  =  2 42x dx x dx− −+∫ ∫  

      =  
1 3

2
1 3

x x c
− − 
+ + − − 

 

      =  3
1 2

3
c

x x
− − +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

= 2 1x −
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 5) xdx∫  =   
1
2x dx∫  

    =   

3
2

3
2

x c+  

    =   
3
22

3
x c+      เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 6) 
23
32x x dx

 
−  

 
∫  =  

23
32x dx x dx−∫ ∫  

      =   

55
32

5 5
2 3

x x c− +  

      =  

55
322 3

5 5
x x c− +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 7) 2
1 1

2
dx

x x
 − 
 ∫  =  

1
2 21

2
x dx x dx

−− −∫ ∫  

      =   

1
1 21

11 2
2

x x c
−

 
 

− + −  
 

 

      =  1 x c
x

− − +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 8) ( )2 3x x dx−∫  =  ( )3 23x x dx−∫  

      =  3 23x dx x dx−∫ ∫  

      =  
4 3

3
4 3
x x c

 
− + 

 
 

      =  
4

3

4
x x c− +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว  
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 9) ( )1x x dx+∫  =  
3 1
2 2x x dx

 
+  

 
∫  

      =  
3 1
2 2x dx x dx+∫ ∫  

      =  

5 3
2 2

5 3
2 2

x x c+ +      

     =  

5 3
2 22 2

5 3
x x c+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 10) 3
2x dx

x
− 

 
 ∫  =  ( )2 32x x dx− −−∫  

      =  2 32x dx x dx− −−∫ ∫  

      =  
1 2

2
1 2

x x c
− − 
− + − − 

    

     =  2
1 1 c
x x

− + +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 11) ( )2 5 1x x dx+ +∫  =  2 5 1x dx x dx dx+ +∫ ∫ ∫  

      =  
3 2

5
3 2
x x x c

 
+ + + 

 
 

      =  
3 25

3 2
x x x c+ + +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 12) ( )6 15x dx+∫  =  
1
26 15 1x dx dx+∫ ∫  

      =  

3
2

6 153
2

x x c

 
 

+ + 
 
 

 

      =  
3
24 15x x c+ +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
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 13) ( )3 25 6x x dx+ +∫  =  3 25 6 1x dx x dx dx+ +∫ ∫ ∫  

      =  
4 3

5 6
4 3
x x x c

 
+ + + 

 
 

      =     
4 35 6

4 3
x x x c+ + +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 14) 6 8 x dx
x

 + 
 ∫  =  

1 1
2 26 8x dx x dx

−
+∫ ∫  

      =  

1 3
2 2

6 81 3
2 2

x x c

   
   

+ +   
   
   

 

      =  

3
21612

3
xx c+ +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 15) ( )4 3 212 6 10x x x dx− + −∫  =  4 3 212 6 10 1x dx x dx x dx dx− + −∫ ∫ ∫ ∫  

               =  
5 4 3

12 6 10
5 4 3
x x x x c

   
− + − +   

   
 

                             =  
5

4 33 2 10
5
x x x x c− + − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

3. จาก ( )f x′  =  x  

 จะได ( )f x  =  x dx∫  

   =  
2

2
x c+     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )2f  =  2  

 ดังนั้น 
22

2
c+  =  2  

 นั่นคือ       c  =  0  

 จะได  ( )f x  =  
2

2
x  

4. จาก ( )f x′′  =  2−  

 จะได ( )f x′  =  2dx−∫  

   =  12x c− +      เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 
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 เนื่องจาก f  มีคาสูงสุดสัมพัทธเม่ือ 1x =  

 จะไดวา  1  เปนคาวิกฤตของ  f  

 นั่นคือ   ( )1f ′  =  0  

            ( ) 12 1 c− +  =  0  
       1c  =  2  
 ดังนั้น ( )f x′  =  2 2x− +  

 จะได ( )f x  =  ( )2 2x dx− +∫  

         =  2 2 1x dx dx− +∫ ∫  

         =  
2

22 2
2
x x c

 
− + + 

 
 

         =  2
22x x c− + +  เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )1f  =  2  

        ( )2
21 2 1 c− + +  =  2  

        2c  =  1 
 ดังนั้น    ( )f x  =  2 2 1x x− + +  

5. 1) เนื่องจาก  

  จะได       ( )2 3 2y x x dx= − +∫  

  ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
3 23 2

3 2
x xy x c= − + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  แตเสนโคงนี้ผานจุด ( )2, 1  นั่นคือ  2x =  และ 1y =  สอดคลองกับสมการเสนโคง 

  แทน x  และ y  ในสมการเสนโคงดวย  2  และ  1  ตามลําดับ 

  จะได  
( ) ( )

23 3 221 2 2
3 2

c= − + +   นั่นคือ 1
3

c =  

     ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 
3 23 12

3 2 3
x xy x= − + +  

  

2 3 2dy x x
dx

= − +
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 2) เนื่องจาก   

 จะได     ( )32 4y x x dx= +∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
4

22
2
xy x c= + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

แตเสนโคงนี้ผานจุด ( )0, 5  นั่นคือ  0x =  และ 5y =  สอดคลองกับสมการเสนโคง 

 แทน x  และ y  ในสมการเสนโคงดวย  0  และ  5  ตามลําดับ 

 จะได  ( )
4

205 2 0
2

c= + +   นั่นคือ 5c =  

  ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 
4

22 5
2
xy x= + +  

 3) เนื่องจาก  2 46 3 2dy x x
dx

= + −  

 จะได       ( )2 46 3 2y x x dx= + −∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
5

3 26
5
xy x x c= + − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

แตเสนโคงนี้ผานจุด ( )1, 0  นั่นคือ  1x =  และ 0y =  สอดคลองกับสมการเสนโคง 

 แทน x  และ y  ในสมการเสนโคงดวย  1  และ  0  ตามลําดับ 

 จะได  ( ) ( ) ( )53 2 1
0 6 1 1

5
c= + − +   นั่นคือ 33

5
c = −  

  ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ  5 32 336
5 5

y x x x= − + + −    

6. 1) เนื่องจาก                  ( )a t  =  ( )v t′  

 ดังนั้น                    ( )v t′  =  6 2t−  

 จะได                    ( )v t  =  ( )6 2t dt−∫  

       =  2
16t t c− +     เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0v  =  5  

 ดังนั้น              ( ) ( )2
16 0 0 c− +  =  5  

                                1c  =  5  

32 4dy x x
dx

= +
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 จะได                            ( )v t  =    เม่ือ 0 3t≤ ≤  

 เนื่องจาก                ( )v t  =  ( )s t′  

 ดังนั้น                           ( )s t′  =  26 5t t− +  

 จะได                            ( )s t  =  ( )26 5t t dt− +∫  

       =  
3

2
23 5

3
tt t c− + +  เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0s  =  0  

 ดังนั้น    ( ) ( ) ( )
3

2
2

0
3 0 5 0

3
c− + +  =  0  

                                2c  =  0  

 จะได                            ( )s t  =      เม่ือ 0 3t≤ ≤
 
 

 2) เนื่องจาก                  ( )a t  =  ( )v t′  

 ดังนั้น                    ( )v t′  =  2120 12t t−  

 จะได                    ( )v t  =  ( )2120 12t t dt−∫  

       =  2 3
160 4t t c− +   เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0v  =  0  

 ดังนั้น          ( ) ( )2 3
160 0 4 0 c− +  =  0  

                                1c  =  0  
 จะได                            ( )v t  =     เม่ือ 0 10t≤ ≤   

  เนื่องจาก                       ( )v t  =  ( )s t′  

 ดังนั้น                           ( )s t′  =  2 360 4t t−  

 จะได                            ( )s t  =  ( )2 360 4t t dt−∫  

       =  3 4
220t t c− +    เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก               ( )0s  =  4  

 ดังนั้น              ( ) ( )3 4
220 0 0 c− +  =  4  

                                2c  =  4  
  จะได                               ( )s t  =  3 420 4t t− +   เม่ือ 0 10t≤ ≤  

26 5t t− +

3
23 5

3
tt t− +

2 360 4t t−
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 3) เนื่องจาก        ( )a t  =  ( )v t′  

 ดังนั้น          ( )v t′  =  2 5 4t t+ +  

 จะได           ( )v t  =  ( )2 5 4t t dt+ +∫  

      =  
3 2

1
5 4

3 2
t t t c+ + +   เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก                ( )0v  =  2−  

 ดังนั้น    ( ) ( ) ( )
3 2

1
0 5 0

4 0
3 2

c+ + +  =  2−  

                                 1c  =  2−  

 จะได                 ( )v t  =     เม่ือ 0 15t≤ ≤  

  เนื่องจาก         ( )v t  =  ( )s t′  

 ดังนั้น                 ( )s t′  =  
3 25 4 2
3 2
t t t+ + −  

 จะได                  ( )s t  =  
3 25 4 2
3 2
t t t dt

 
+ + − 

 
∫  

       =  
4 3

2
2

5 2 2
12 6
t t t t c+ + − +   เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก                          ( )0s  =  3−  

 ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
4 3

2
2

0 5 0
2 0 2 0

12 6
c+ + − +  =  3−  

                                           2c  =  3−  

  จะได   ( )s t  =   
4 3

25 2 2 3
12 6
t t t t+ + − −

  
เม่ือ  0 15t≤ ≤

 
  

3 25 4 2
3 2
t t t+ + −
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7. 1) ให  ( )s t  เปนความสูงของวัตถุจากพ้ืนดิน (หนวยเปนเมตร) ณ เวลา t  วินาที  

   ( )v t  เปนความเร็วของวัตถุ (หนวยเปนเมตรตอวินาที) ขณะเวลา t  ใด ๆ 

   ( )a t  เปนความเรงของวัตถุ (หนวยเปนเมตรตอวินาที2) ขณะเวลา t  ใด ๆ 

  เนื่องจาก  ( ) ( )a t v t′=   และความเรงมีทิศลงสูพ้ืนโลก 

  ดังนั้น  ( ) 9.8v t′ = −   

  จะได                ( )v t   =   ( )9.8 dt−∫  

              =   19.8t c− +   เม่ือ  1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )0v = 98    

 ดังนั้น                 ( )0v   =   98 

         ( ) 19.8 0 c− +  =   98 
                             1c  =   98 
 นั่นคือ  ( ) 9.8 98v t t= − +  

 เนื่องจาก  ( ) ( )v t s t′=   

 จะได                          ( )s t′  =   9.8 98t− +   

 ดังนั้น                          ( )s t  =   ( )9.8 98t dt− +∫  

                               =   2
24.9 98t t c− + +    เม่ือ   เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก             ( )0s  =   0  

 ดังนั้น    ( ) ( )2
24.9 0 98 0 c− + +  =   0  

                             2c  =   0  
 จะได                        ( )s t  =   24.9 98t t− +  

 เนื่องจาก        ( )s t  ≥   0  

 ดังนั้น    24.9 98t t− +  ≥   0  

         ( )20t t −  ≤   0  

 นั่นคือ  0 ≤ t ≤ 20  

 จะได                   ( )s t   =   24.9 98t t− +   เม่ือ 0 ≤ t ≤ 20  
  

2c



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 465 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 2) จาก                  ( )s t′  =  9.8 98t− +  

 ถา                    ( )s t′  =  0  

 จะได       t   10  

 ดังนั้น คาวิกฤตของฟงกชัน s  ในชวง ( )0, 20  คือ 10 

 เนื่องจาก   ( ) ( ) ( )210 4.9 10 98 10 490s = − + =   

     ( ) ( ) ( )20 4.9 0 98 0 0s = − + =   

 และ  ( ) ( ) ( )220 4.9 20 98 20 0s = − + =   

 สรุปไดวา ฟงกชัน S  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 10s =  และคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )10 490s =   

 ดังนั้น วัตถุข้ึนไปถึงตําแหนงสูงสุด เม่ือเวลาผานไป 10 วินาที และตําแหนงสูงสุดของวัตถุ  

 คือ 490 เมตร 

3) ตองการหา t  ท่ีทําให ( ) 249.9s t =  

 เนื่องจาก ( )s t  =   24.9 98t t− +   เม่ือ 0 ≤ t ≤ 20  

 ดังนั้น  249.9  =   24.9 98t t− +  

 นั่นคือ  2 20 51t t− + = 0  

  ( )( )3 17t t− − = 0  

 จะได  3t =   หรือ  17t =  

 นั่นคือ  ตองใชเวลา  3  วินาที หรือ 17  วินาที วัตถุจึงอยูสูง 249.9  เมตร จากพ้ืนดิน 

8. เนื่องจาก ( )a t = ( )1 20
4

t−  เม่ือ 0 20t≤ ≤  และ ( )a t = ( )v t′  

 ดังนั้น   
                    

( )v t
 
=

  
( )1 20

4
t dt−∫  

            =
  

2

15
8
tt c− +     เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว และ 0 20t≤ ≤  

 เนื่องจาก 
             

( )0v  =   0  

 ดังนั้น 
   

( )
2

1
05 0
8

c− +  =   0  

                                  1c  =   0  

 จะได ( )v t =
2

5
8
tt −  เม่ือ 0 20t≤ ≤  

=
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 เนื่องจากรถไฟแลนดวยความเร็วเทาเดิมหลังวินาทีท่ี 20  

 และ ( )20v = ( )
2205 20

8
− = 50  

 ดังนั้น หลังวินาทีท่ี 20  รถไฟแลนดวยความเร็ว 50  เมตรตอวินาที 

 เนื่องจาก           ( )v t =
2

5
8
tt −         เม่ือ 0 20t≤ ≤  และ ( )v t = ( )s t′  

 ดังนั้น               ( )s t =
  

2

5
8
tt dt

 
− 

 
∫  

            =
  

2 3

2
5
2 24
t t c− +

     
 เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว และ 0 20t≤ ≤  

 เนื่องจาก    
        

( )0s  =   0  

 ดังนั้น ( )2 3

2
5 0 0

2 24
c− +  =   0  

                                  2c  =   0  

 จะได ( )s t =
2 35

2 24
t t
−  เม่ือ 0 20t≤ ≤  

 เนื่องจาก ( )20s =
( ) ( )2 35 20 20

2 24
− = 2000

3
 

 ดังนั้น ณ วินาทีท่ี 20  รถไฟอยูหางจากสถานีตนทางเปนระยะ 2000
3

 เมตร 

 เนื่องจาก หลังวินาทีท่ี 20  รถไฟแลนดวยความเร็ว 50  เมตรตอวินาที 

 ดังนั้น จากวินาทีท่ี 20  จนถึงวินาทีท่ี 30  รถไฟแลนไดระยะทางเพ่ิมข้ึนอีก ( )50 30 20 500− =  เมตร 

 นั่นคือ เม่ือเวลาผานไป 30  วินาที รถไฟจะอยูหางจากสถานีตนทางเปนระยะทาง 
2,000 500 1,166.67

3
+ ≈  เมตร 
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9. เนื่องจาก ( )d N t
dt

=   
2 41200 15t t−  

 ดังนั้น 
        

( )N t  =
  

( )2 41200 15t t dt−∫  

   = 3 5400 3t t c− +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก 
                     

( )0N  =   600  

 ดังนั้น 
 

( ) ( )3 5400 0 3 0 c− +  =   600  
                c  = 600  
 จะได ( )N t = 3 5400 3 600t t− +  

 ดังนั้น จํานวนปรสิต ณ เวลา t  สัปดาห คือ 3 5400 3 600t t− +  ตัว 

10. เนื่องจาก 
 

( )d H t
dt  =   

1
41

4
t  

 ดังนั้น 
          

( )H t
   
=

  

1
41

4
t dt∫  

         =   

5
4

5
t c+   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก 
          

( )0H  =   1 

 ดังนั้น 
               

5
40

5
c+  =   1 

                                  c  =   1 

 จะได ( )H t =

5
4

1
5
t

+  

 ดังนั้น ตนไมตนนี้จะสูง 

5
4

1
5
t

+  เมตร ในเวลา t  ป 
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11. 1) ให ( )C x  เปนคาใชจายรวมสําหรับงานชนิดหนึ่ง (หนวย : รอยบาท)  

   เม่ือ x  แทนจํานวนวันนับตั้งแตเริ่มงาน 

   เนื่องจาก    ( )E x  =   120 60x +  และ ( )C x′ = ( )E x  

  ดังนั้น   
      

( )C x  =   ( )120 60x dx+∫  

       =   
260 60x x c+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  เนื่องจาก  
                      

( )0C
 
=   0  

  ดังนั้น 
     

( ) ( )260 0 60 0 c+ +  =   0  
                                           c  =   0  
  จะได ( )C x = 260 60x x+  

  เนื่องจาก ( )10C = ( ) ( )260 10 60 10+ = 6,600  

  ดังนั้น หากงานดังกลาวใชเวลา 10  วัน คาใชจายรวมจะเปน 6,600 100 660,000× =  บาท 

 2) เนื่องจาก ( )25C = ( ) ( )260 25 60 25+ = 39,000  

  ดังนั้น หากงานดังกลาวใชเวลา 25  วัน คาใชจายรวมจะเปน 3,900,000  บาท 

 นั่นคือ คาใชจายรวมท่ีเพ่ิมข้ึนนับตั้งแตวันท่ี 10  ถึงวันท่ี 25  คือ 

 3,900,000 660,000− = 3,240,000  บาท 

12.   ให ( )F x  เปนพลังงานรวมโดยประมาณท่ีบานอยูอาศัยใช ณ ป ค.ศ. 2000x +   

       จะได      ( ) ( )F x f x dx= ∫  

                                 ( )22.17 9.74 19.956x x dx= − +∫  

                                 3 22.17 4.87 19.956
3

x x x c= − + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

       ดังนั้น    ( ) ( ) ( ) ( )3 22.1740 40 4.87 40 19.956 40 39,299.57
3

F c c= − + + = +  

                       ( ) ( ) ( ) ( )3 22.1715 15 4.87 15 19.956 15 1,644.84
3

F c c= − + + = +  

     นั่นคือ พลังงานรวมท่ีบานอยูอาศัยใชตั้งแต ค.ศ. 2015 ถึง 2040 มีคาประมาณ 

        ( ) ( )40 15 37,654.73F F− =  ลานลานบีทีย ู  

 



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 469 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

แบบฝกหัด 2.10  

1. 1)  เนื่องจาก ( )
4

3 3 3
4
xx dx x c+ = + +∫   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 3 3f x x= +  คือ ( )
4

3
4
xF x x c= + +  

  ดังนั้น         ( )
4

3

3

3x dx+∫  =   
44

3

3
4
x x

 
+ 

 
 

     =   ( ) ( )
4 44 33 4 3 3

4 4
   

+ − +   
   

 

     =   187
4

 

 2) เนื่องจาก  ( )2 2 3x x dx− −∫  = 
3 22 3

3 2
x x x c− − +  

   = 
3

2 3
3
x x x c− − +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2 2 3f x x x= − −  คือ ( )
3

2 3
3
xF x x x c= − − +   

 ดังนั้น     ( )
4

2

1

2 3x x dx− −∫   =  
43

2

1

3
3
x x x

 
− − 

 
 

    =  ( ) ( )
3 3

2 24 14 3 4 1 3 1
3 3

   
− − − − −   

   
 

    =   3−  

 3) เนื่องจาก    ( )34 2x x dx+∫  = 
4 24 2

4 2
x x c+ +  

     = 4 2x x c+ +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 34 2f x x x= +  คือ ( ) 4 2F x x x c= + +  

  ดังนั้น      ( )1 3

1
4 2x x dx

−
+∫  = ( ) 14 2

1
x x

−
+  

     = ( ) ( ) ( )( )4 24 21 1 1 1+ − − + −  
     = 0 
  

c
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 4) เนื่องจาก             2

1 dx
x∫  = 2x dx−∫  

     = 
1

1
x c
−

+
−

 

     = 1 c
x

− +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2
1f x
x

=  คือ ( ) 1F x c
x

= − +  

 ดังนั้น                     
1

2
3

1 dx
x

−

−
∫  =  

1

3

1
x

−

−

 − 
 

 

    =  1 1
1 3

   − − −   − −   
 

    =  2
3

 

 5) เนื่องจาก     2
3

3x dx
x

 + 
 ∫  = 2 33x dx x dx−+∫ ∫  

     = 
3 2

3
3 2
x x c

− 
+ + − 

 

     = 
3

2

3
3 2
x c

x
− +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2
3

3f x x
x

= +  คือ ( )
3

2
3

3 2
xF x c

x
= − +  

 ดังนั้น          
4

2
3

2

3x dx
x

 + 
 ∫  =  

43

2
2

3
3 2
x

x
 

− 
 

 

    =  
( ) ( )

3 3

2 2
4 3 2 3
3 32 4 2 2

   
− − −      

   
 

    =  1,819
96

 

  

c

c
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 6)    เนื่องจาก ( )4 2 1x x dx− + −∫  = 4 2 1x dx x dx dx− + −∫ ∫ ∫  

     = 
5 3

5 3
x x x c− + − +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 4 2 1f x x x= − + −  คือ ( )
5 3

5 3
x xF x x c= − + − +  

 ดังนั้น      ( )
1

4 2

1

1x x dx
−

− + −∫  =  
15 3

1
5 3
x x x

−

 
− + − 
 

 

    =  ( ) ( ) ( )
5 35 3 1 11 1 1 1

5 3 5 3

 − − 
− + − − − + − −       

 

    =  26
15

−  

 7) เนื่องจาก     ( )2 1x x dx+∫  = ( )3x x dx+∫   

       = 3x dx x dx+∫ ∫  

       = 
4 2

4 2
x x c+ +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) ( )2 1f x x x= +  คือ ( )
4 2

4 2
x xF x c= + +  

 ดังนั้น              ( )
1

2

0

1x x dx+∫  =  
14 2

0
4 2
x x 

+ 
 

 

    =  
4 2 4 21 1 0 0
4 2 4 2

   
+ − +   

   
 

    =  3
4

 

  

c

c
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 8)    เนื่องจาก   ( )22 2 1x x dx+∫  = ( )6 4 22x x x dx+ +∫  

       = 6 4 22x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

       = 
7 5 32

7 5 3
x x x c+ + +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) ( )22 2 1f x x x= +  คือ ( )
7 5 32

7 5 3
x x xF x c= + + +  

 ดังนั้น          ( )
1

22 2

0

1x x dx+∫  = 
17 5 3

0

2
7 5 3
x x x 

+ + 
 

  

    =  ( ) ( )5 57 3 7 32 1 2 01 1 0 0
7 5 3 7 5 3

   
+ + − + +      

   
 

    =  92
105

 

 9)    เนื่องจาก     
3

2
3
xx dx

 
− 

 
∫  = 312

3
x dx x dx−∫ ∫  

       = 
2 42 1

2 3 4
x x c− ⋅ +  

       = 
4

2

12
xx c− +  เม่ือ  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( )
3

2
3
xf x x= −  คือ ( )

4
2

12
xF x x c= − +  

 ดังนั้น          
4 3

1

2
3
xx dx

 
− 

 
∫  =  

44
2

1
12
xx

 
− 

 
 

    =  
4 4

2 24 14 1
12 12

   
− − −   

   
 

    =  25
4

−  

  

c

c
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 10)  เนื่องจาก      ( )22 1x x dx+∫  = ( )5 32x x x dx+ +∫     
        = 5 32x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

       = 
6 4 2

6 2 2
x x x c+ + +      เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) ( )22 1f x x x= +  คือ ( )
6 4 2

6 2 2
x x xF x c= + + +  

 ดังนั้น           ( )
2

22

0

1x x dx+∫  =  
26 4 2

0
6 2 2
x x x 

+ + 
 

 

    =  
6 4 2 6 4 22 2 2 0 0 0

6 2 2 6 2 2
   

+ + − + +   
   

 

    =  62
3

 

2. เนื่องจาก ( )v t  เปนปฏิยานุพันธของ ( )a t   

 ดังนั้น ( )
5

0

a t dt∫ = ( ) ( )5 0v v−  

 เนื่องจาก ( )
5

0

10a t dt =∫  และ ( )0 20v =  

 ดังนั้น 10 = ( )5 20v −  

 นั่นคือ ( )5v = 30  

 จะไดวา ความเร็วของรถยนตคันนี้ขณะเวลา 5  วินาที คือ 30  เมตรตอวินาที 
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แบบฝกหัด 2.11  

1. 1) กราฟของ ( ) 2f x x=  เปนรูปพาราโบลาหงาย และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยู

ในชวง [ ]3, 0−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2y x=  จาก  3x = −  ถึง 0x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]3, 0−  

 จะได   ( )
00 3

2

3 3

0 9 9
3
xA x dx

− −

= = = − − =∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2y x=  จาก 3x = −  ถึง 0x =  เทากับ  

 9  ตารางหนวย 

2) กราฟของ ( ) 1f x x= +  เปนเสนตรง และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 1−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 1y x= +  จาก  1x = −  ถึง 1x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 1−  

 จะได   ( )
11 2

1 1

3 11 2
2 2 2
xA x dx x

− −

   = + = + = − − =   
  

∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 1y x= +  จาก 1x = −  ถึง 1x =  เทากับ 

2  ตารางหนวย 

3) กราฟของ ( ) 26f x x x= + −  เปนรูปพาราโบลาคว่ํา และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x   

 ท่ีอยูในชวง   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 26y x x= + −  จาก 1x = −  ถึง 1x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 1−  

 จะได   ( )
11 2 3

2

1 1

37 31 346 6
2 3 6 6 3
x xA x x dx x

− −

   = + − = + − = − − =   
  

∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 26y x x= + −  จาก 1x = −  ถึง 1x =  

เทากับ 34
3

 ตารางหนวย 

  

[ ]1, 1−
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4) กราฟของ ( ) 29f x x= −  เปนรูปพาราโบลาคว่ํา และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยู

ในชวง [ ]3, 3−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 29y x= −  จาก  3x = −  ถึง 3x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]3, 3−  

 จะได   ( ) ( )
33 3

2

3 3

9 9 18 18 36
3
xA x dx x

− −

 
= − = − = − − = 

 
∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 29y x= −  จาก 3x = −  ถึง 3x =  เทากับ 

36  ตารางหนวย 

5) กราฟของ ( ) 2 25f x x= −  เปนรูปพาราโบลาหงาย และ ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก x  ท่ี

อยูในชวง [ ]1, 3−   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 25y x= −  จาก  1x = −  ถึง 3x =  

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 3−  

 จะได   ( )
33 3

2

1 1

74 27225 25 66
3 3 3
xA x dx x

− −

   = − − = − − = − − − =   
  

∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 2 25y x= −  จาก 1x = −  ถึง 3x =  

เทากับ 272
3

 ตารางหนวย 

2. จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
1

0

1 0F F f x dx− = ∫  

 เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]0, 1  เทากับ ( )( )1 1 2 1
2

=  ตารางหนวย 

 ดังนั้น      ( )
1

0

1f x dx = −∫    

 และเนื่องจาก ( )0 0F =    

 ดังนั้น      ( ) ( ) ( )
1

0

1 0 1 0 1F f x dx F= + = − + = −∫  

 ตอไปหาคาของ  ( )2F  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
2

1

2 1F F f x dx− = ∫  
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เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]1, 2  เทากับ 

( )( )1 32 1 1
2 2

+ =  ตารางหนวย 

ดังนั้น     ( )
2

1

3
2

f x dx = −∫    

และเนื่องจาก ( )1 1F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

3 52 1 1
2 2

F f x dx F= + = − + − = −∫  

ตอไปหาคาของ  ( )3F  

จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
3

2

3 2F F f x dx− = ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]2, 3  เทากับ 
 

( )( )1 11 1
2 2

=  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
3

2

1
2

f x dx = −∫     

และเนื่องจาก ( ) 52
2

F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( )
3

2

1 53 2 3
2 2

F f x dx F  = + = − + − = − 
 ∫  

ตอไปหาคาของ  ( )4F  

จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
4

3

4 3F F f x dx− = ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]3, 4  เทากับ 
 

( )( )1 11 1
2 2

=  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
4

3

1
2

f x dx =∫     

และเนื่องจาก ( )3 3F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
4

3

1 54 3 3
2 2

F f x dx F= + = + − = −∫  

ตอไปหาคาของ  ( )5F  
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จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
5

4

5 4F F f x dx− = ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]4, 5  เทากับ 
 

( )( )1 11 1
2 2

=  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
5

4

1
2

f x dx =∫     

และเนื่องจาก ( ) 54
2

F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( )
5

4

1 55 4 2
2 2

F f x dx F  = + = + − = − 
 ∫  

สรุปไดวา  ( )1 1F = − , ( ) 52
2

F = − , ( )3 3F = − , ( ) 54
2

F = −  และ ( )5 2F = −  

3.    ให  F  เปนปฏิยานุพันธของฟงกชัน  f  

      จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
2

0

2 0F F f x dx− = ∫    

      เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]0, 2  เทากับ 5  ตารางหนวย 

      ดังนั้น    ( )
2

0

5f x dx =∫    

 และเนื่องจาก ( )0 3F =
 

 ดังนั้น      ( ) ( ) ( )
2

0

2 0 5 3 8F f x dx F= + = + =∫
 

 
ตอไปหาคาของ  ( )5F  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
5

2

5 2F F f x dx− = ∫  

 เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]2, 5  เทากับ 16  ตารางหนวย 

 ดังนั้น     ( )
5

2

16f x dx = −∫    

 และเนื่องจาก ( )2 8F =  

 ดังนั้น     ( ) ( ) ( )
5

2

5 2 16 8 8F f x dx F= + = − + = −∫  
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 ตอไปหาคาของ  ( )6F  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( ) ( )
6

5

6 5F F f x dx− = ∫  

 เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ f  บนชวง [ ]5, 6  เทากับ 10  ตารางหนวย 

ดังนั้น    ( )
6

5

10f x dx =∫     

และเนื่องจาก ( )5 8F = −  

ดังนั้น     ( ) ( ) ( ) ( )
6

5

6 5 10 8 2F f x dx F= + = + − =∫  

สรุปไดวา  ( )2 8F = , ( )5 8F = −  และ ( )6 2F =  

4. เนื่องจาก ( ) 60v t =  เม่ือ 20 1
60 60 180

t = =
×

 ชั่วโมง 

 ดังนั้น ตองหา 1
180

s 
 
 

 

 เนื่องจาก ( )s t  เปนปฏิยานุพันธของ ( )v t  

 จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส  จะไดวา ( ) ( )
1

180

0

1 0
180

s s v t dt  − = 
  ∫  

เนื่องจากพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ v  บนชวง 10,
180

 
  

 เทากับ 

( ) ( ) ( )1 5 1 5 1 10 1130 30 50 50 60
2 60 60 2 60 60 2 60 60 48

     + + + + =     × × ×     
 ตารางหนวย 

ดังนั้น      ( )
1

180

0

11
48

v t dt =∫    

และเนื่องจาก ( )0 0s =  

ดังนั้น      ( ) ( )
1

180

0

1 11 110 0
180 48 48

s v t dt s  = + = + = 
  ∫  

นั่นคือ รถยนตคันนี้แลนได 11
48

 กิโลเมตร ในเวลา 20 วินาที  
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แบบฝกหัดทายบท  

1. 1) ( )6 4

0
lim 7 11 9
x

x x
→

− +   =  ( ) ( )6 47 0 11 0 9− +   =   9 

 2) 
7 5

1

1lim
x

x x
x→

+ +   =  
7 51 1 1

1
+ +  =  3 

 3) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

               
3 2 2

2
x x x

x
− − −

−
  = 

( )( )22 1
2

x x x
x

− + +

−
  =  2 1x x+ +         เม่ือ   2x ≠  

             ดังนั้น  
 
  

3 2

2

2lim
2x

x x x
x→

− − −
−

 =  ( )2

2
lim 1
x

x x
→

+ +   =   7  

 4) เนื่องจาก 1x − = ( )1x− −  เม่ือ 1x <  

จะได          
1

1lim
1x

x
x−→

−

−
 = 

( )1

1lim
1x

x
x−→

−

− −
   

  = 
( )

( )
( )1

11lim
1 1x

xx
x x−→

− −−
⋅

− − − −
   

  = 
( ) ( )

( )1

1 1
lim

1x

x x
x−→

− − −

− −
  

  = ( )( )
1

lim 1
x

x
−→
− − −   

  = 0 
และเนื่องจาก 1x − = 1x −  เม่ือ 1x >  

จะได          
1

1lim
1x

x
x+→

−

−
 = 

1

1lim
1x

x
x+→

−
−

    

 = 
1

1 1lim
1x

x x
x+→

− ⋅ −
−

 

  = 
1

lim 1
x

x
+→

−   

  = 0 

 เนื่องจาก  
1 1

1 1lim lim 0
1 1x x

x x
x x− +→ →

− −
= =

− −
 

 ดังนั้น  
1

1lim 0
1x

x
x→

−
=

−
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 5) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

              
31 1

1 1
x

x x
 −
 + − 

  = 
( )( )21 11

1 1
x x x

x x

 − + +
 
 + − 

   

   =  
 

2 1
1

x x
x
+ +
+

      เม่ือ   1x ≠  

 ดังนั้น  
 
  

3

1

1 1lim
1 1x

x
x x−→

  −
   + −  

   =    
2

1

1lim
1x

x x
x−→

+ +
+

  =   3
2  

 6) 
2

22

6 5lim
4 5x

x x
x x→

− +
+ −

  =  
( )
( )

2

2

2 6 2 5
2 4 2 5
− +
+ −

  =  
3
7

−  

 7) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                       2
1
1

x
x
−
−

  = 
1

1 1
x

x x
−

− +
 

  เนื่องจาก 1x − = ( )1x− −  และ 1x + = 1x +  เม่ือ 1 1x− < <  

จะได          21

1lim
1x

x
x−→

−
−

 = ( )( )1

1lim
1 1x

x
x x−→

−
− − +

   

     = 
1

1lim
1x x−→

 − + 
   

   = 
1
2

−  

  และเนื่องจาก 1x − = 1x −  และ 1x + = 1x +  เม่ือ 1x >  

จะได           21

1lim
1x

x
x+→

−
−

 = ( )( )1

1lim
1 1x

x
x x+→

−
− +

   

     = 
1

1lim
1x x+→ +

   

   = 
1
2

 

 เนื่องจาก  2 21 1

1 1lim lim
1 1x x

x x
x x− +→ →

− −
≠

− −
 

 ดังนั้น  21

1lim
1x

x
x→

−
−

  ไมมีคา 
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 8) วิธีท่ี 1  จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                 
2 4 4

2
x x

x
− +

−
 = 

22
2

x
x
−
−

 

    เนื่องจาก 2x − = ( )2x− −   เม่ือ 2x <  

     จะได       
2

2

4 4
lim

2x

x x
x−→

− +

−
   =  

2

2

2
lim

2x

x
x−→

−
−

   

   = 
( )( )2

2

2
lim

2x

x
x−→

− −

−
   

   = ( )
2

lim 2
x

x
−→

−  

   = 0 
    และเนื่องจาก 2x − = 2x −  เม่ือ 2x >  

     จะได       
2

2

4 4
lim

2x

x x
x+→

− +

−
   =  

2

2

2
lim

2x

x
x+→

−
−

   

    = 
( )2

2

2
lim

2x

x
x+→

−
−

 

    = ( )
2

lim 2
x

x
+→

−  

    = 0  

   เนื่องจาก  
2 2

2 2

4 4 4 4
lim lim 0

2 2x x

x x x x

x x− +→ →

− + − +
= =

− −
 

   ดังนั้น        
2

2

4 4
lim 0

2x

x x
x→

− +
=

−
 

  วิธีท่ี 2   จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                         
2 4 4

2
x x

x
− +

−
 = 

22
2

x
x
−
−

 = 
( )22

2
x
x
−
−

=  2x −   เม่ือ  2x ≠  

           จะได   
2

2

4 4
lim

2x

x x

x→

− +

−
  =  ( )

2
lim 2
x

x
→

−   =   0 

           ดังนั้น  
2

2

4 4
lim 0

2x

x x
x→

− +
=

−
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2. 1)    ( )
0

lim
x

f x
+→

  = ( )
0

lim 1
x

x
+→

+     

   = 0 + 1 
   = 1 

       2)     ( )
0

lim
x

f x
−→

  = 
0

1
lim

1x

x
x−→

+
−

 

   = ( )
0

1
lim

1x

x
x−→

− +
−

    เนื่องจาก 0x <  

   = 0 1
1 0
+
−

 

   = 1 
 3)   เนื่องจาก ( ) ( )

0 0
lim 1 lim
x x

f x f x
− +→ →

= =  จะได ( )
0

lim 1
x

f x
→

=   

 4)   เนื่องจาก  ( )
2

lim
x

f x
−→

 = ( )
2

lim 1
x

x
−→

+  

   = 2 + 1 
   = 3 
      และ        ( )

2
lim
x

f x
+→

 = ( )2

2
lim 5 9
x

x x
+→

− +  

   = ( ) ( )22 5 2 9− +  
   = 3 
          ดังนั้น  ( )

2
lim 3
x

f x
→

=  

        5)  ( )
3

lim
x

f x
→−

  = 
3

1
lim

1x

x
x→−

+
−

 

   = ( )
3

1
lim

1x

x
x→−

− − +
−

     เนื่องจาก 0x <  

   = 
( )

3 1
1 3

+
− −

 

   = 4
4

  

   = 1 
        6)   ( )

3
2

lim
x

f x
→

  = ( )
3
2

lim 1
x

x
→

+  

   = 
3 1
2
+  

   = 5
2
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3.    1) จัดรูปฟงกชันใหม ดังนี้ 

                      
2 6

2
x x

x
+ −
−

  =   
( )( )2 3

2
x x

x
− +

−
 

   = 3x +   เม่ือ 2x ≠   

 ดังนั้น            
 

( )
2

lim
x

f x
→

  =   ( )
2

lim 3
x

x
→

+   

   = 2 + 3 
    = 5 

2)          ( )
2

lim
x

g x
→

  =   
2

lim
x

x
→

 

    =   
2

lim
x

x
→

 เนื่องจาก 0x >  

    =   2  

3)   เนื่องจาก ( )
2

lim
x

f x
→

 และ ( )
2

lim
x

g x
→

 หาคาได 

    จะได   ( )
( )

( )
( )

2
2

2

lim 5lim
lim 2
x

x
x

f xf x
g x g x

→

→
→

 
= =  

 
 

4)   ( ) ( )( )
2

lim 5 4
x

f x g x
→−

−  = ( ) ( )5 2 4 2f g− − −  

  = ( ) ( )5 2 3 4 2− + −  
   = 3−   

4. 1) จาก  ( )
2

2
1 , 1

2 , 1

x xf x x x
x

 −
≠=  −

 =

 

  ดังนั้น  ( )1 2f =  

เนื่องจาก         ( )
1

lim
x

f x
→

 = 
2

21

1lim
x

x
x x→

−
−

   

  = 
( )( )

( )1

1 1
lim

1x

x x
x x→

− +
−

 

  = 
1

1lim
x

x
x→

+
 

  = 2 
เนื่องจาก  ( )

1
lim
x

f x
→

 = ( )1f  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  
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 2) จาก  ( )
3

2

1 , 1

2 , 1

x x x
f x

x x

 + + ≤= 
+ >

 

ดังนั้น  ( )1 3f =   

เนื่องจาก   ( )
1

lim
x

f x
−→

 =  ( )3

1
lim 1
x

x x
−→

+ +   =  3  

และ         ( )
1

lim
x

f x
+→

 =  ( )2

1
lim 2
x

x
+→

+       =  3  

จะไดวา     ( )
1

lim
x

f x
−→

  =  3   =  ( )
1

lim
x

f x
+→

 

ดังนั้น   ( )
1

lim
x

f x
→

  =  3   

เนื่องจาก  ( )
1

lim
x

f x
→

 = ( )1f  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

 3) จาก  ( )
3 1 , 1

1
2 , 1

x xf x x
x

 −
≠=  −

 =

 

 จะได  ( )1 2f =  

 และ              ( )
1

lim
x

f x
→

  =   
3

1

1lim
1x

x
x→

−
−

 

  = 
( )( )2

1

1 1
lim

1x

x x x

x→

− + +

−
 

  = ( )2

1
lim 1
x

x x
→

+ +  

  = 3 
 เนื่องจาก  ( ) ( )

1
lim 1
x

f x f
→

≠  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

 4) จาก  ( ) 9
10

1 , 0 1

10 , 1

x x
f x x x

x

− < <
=  −


≥

 

ดังนั้น  ( )1 10f =  

และ ( )
1 1

lim lim10 10
x x

f x
+ +→ →

= =  

ตอไปจะหา  ( )
1

lim
x

f x
−→

 ซ่ึงเทากับ 91
10

1lim
x

x

x x
−→

−

−
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    จัดรูปฟงกชันใหม โดยใชเอกลักษณ ( )( )2 11 1 1n nx x x x x −− = − + + + +     

             จะได         9
10

1x

x x

−

−

 = 

1 1 2 9
10 10 10 10

9 1
10 10

1 1

1

x x x x

x x

  
− + + + +    

  
 

−  
 



 

   = 

1 2 9
10 10 10

9
10

1 x x x

x

+ + + +    เม่ือ 1x ≠  

 ดังนั้น  
 
   ( )

1
lim
x

f x
−→

 = 

1 2 9
10 10 10

91
10

1lim
x

x x x

x
−→

+ + + +

 

   = 

1 2 9
10 10 10

9
10

1 1 1 1

1

+ + + +

 

   = 10 
 เนื่องจาก   ( )

1
lim
x

f x
−→

 = ( )
1

lim
x

f x
+→

  =  10  

 ดังนั้น    ( )
1

lim
x

f x
→

 = 10  

 เนื่องจาก    ( )
1

lim
x

f x
→

 = ( )1f  

ดังนั้น  ฟงกชัน f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =  

5. พิจารณา ( ) ( )( )2
1 1

2 57 10
f x

x xx x
= =

− −− +
 

 จะได ( )f x  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x a=  เม่ือ a  เปนจํานวนจริงใด ๆ ซ่ึง 2 7 10 0x x− + ≠   

 เนื่องจาก ( )( )2 7 10 2 5x x x x− + = − −  จะได ( )f x  ไมนิยามท่ี 2x =  และ 5x =   

 นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี x c=  ทุก { }2,5c∈ −     

        1)   เนื่องจาก ( )2 ,2∉ −∞  และ ( )5 ,2∉ −∞  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ),2−∞   

      2)   เนื่องจาก [ )2 3,4∉  และ [ )5 3,4∉   

  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ )3,4   

       3)   เนื่องจาก ( )2 4,5∉  และ ( )5 4,5∉  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )4,5   
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        4)   เนื่องจาก ( )2 5,∉ ∞  และ ( )5 5,∉ ∞   

    จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )5,∞  

6.  พิจารณาความตอเนื่องของฟงกชัน g  ท่ี 2x = −  และ 1x =    

เนื่องจาก ( ) ( ) ( )
2 2 2

lim lim 2 lim 2 2 2 4
x x x

g x x x
− − −→− →− →−

= − = − − = − − − =  

และ       ( ) ( )
2 2

lim lim 6 2 6 4
x x

g x x
+ +→− →−

= + = − + =  

จะไดวา   ( ) ( )
2 2

lim lim 4
x x

g x g x
− +→− →−

= =  

ดังนั้น        ( )
2

lim 4
x

g x
→−

=  

และ  ( )2 2 6 4g − = − + =   

เนื่องจาก ( ) ( )
2

lim 2
x

g x g
→−

= −  

ดังนั้น g  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x = −   

ตอไปพิจารณาท่ี 1x =   

เนื่องจาก ( ) ( )
1 1

lim lim 6 7
x x

g x x
− −→ →

= + =   

และ ( ) ( )2

1 1
lim lim 6 6
x x

g x x x
+ +→ →

= − + =   

นั่นคือ ( )
1

lim
x

g x
→

 หาคาไมได  

ดังนั้น g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 1x =   

      1)   เนื่องจาก ( ]1 , 3∉ −∞ −  จะไดวา g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ], 3−∞ −   

        2)   เนื่องจาก ( )1 1 6 7g = + =   

            นั่นคือ ( ) ( )
1

1 lim
x

g g x
−→

=  

  จะไดวา g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( ]2,1−   

       3)   เนื่องจาก [ ]1 4,3∈ −  จะไดวา g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง [ ]4,3−   

        4)   เนื่องจาก ( )1 1,∉ ∞  จะไดวา g  เปนฟงกชันตอเนื่องบนชวง ( )1,∞   
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7.     1)   จากโจทย f  จะเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x = −   

                ดังนั้น          ( )
2

lim
x

f x
−→−

    = ( )
2

lim
x

f x
+→−

 

                      ( )2

2
lim 1

x
ax x

−→−
− −     =   ( )

2
lim

x
x a

+→−
−  

          ( ) ( )22 2 1a − − − −  = ( )2 a− −  
    4 1a +   = 2a− −   

  จะได                     a   = 3
5

−   

        2)   จากโจทย f  จะเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด  

  นั่นคือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี  2x =   

  และ 4x =   

            เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 2x =   

               จะได             ( )
2

lim
x

f x
−→

   = ( )
2

lim
x

f x
+→

 

                                ( )
2

lim
x

ax b
−→

+   = 
2

lim 1
x

x
+→

−  

                            2a b+    =    ( )
2

lim 1
x

x
+→
− −  

                            2a b+  =  1     ----- (1) 
            เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ี 4x =  

               จะได            ( )
4

lim
x

f x
−→

    =  ( )
4

lim
x

f x
+→

 

                                   
4

lim 1
x

x
−→

−     = ( )2

4
lim
x

x ax b
+→

− −  

                               ( )
4

lim 1
x

x
−→
− −  = ( )2

4
lim
x

x ax b
+→

− −  

                                     3 = ( ) ( )24 4a b− −   
                             4a b+  = 13 ----- (2)  
             จาก (1) และ (2) จะได 6a =  และ 11b = −   
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8.   g  อาจเปนหรือไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุดก็ได ตัวอยางเชน 

 ให ( ) 0f x =  ทุก x∈  จะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

 เนื่องจาก ( ) ( )1 1f g≠  

 ดังนั้น ถา ( ) 0g x =  ทุก x∈  แลว g  จะเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

 ให ( )
0 , 1
1 , 1

x
g x

x
≠

=  =
   จะไดวา ( ) ( )f x g x=  สําหรับทุกจํานวนจริง  1x ≠   

     แต g  ไมตอเนื่องท่ี 1x =   

 ดังนั้น g  ไมเปนฟงกชันตอเนื่องท่ีทุกจุด 

9.   เนื่องจาก f  ตอเนื่องท่ี 1x =  

 ดังนั้น  ( )
1

lim
x

f x
→

  มีคา 

 นั่นคือ  ( ) ( )
1 1

lim lim
x x

f x f x
− +→ →

=  

 จาก  ( ) ( )
1 , 1

2 , 1
ax x

f x
a b x b x
− <=  + − ≥

 

 จะได ( )
1

lim
x

f x
−→

 =  ( )
1

lim 1
x

ax
−→

−   =  1a −  

 และ     ( )
1

lim
x

f x
+→

 =  ( )( )
1

lim 2
x

a b x b
+→

+ −  =  2a  

 ดังนั้น       1a −  =  2a  

 นั่นคือ           a  =  1−  

 เนื่องจาก    ( )f x  =   ( )2a b x b+ −   =  ( )2b x b− −  เม่ือ  1x ≥  

 ดังนั้น      ( )f x′  =  ( )( )2d b x b
dx

− −  =  2b −    เม่ือ  1x >  

 เนื่องจาก    ( )2f ′  =  2  

 ดังนั้น       2b −  =  2  

 นั่นคือ     b  =  4  

 จะได  ( )
2

lim
x

f x
→

 =  ( )( )
2

lim 2
x

b x b
→

− −  

     =  ( )
2

lim 2 4
x

x
→

−  

     =   0 
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10.  1) 1.1 ( )
3

lim 1
x

f x
−→−

= −  

  1.2 ( )
3

lim 1
x

f x
+→−

=  

  1.3 ( )
3

lim
x

f x
→−

 ไมมีคา เนื่องจาก ( ) ( )
3 3

lim lim
x x

f x f x
− +→− →−

≠  

  1.4 ( )
1

lim 2
x

f x
→−

= −   

  1.5 ( )
0

lim 2
x

f x
→

= −   

  1.6 ( )2 3f =   
  1.7 ( )

2
lim 1
x

f x
→

=   

  1.8 ( )4 3f =   

  1.9  ( )
4

lim
x

f x
→

 ไมมีคา เนื่องจาก ( ) ( )
4 4

lim 4 3 lim
x x

f x f x
− +→ →

= ≠ =  

2) 2.1 ไมมีคา  

เนื่องจาก 2

4
lim
x

x
→

 มีคา 

และ ถา ( )( )2

4
lim
x

x f x
→

+  มีคาแลว จะทําให 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 2 2

4 4 4 4
lim lim lim lim
x x x x

f x x f x x x f x x
→ → → →

= + − = + −  มีคาดวย  

  ซ่ึงขัดแยงกับขอ 1.9  

 2.2 ควรนิยามคาของ ( )1 2f − = −   
11.  1)  
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2)  

 
     3)   3.1 เนื่องจาก   ( )12

lim
x

f x
→−

 = 
2

2

4lim
2x

x
x→−

−
+

 

       = ( )( )
2

2 2
lim

2x

x x
x→−

− +
+

 

       = ( )
2

lim 2
x

x
→−

−  

       = 4−   
  และ  ( )1 2f −  ไมมีคา 

  ดังนั้น 1f   เปนฟงกชันไมตอเนื่องแบบขจัดไดท่ี 2x = −   

  เนื่องจาก    ( )2
0

lim
x

f x
−→

 = ( )
0

lim
x

x
−→
−  

       = 0 
  และ     ( )2

0
lim
x

f x
+→

 = 
0

lim
x

x
+→

 

       = 0 
  ดังนั้น    ( )20

lim
x

f x
→

 = 0 

  เนื่องจาก        ( )2 0f  = 1 

  ดังนั้น             ( )2 0f  ≠   ( )20
lim
x

f x
→

   

  ดังนั้น 2f   เปนฟงกชันไมตอเนื่องแบบขจัดไดท่ี 0x =   

 3.2 ตองนิยามคาของ ( )1f x  ท่ี 2x = −  โดยนิยามให  ( ) ( )1 12
2 lim 4

x
f f x

→−
− = = −  

  ตองนิยามคาของ ( )2f x  ท่ี 0x =  ใหม โดยนิยามให ( ) ( )2 20
0 lim 0

x
f f x

→
= =  
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12.  1)   ตัวอยางกราฟของฟงกชันท่ีสอดคลอง 

 
 2)   ตัวอยางกราฟของฟงกชันท่ีสอดคลอง    
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13. ให ( ) 2

1y f x
x

= =  จะได อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x  เม่ือ x  เปลี่ยน

จาก a  เปน a h+   คือ 

                
( ) ( )f a h f a

h
+ −

  =   
( )2 2

1 1
aa h

h

−
+

 

    =   
( )

2

22

2ah h
ha a h
− −

+
 

    =   
( )22

2a h
a a h
− −

+
 

      1)   อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x   เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 3 คือ  

                      
( ) ( )2 1 2

1
f f+ −

 =   
( )
( )22

2 2 1
2 2 1
− −

+
 

    = 
5

36
−  

2) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x   เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.1 คือ 

                      
( ) ( )2 0.1 2

0.1
f f+ −

 =   
( )
( )22

2 2 0.1
2 2 0.1
− −

+
 

    = 4.1
17.64

−  

    = 205
882

−  

3) อัตราการเปลี่ยนแปลงเฉลี่ยของ y  เทียบกับ x   เม่ือ x  เปลี่ยนจาก 2 เปน 2.01 คือ 

                    
( ) ( )2 0.01 2

0.01
f f+ −

 =   
( )
( )22

2 2 0.01
2 2 0.01
− −

+
 

    = 4.01
16.1604

−  

    ≈   0.25−   
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4) อัตราการเปลี่ยนแปลงของ  y  เทียบกับ  x  ขณะท่ี 2x =  คือ 

                    
( ) ( )

0

2 2
lim
h

f h f
h→

+ −
  =   

( )
( )220

2 2
lim

2 2h

h
h→

− −

+
 

    = 
( )
( )22

2 2 0
2 2 0
− −

+
 

    = 1
4

−  

14.  1) เนื่องจาก  y  = 
3

2
3 2
x x x+ −  

    = 
13
22

3 2
x x x+ −  

 จะได      y′  = 
13
22

3 2
d x x x
dx

 
+ −  

 
 

         = 
12
23 1 12

3 2 2
x x

− + −  
 

 

         = 2 1 1
2

x
x

+ −  

 2)   ให            u  = 2 3 4x x+ −  

  จะได  y  = 3u  

  ดังนั้น        y′  = dy du
du dx

⋅  

    = ( ) ( )3 2 3 4d du x x
du dx

⋅ + −  

    = ( )23 2 3u x⋅ +  

    = ( ) ( )
223 3 4 2 3x x x+ − +  
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 3)   ให            u  = 24 5 7x x− +  

  จะได  y  = 5u−  

  ดังนั้น        y′  = dy du
du dx

⋅  

    = ( ) ( )5 24 5 7d du x x
du dx

− ⋅ − +  

    = ( )65 8 5u x−− ⋅ −  

    = ( ) ( )
625 4 5 7 8 5x x x
−

− − + −  

 4) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก     y  = ( )32 2 1x x +  

       = 5 4 3 28 12 6x x x x+ + +  

    จะได         y′  = ( )5 4 3 28 12 6d x x x x
dx

+ + +  

       = ( ) ( ) ( ) ( )5 4 3 28 12 6d d d dx x x x
dx dx dx dx

+ + +  

       = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 28 5 12 4 6 3 2x x x x+ + +  

       = 4 3 240 48 18 2x x x x+ + +   
  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก     y  = ( )32 2 1x x +  

    จะได         y′  = ( )( )32 2 1d x x
dx

+  

       = ( )( ) ( ) ( )3 32 22 1 2 1d dx x x x
dx dx

+ + +   

       = ( )( ) ( ) ( )3 32 2 1 2 1 2dx x x x
dx

+ + +  

    ให            u   = 2 1x +  

    จะได  ( )( )32 1d x
dx

+  = ( ) ( )3 2 1d du x
du dx

⋅ +  

       = ( )( )23 2u  

       = ( )26 2 1x +  

    ดังนั้น        y′  = ( )( ) ( ) ( )3 32 2 1 2 1 2dx x x x
dx

+ + +  

       = ( )( ) ( ) ( )2 32 6 2 1 2 1 2x x x x+ + +  

       = ( )( ) ( )22 2 1 3 2 1x x x x+ + +   
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       = ( )( ) ( )22 2 1 5 1x x x+ +  
       = 4 3 240 48 18 2x x x x+ + +   

 5) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก     y  = ( ) ( )2 3

4

2 1 1x x
x

+ −
 

       = 4 3 2 15 8 4x x x x x− − − −+ − − + −  

    จะได         y′  = ( )4 3 2 15 8 4d x x x x x
dx

− − − −+ − − + −  

       = 5 4 3 24 3 10 0 4x x x x− − − −− − + + + −   

       = 
2 3 5

5
4 3 10 4x x x x

x
− − + + −  

  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก    y  = ( ) ( )2 3

4

2 1 1x x
x

+ −
 

    จะได        y′  = 
( ) ( )2 3

4
2 1 1x xd

dx x

 + −
 
 
 

 

             = 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 2 34 4

24

2 1 1 2 1 1d dx x x x x x
dx dx

x

+ − − + −
 

       = 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 34 3

8

2 1 1 2 1 1 4dx x x x x x
dx

x

+ − − + −
 

    จาก ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 3 2 3 3 22 1 1 2 1 1 1 2 1d d dx x x x x x
dx dx dx

+ − = + − + − +  

    ให    u = 1 x−   และ  v = 2 1x +   

    จะได    ( )( )31d x
dx

−  = ( ) ( )3 1d du x
du dx

⋅ −  

       = ( )( )23 1u −   

       = ( )23 1 x− −   

    และ   ( )( )22 1d x
dx

+  = ( ) ( )2 2 1d dv x
dv dx

⋅ +  

       = ( )( )2 2v   

       = ( )4 2 1x +  
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    จะได ( ) ( )( )2 32 1 1d x x
dx

+ −  = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 32 1 3 1 1 4 2 1x x x x+ − − + − +   

         = ( )( ) ( )21 10 1 2 1x x x− − +   

  ดังนั้น       y′  = 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 34 3

8

2 1 1 2 1 1 4dx x x x x x
dx

x

+ − − + −
 

     = 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 34 3

8

1 10 1 2 1 2 1 1 4x x x x x x x

x

− − + − + −
 

                    = 
( )( ) ( )2 2

5

2 1 1 2 3 4x x x x

x

+ − + +
−   

                        = 
2 3 5

5
4 3 10 4x x x x

x
− − + + −  

        6)  ให       u   =   6 1
2 3

x
x

+
−

      

  จะได     y  =  5u  

 ดังนั้น   y′  = dy du
du dx

⋅  

  = ( )5 6 1
2 3

d d xu
du dx x

+ ⋅  − 
 

  = 4 6 15
2 3

d xu
dx x

+ ⋅  − 
 

  = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

4

2

2 3 6 1 6 1 2 36 15
2 3 2 3

d dx x x xx dx dx
x x

− + − + −+  ⋅ −  −
 

  = ( )( ) ( )( )
( )

4

2

2 3 6 6 1 36 15
2 3 2 3

x xx
x x

− − + −+  ⋅ −  −
 

  = 
( )

4

2
6 1 155
2 3 2 3

x
x x

+  ⋅ −  −
 

  = 
( )

( )

4

6

75 6 1

2 3

x

x

+

−
 

  



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 497 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

 7)   เนื่องจาก            y  = 
( )31

x
x +

  = 
( )

1
2

31
x

x +
 

 จะได               y′  = 
( )

1
2

31
d x
dx x

 
 
 + 
 

 

   = 
( ) ( )( )

( )( )

1 1
3 32 2

23

1 1

1

d dx x x x
dx dx

x

 
+ − +  

 

+
 

   = 
( ) ( )( )

( )

1 1
3 32 2

6

11 1
2

1

dx x x x
dx

x

− 
+ − +  

 
+

 

  ให                     u  = 1x +  

  จะได    ( )( )31d x
dx

+  = ( ) ( )3 1d du x
du dx

⋅ +  

      = ( )( )23 1u  

      = ( )23 1x +  

 จะได               y′  = 
( ) ( )( )

( )

1 1
3 22 2

6

11 3 1
2

1

x x x x

x

− 
+ − +  

 
+

 

   = 
( ) ( )

( )

1 1
2 2 2

6

11 1 3
2

1

x x x x

x

−  
+  + −      

+
 

   = 
( )

( )

1 1 1
2 2 2 2

6

1 11 3
2 2

1

x x x x

x

− 
+ + −  

 
+

 

   = 
( )

1 1
2 2

4

1 5
2 2

1

x x

x

− 
−  

 
+
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   = 
( ) ( )4 4
1 5

2 1 2 1
x

x x x
−

+ +
 

       = 
( )4

1 5
2 1

x
x x
−

+
 

 8) วิธีท่ี 1 เนื่องจาก         y  = 1
2 1

x
x x

−
+ −

 

     = ( )2 1
2 1

x x
x x

− −

+ −
 

     = 
( )( )2 1 2 1

2 1

x x x x

x x

− + − −

+ −
 

     = 2 1x x− −  

     = ( )
11
222 1x x− −  

    จะได              y′  = ( )
11
222 1d x x

dx
 

− −  
 

 

     = ( )
11
222 1d dx x

dx dx
  

− −        
 

     = ( )
11
22

12 1
2

d x x
dx

− 
− − 

 
 

    ให                u  = 2 1x −  

    จะได  ( )
1
22 1d x

dx
 

− 
 

 = ( )
1
2 2 1d du x

du dx
 

⋅ −  
 

 

     = ( )
1
21 2

2
u
− 

  
 

 

     = 1
2 1x −

 

    จะได             y′  = 
1
21 1

22 1
x

x
−

−
−

 

     = 1 1
2 1 2x x

−
−
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  วิธีท่ี 2 เนื่องจาก         y  = 1
2 1

x
x x

−
+ −

 

    จะได               y′  = 1
2 1

d x
dx x x

− 
 + − 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2 1 1 1 2 1

2 1

d dx x x x x x
dx dx

x x

+ − − − − + −

+ −
 

     = 
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2 1 1 1 2 1

2 1

d dx x x x x
dx dx

x x

 + − − − + − 
 

+ −
 

  ให               u  = 2 1x −  

  จะได ( )2 1d x
dx

−  = ( )
1
22 1d x

dx
 

− 
 

 

     = ( )
1
2 2 1d du x

du dx
 

⋅ −  
 

 

     = ( )
1
21 2

2
u
− 

  
 

 

     = 1
2 1x −

 

  และ       ( )d x
dx

 = 
1
2d x

dx
 
  
 

 

     = 
1
21

2
x
−

 

     = 1
2 x

 

  จะได                y′  = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

2 1 1 2 1

2 1

d dx x x x x
dx dx

x x

 + − − − + − 
 

+ −
 

     = 
( ) ( )

( )2

1 12 1 1
2 2 1

2 1

x x x
x x

x x

 + − − − + − 

+ −
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 9)  เนื่องจาก             y  = 
4 34

1
6 3x x− +

  = ( )
1

4 3 46 3x x
−

− +  

   ให                     u  = 4 36 3x x− +  

   จะได                  y  = 
1
4u

−
 

  ดังนั้น                y′  = ( )
1

4 34 6 3d du x x
du dx

− 
⋅ − +  

 
 

   = ( )
5

3 241 4 18
4

u x x
−

− ⋅ −  

                                                    = ( ) ( )
5

4 3 3 241 6 3 4 18
4

x x x x
−

− − + ⋅ −  

 10)  เนื่องจาก             y  = 

( )
5
35 3

1

x x x+ −
  = ( )

5
1 3

5 3 2x x x
−

 
+ − 

 
 

   ให                     u  = ( )
1

5 3 2x x x+ −  

   จะได                  y  = 
5
3u

−
 

  ดังนั้น                y′  = ( )
5 1

5 33 2d du x x x
du dx

−   
⋅ + −        

 

   = ( ) ( )
8 1

5 33 25
3

d du x x x
dx dx

−     
− + −          

 

   = ( ) ( )
8

1 13
5 3 4 32 25 5

3
dx x x x x x
dx

−     
− + − + −            

 

  ให                     v  = 3x x−  

  จะได ( )
1

3 2d x x
dx

 
−  

 
 = ( )

1
32d dv x x

dv dx
 

⋅ −  
 

 

      = ( )
1

221 3 1
2

v x
− 

−  
 

 

      = ( ) ( )
1

3 221 3 1
2

x x x
−

− −  
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 ดังนั้น                 y′   = ( ) ( )
8

1 13
5 3 4 32 25 5

3
dx x x x x x
dx

−     
− + − + −            

 

                                = ( ) ( ) ( )
8

1 13
5 3 4 3 22 25 15 3 1

3 2
x x x x x x x

−
−   

− + − + − −      
   

 

15.   1)     ให ( ) 3 23 4f x x x= − +  จะได ( ) 23 6f x x x′ = −   

     เม่ือ 1x = −  จะได ( ) ( ) ( )3 21 1 3 1 4 0f − = − − − + =  และ ( ) ( ) ( )21 3 1 6 1 9f ′ − = − − − =  

     ดังนั้น ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1, 0−  คือ 9   

สมการของเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน  คือ  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 0−  ท่ีมี 1x = −  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 0−   

และมีความชัน 9    

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 0−  ท่ีมี 1x = −  คือ ( )( )0 9 1y x− = − −   

นั่นคือ 9 9y x= +  

2)   ให ( )
2 2

3 5
xf x
x
−

=
−

    

 จะได  ( )
( )( ) ( )( )

( )

2

2

3 5 2 2 3

3 5

x x x
f x

x

− − −
′ =

−
  

ดังนั้น  ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )

2

2

3 4 5 2 4 4 2 3 24
73 4 5

f
− − −

′ = =
−

  

 นั่นคือ ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )4, 2   คือ 2
7

 

 สมการของเสนตรงท่ีผานจุด  และมีความชัน  คือ  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )4, 2  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )4, 2  และมีความชัน 2
7

   

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )4, 2  คือ ( )22 4
7

y x− = −   

นั่นคือ 2 6
7 7

y x= +  

  

( )1 1,x y m ( )1 1y y m x x− = −

( )1 1,x y m ( )1 1y y m x x− = −
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16.   ฟงกชัน f  จะมีเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )0, 2  ก็ตอเม่ือ ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h→

+ −  หาคาได  

       เนื่องจาก       ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h−→

+ −     =  ( )
0

0 2 2
lim
h

h
h−→

+ − −
 

  =  
0

2 2
lim
h

h
h−→

− −  

  =  ( )
0

2 2
lim
h

h
h−→

− − −  

  = 
0

2 2lim
h

h
h−→

− + −  

  = ( )
0

lim 1
h −→

−  

  = 1−   

      และ            ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h+→

+ −    =  
( ) ( )( )2

0

2 2 0 0 2
lim
h

h h

h+→

− + − + −
 

   =  
2

0

2lim
h

h h
h+→

− −  

  = ( )
0

lim 2
h

h
+→
− −  

  = 2−   

      จะไดวา ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 0
lim lim
h h

f h f f h f
h h− +→ →

+ − + −
≠   

      นั่นคือ ( ) ( )
0

0 0
lim
h

f h f
h→

+ −  หาคาไมได  

       ดังนั้น ฟงกชัน f  ไมมีเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )0,2  

17.   ให ( ) 22 11 15f x x x= + +  จะได ( ) 4 11f x x′ = +    

      และ ( ) ( )3 4 3 11 1f ′ − = − + = −  

 นั่นคือ ความชันของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )3,0−  คือ 1−  

      เนื่องจากเสนตรง y mx c= +  ตั้งฉากกับเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )3,0−  

      จะได  ( )1 1m ⋅ − = −   นั่นคือ 1m =  

 เนื่องจาก ( )3,0−  เปนจุดอยูบนเสนตรง y mx c= +  ดังนั้น ( )( )0 1 3 c= − +  

      จะได 3c =  ดังนั้น 3 1 2c m− = − =  
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18.   เนื่องจาก  ( )f x  = 
2 3

1
x
x
+
+

 

 จะได          ( )f x′  = 
2 3

1
d x
dx x

 +
 + 

 

     = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1 3 3 1

1

d dx x x x
dx dx

x

+ + − + +

+
 

     = 
( )( ) ( )( )

( )

2

2

1 2 0 3 1 0

1

x x x

x

+ + − + +

+
 

     = 
( )

2

2
2 3
1

x x
x
+ −
+

 

 ดังนั้น         ( )0f ′  = ( )
( )

2

2

0 2 0 3
0 1
+ −

+
 

     = 3−   

 และ           ( )1f ′  = ( )
( )

2

2

1 2 1 3
1 1
+ −

+
 

     = 0 
19.   จาก 2 2 4x y+ =  

 จะได y = ( )
1

2 24 x± −   

      เนื่องจากจุดท่ีตองการหาความชันคือ ( )1, 3−   

  ดังนั้นตองใชสมการ y = ( )
1

2 24 x− −  

      ตอไปจะหาเสนสัมผัสเสนโคง ( )
1

2 24y x= − −  ท่ีจุด ( )1, 3−  

 ให          u  = 24 x−  

 จะได         y  = 
1
2u−  

 ดังนั้น              dy
dx

 = ( )
1

22 4d du x
du dx

 
− ⋅ − 
 

 

     = ( )
1
21 2

2
u x
− 

− − 
 

 

     = 
24

x
x−
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 จะได          
1x

dy
dx =

 = 
2

1
4 1−

 

     = 1
3

 

ดังนั้น  ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  คือ  1
3

 

สมการของเสนตรงท่ีผานจุด ( )1 1,x y  และมีความชัน m  คือ ( )1 1y y m x x− = −  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  เปนเสนตรงท่ีผานจุด ( )1, 3−  และมีความชัน 1
3

  

ดังนั้น  สมการของเสนสัมผัสเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  คือ ( ) ( )13 1
3

y x− − = −   

นั่นคือ 1 4
3 3

y x= −  

ดังนั้น สมการของเสนสัมผัสวงกลม 2 2 4x y+ =  ท่ีจุด ( )1, 3−  คือ 1 4
3 3

y x= −  

20.   จาก            y  = 3 2x ax b+ +  

 จะได       dy
dx

 = 23 2x ax+  

 ดังนั้น        
1x

dy
dx =−

 = ( ) ( )23 1 2 1a− + −  

     = 3 2a−  
นั่นคือ  ความชันของเสนโคงท่ีจุด ( )1, 3−  คือ  3 2a−  

เนื่องจากเสนสัมผัสเสนโคง ท่ีจุด ( )1, 3−  ตั้งฉากกับเสนตรง 3y x=  ซ่ึงมีความชัน 1
3

 และ

เสนตรงสองเสนท่ีตั้งฉากกันจะมีผลคูณของความชันของเสนตรงสองเสนนั้นเปน 1−  

ดังนั้น เสนสัมผัสเสนโคง ท่ีจุด ( )1, 3−  จะตองมีความชันเปน 3−  

นั่นคือ         
1x

dy
dx =−

 = 3−  

           3 2a−  = 3−  
จะได          a  = 3  

เนื่องจาก จุด ( )1, 3−  อยูบนเสนโคง y = 3 23x x b+ +  

จะได          3  = ( ) ( )3 21 3 1 b− + − +  
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 ดังนั้น          b  = 1 

 นั่นคือ สมการของเสนโคงคือ y = 3 23 1x x+ +  

 เม่ือ 1x =  จะได 3 21 3 1 1 5y = + ⋅ + =  

 ดังนั้น พิกัดของจุดตัดของเสนโคงนี้กับเสนตรง 1x =  คือ ( )1, 5  

21.   วิธีท่ี 1 ให               a   = 3 5x +  

   จะได            x  = ( )1 5
3

a −  

   จาก  ( )3 5f x +   = 2 1x x− +  

   จะได      ( )f a   = ( ) ( )
21 15 5 1

3 3
a a − − − + 

 
 

     = 21 13 49
9 9 9

a a− +  

          ดังนั้น     ( )f a′   = 21 13 49
9 9 9

d a a
da

 − + 
 

 

     = 2 13
9 9

a −  

                         ( )f a′′   = 2 13
9 9

d a
da

 − 
 

 

     = 2
9

 

   และ      ( )f a′′′   = 2
9

d
da

 
 
 

 

     = 0 

   จะได     ( )2f ′   = ( )2 132
9 9

−   = 1−   

                        ( )2f ′′    = 2
9

 

   และ      ( )2f ′′′   = 0  
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 วิธีท่ี 2 จาก              ( )3 5f x +   = 2 1x x− +  

   จะได      ( )( )3 5d f x
dx

+  = ( )2 1d x x
dx

− +  

                ( ) ( )3 5 3 5df x x
dx

′ + ⋅ +  = 2 1x −  

              ( )3 5 3f x′ + ⋅   = 2 1x −  

                               ( )3 5f x′ +   = 2 1
3 3

x −  

   ดังนั้น     ( )( )3 5d f x
dx

′ +  = 2 1
3 3

d x
dx

 − 
 

 

                    ( ) ( )3 5 3 5df x x
dx

′′ + ⋅ +   = 2
3

 

                               ( )3 5 3f x′′ + ⋅   = 2
3

 

                                   ( )3 5f x′′ +   = 2
9

 

   และ       ( )( )3 5d f x
dx

′′ +  = 2
9

d
dx

 
 
 

 

               ( ) ( )3 5 3 5df x x
dx

′′′ + ⋅ +   = 0  

                        ( )3 5 3f x′′′ + ⋅   = 0  

                            ( )3 5f x′′′ +   = 0  

   เนื่องจาก  3 5 2x + =   เม่ือ  1x = −  

   ดังนั้น   ( ) ( )( ) ( )2 12 3 1 5 1 1
3 3

f f′ ′= − + = − − = −    

      ( ) ( )( ) 22 3 1 5
9

f f′′ ′′= − + =   

   และ  ( ) ( )( )2 3 1 5 0f f′′′ ′′′= − + =  
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22.   สมมติวาพหุนามดีกรีสามท่ีตองการคือ ( ) 3 2P x ax bx cx d= + + +   

 จะได ( ) 23 2P x ax bx c′ = + +   

  และ  ( ) 6 2P x ax b′′ = +   

  เนื่องจาก ( )0 5P′ =   จะไดวา ( ) ( )25 3 0 2 0a b c= + +  นั่นคือ 5c =    

  เนื่องจาก ( )1 2P′′ =   จะไดวา  2 6 2a b= +     ----- (1) 

  เนื่องจาก ( )2 9P′′ =   จะไดวา 9 12 2a b= +    ----- (2) 

  จาก (1) และ (2) จะได 7
6

a =  และ 5
2

b = −  

   ดังนั้น ( ) 3 27 5 5
6 2

P x x x x d= − + +  

  เนื่องจาก ( )1 2P − =  จะไดวา ( ) ( ) ( )3 27 52 1 1 5 1
6 2

d= − − − + − +   

        นั่นคือ 32
3

d =    

 ดังนั้น พหุนามดีกรีสามท่ีตองการ คือ ( ) 3 27 5 325
6 2 3

P x x x x= − + +   

23.  เนื่องจาก          ( )F x   = ( )( )g f x         

 โดยกฎลูกโซ จะได     ( )F x′   = ( )( ) ( )g f x f x′ ′⋅   

 ดังนั้น  ( )( )3F g′  =  ( )( )( ) ( )( )3 3g f g f g′ ′⋅  

 เนื่องจาก ( ) ( ) ( ) ( )3 3, 3 5, 3 3, 3 2g g f f′ ′= = = = −   

 จะได  ( )( )3F g′  = ( )( ) ( )3 3g f f′ ′⋅   

    = ( ) ( )3 2g′ ⋅ −   
    = ( )5 2−   
    = 10−   
24. เนื่องจาก          ( )F x   = ( )( )f g x         

 โดยกฎลูกโซ จะได     ( )F x′   = ( )( ) ( )f g x g x′ ′⋅  

 เนื่องจาก ( )f x   = ( )( )2
4g x x−   

 โดยกฎลูกโซ จะได  ( )f x′  = ( )( ) ( )2 4g x g x′⋅ −   

 ทําใหไดวา  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 4 2 1 5 4 6f g g′ ′= ⋅ − = − =  

 ดังนั้น  ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 5 6 5 30F f g g f′ ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ = × =    
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25.   ให            u  = ( ) ( )2x g x g x⋅ +  

 จะได          ( )f x  = 
3
2u  

 ดังนั้น        ( )f x′  = ( ) ( )( )
3

22d du x g x g x
du dx

 
⋅ ⋅ + 

 
 

     = ( )( ) ( )( )
1

223
2

d du x g x g x
dx dx

  ⋅ +  
  

 

     = ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 23
2

d dx g x g x x g x g x
dx dx

 ⋅ + ⋅ + 
 

 

 เนื่องจาก     ( )( )d x g x
dx

⋅  = ( )( ) ( ) ( )d dx g x g x x
dx dx

+  

        = ( ) ( )x g x g x′⋅ +  

 และ           ( )( )2d g x
dx

  = ( )( ) ( )( )2 dg x g x
dx
⋅  

        = ( ) ( )2g x g x′⋅  

 ดังนั้น        ( )f x′  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )23 2
2

x g x g x x g x g x g x g x′ ′⋅ + ⋅ + + ⋅  

 จะได         ( )6f ′  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )23 6 6 6 6 6 6 2 6 6
2

g g g g g g′ ′⋅ + ⋅ + + ⋅  

     = 23 1 16 2 2 6 2 2 2
2 2 2

 ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ 
 

 

     = 42 

26. จาก             ( )D x   = 
3

6
2 1x

x
+

  

จะได           ( )1D   = ( )3
6

2 1 1
1

+
  =  3  

 และ            ( )10D   = ( )3
6

2 10 1
10

+
  =  

2,001
1,000

 

     ตอไปหา ( )D x′  จาก ( ) ( )
13

3 6 2
6

2 1 2xD x x x
x

− −+
= = +   

 ให                 u   = 3 62x x− −+   
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  จะได          ( )D x′   = ( )
1

3 62 2d du x x
du dx

− − 
⋅ +  

 
   

      = ( )
1

4 721 6 6
2

u x x
− − − 

− −  
 

  

      = 
4 7

3 6

3 3

2

x x

x x

− −

− −

+
−

+
 

 ดังนั้น           ( )1D′   = ( ) ( )
( )

4 7

3 6

3 1 3 1

2 1 1

− −

− −

+
−

+
  =   2 3−   

 และ          ( )10D′   = ( ) ( )
( ) ( )

4 7

3 6

3 10 3 10

2 10 10

− −

− −

+
−

+
   =   3,003

10,000 2,001
−  

27.  1) เนื่องจาก คากอสรางเริ่มตนคิดเปน  ลานบาท 

  และคากอสรางตอชั้นคิดเปน ( )7.9 0.04 1x+ −  ลานบาทตอชั้น 

ดังนั้น คากอสรางท้ังหมดเม่ือตองการสรางคอนโดมิเนียมจํานวน  ชั้น คือ  

                ( )C x   = ( )( )10 7.9 0.04 1x x+ + −  

   = 20.04 7.86 10x x+ +   ลานบาท 

 2) เนื่องจาก 

     ( ) ( )11 10C C−   = ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 20.04 11 7.86 11 10 0.04 10 7.86 10 10+ + − + +  

            =  ( ) ( )2 20.04 11 10 7.86 11 10− + −  
            = 8.7 

 ดังนั้น ตนทุนท่ีเพ่ิมข้ึน เม่ือเพ่ิมจํานวนชั้นของคอนโดมิเนียม จาก 10 ชั้นเปน 11 ชั้น  

 คือ 8.7 ลานบาท 

 3) เนื่องจาก   ( )C x  = 20.04 7.86 10x x+ +  

  จะได       ( )C x′    = ( )20.04 7.86 10d x x
dx

+ +  

    = 0.08 7.86x +   
  ดังนั้น      ( )10C′  = ( )0.08 10 7.86+  
    = 8.66 

10

x
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 4) จะเห็นวาการคํานวณ ( ) ( )2 20.04 11 10 7.86 11 10− + −  มีความยุงยากมากกวา    

             การคํานวณ ( )0.08 10 7.86+  แตคาท่ีไดจากการคํานวณท้ังสองแบบมีคาตางกัน  

             เพียง 0.04  ซ่ึงคิดเปน 40,000  บาท จึงพออนุโลมไดวาไมแตกตางกันมาก 

28. 1) ( ) ( )200 1 200R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 201 201 400 1000 200 200− − −   
     ≈   299.22 
  ( ) ( )400 1 400R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 401 401 400 1000 400 400− − −   
     ≈   81.22 
  ( ) ( )600 1 600R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 601 601 400 1000 600 600− − −   
     ≈   82.08−   
  ( ) ( )800 1 800R R+ −    = ( ) ( )2 2400 1000 801 801 400 1000 800 800− − −   
     ≈   300.78−  
 2) ให  21000u x x= −          

  ดังนั้น  ( )
1

2 2400 1000 400R x x x u= − =   

  โดยกฎลูกโซ จะได     ( )R x′   = dR du
du dx

⋅   

     = ( )
1

22400 1000d du x x
du dx

 
⋅ − 

 
  

     = ( )
1
2200 1000 2u x

− 
− 

 
  

     = ( )
2

200 1000 2

1000

x

x x

−

−
  

  ดังนั้น    ( )200R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 200

1000 200 200

−

−
 = 300 

      ( )400R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 400

1000 400 400

−

−
 ≈   81.65 

      ( )600R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 600

1000 600 600

−

−
 ≈   81.65−   

  และ    ( )800R′  = 
( )( )

( ) 2

200 1000 2 800

1000 800 800

−

−
 = 300−   
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 3) คาท่ีไดมีความใกลเคียงกัน 

แตความซับซอนในการคํานวณ  ( ) ( )1R x R x+ −  มีมากกวาการคํานวณ ( )R x′    

เพราะมีการดําเนินการปรากฏในการคํานวณ ( ) ( )1R x R x+ −  มากกวาท่ีปรากฏใน

การคํานวณ ( )R x′  

29.  1) จาก        ( )F t  = 
2

14060
12 t

−
+

  

          ( )F t′   =  ( )
1

2 2140 12d t
dt

−
− ⋅ +   

  ให             u   =   212 t+      

  จะได         ( )
1

2 212d t
dt

−
+  =  ( )

1
22 12d du t

du dt
−
⋅ +    

             =  ( )
3
21 2

2
u t
−

−   

        =  

( )
3

2 212

t

t
−

+
  

  นั่นคือ         ( )F t′   = 

( )
3

2 2

140

12

t

t+
 

 ดังนั้น    ( )5F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 5

12 5+
  = 3

2

700

37
 ≈  3.1103 

     ( )10F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 10

12 10+

  = 3
2

1,400

112
 ≈  1.1811 

     ( )20F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 20

12 20+

  = 
3
2

2,800

412
 ≈  0.3348 

     ( )40F ′   = ( )

( )
3

2 2

140 40

12 40+

  = 3
2

5,600

1,612
  ≈  0.0865 

2) คําตอบท่ีคํานวณไดในขอ 1) มีคาลดลงเขาใกล 0 เม่ือ t  มีคาเพ่ิมข้ึน 

 จึงสามารถแปลความหมายไดวา เม่ือเวลาผานไปนานข้ึนความสามารถในการสแกน

สินคาของพนักงานแทบจะคงท่ี 



     
     
     

    
 

512 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

30. 1)   จาก    ( )f x   = 2 4 55 3 6x x x− + −   

  จะได ( )f x′   = 3 46 24 5x x x− + −  

  ดังนั้น ( )f x′′   = 2 36 72 20x x− + −  

  และ ( )f x′′′   = 2144 60x x−  

 2) เนื่องจาก  ( )f x  = 
2 2

3

6 6
x xx

−

− +   = 
1 2 2
3

6 6
x xx

−

− +  

  จะได ( )f x′  = ( )
2

33 22
3 6 6

xx x
− −− ⋅⋅

− +   = 2 3
3

1 1
3 3

3

x
x

x
− −   

  ดังนั้น ( )f x′′   = ( )
5

43 32 1
3 3 3 3

xx
− −− ⋅ − − − 

 
  = 5 4

3

2 1 1
3

9
x

x
− − +  

  และ ( )f x′′′   =  
8

532 5 4
9 3

x x
− −  − − −  

  
  = 8 5

3

10 4

27
x

x
−   

 3) เนื่องจาก ( )f x   = ( )3 21 3 2 3x x x
x

 − − 
 

   

    = 4 3 26 9 2 3x x x x− + + −   
  จะได ( )f x′   = ( ) ( ) ( ) ( )3 24 6 3 9 2 2 1 3x x x− + + −    

    = 3 224 27 4 3x x x− + + −   
  ดังนั้น  ( )f x′′   = ( ) ( ) ( )23 24 2 27 1 4x x− + +   

    = 272 54 4x x− + +   
  และ ( )f x′′′   = ( ) ( )2 72 1 54x− +   
    = 144 54x− +  

 4) จาก ( )f x   = 2
4

x
x
−
−

   

  จะได ( )f x′  = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )2

4 2 2 4

4

d dx x x x
dx dx

x

− − − − −

−
  

    = 
( ) ( )

( )2

4 2
4

x x
x

− − −

−
  

    = 
( )2

2
4x

−
−

  

  ให u   = 4x −   
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  จะได ( )f x′   = 2

2
u

−  

    = 22u−−   

  ดังนั้น ( )f x′′  = ( )( ) 32 2 du u
dx

−− −   

    = ( )34 4du x
dx

− −  

    = 34u−   
    = ( ) 34 4x −−   

    = 
( )3

4
4x −

 

  จาก ( )f x′′  = 34u−   

  จะได ( )f x′′′   = ( ) ( )44 3 4du x
dx

−− −   

    = 412u−−   

    = 
( )4

12
4x

−
−

  

31. จาก  ( )f x   = 4
1 2x−

 = ( ) 14 1 2x −−   

 จะได ( )f x′   = ( )( ) ( )24 1 1 2 2x −− − −   = ( )( )( ) 24 1 2 1 2x −−   

   ( )f x′′   = ( )( )( )( ) ( )34 1 2 2 1 2 2x −− − −   = ( )( )( ) 324 2 1 2 1 2x −⋅ −  

   ( )f x′′′   = ( )( )( )( ) ( )424 2 1 2 3 1 2 2x −⋅ − − −  = ( )( )( ) 434 2 1 2 3 1 2x −⋅ ⋅ −   

    โดยการทําซํ้าเชนนี้เรื่อยไป จะไดวา      

              ( ) ( )nf x  =  ( )( )( ) 14 2 ! 1 2 nn n x − −−      =    
( )

2

1

2 !
1 2

n

n

n
x

+

+

⋅

−
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32.  1) จาก   ( )F x  = ( )x f x    

  จะได     ( )F x′  = ( )( )d x f x
dx

  

    =  ( )( ) ( ) ( )d dx f x f x x
dx dx

+  

    = ( ) ( )x f x f x′ +  

   ( )F x′′   = ( ) ( )( )d xf x f x
dx

′ +    

    = ( )( ) ( )( )d dxf x f x
dx dx

′ +  

    = ( )( ) ( ) ( ) ( )d dx f x f x x f x
dx dx

′ ′ ′+ +   

    = ( ) ( ) ( )xf x f x f x′′ ′ ′+ +   
    = ( ) ( )2xf x f x′′ ′+   

   ( )F x′′′   = ( ) ( )( )2d xf x f x
dx

′′ ′+   

    = ( )( ) ( )( )2d dxf x f x
dx dx

′′ ′+   

    = ( )( ) ( ) ( ) ( )2d dx f x f x x f x
dx dx

′′ ′′ ′′+ +   

    = ( ) ( ) ( )2xf x f x f x′′′ ′′ ′′+ +   
    = ( ) ( )3xf x f x′′′ ′′+   

  และ ( )(4)F x   = ( ) ( )( )3d xf x f x
dx

′′′ ′′+   

    = ( )( ) ( )( )3d dxf x f x
dx dx

′′′ ′′+   

    = ( )( ) ( ) ( ) ( )3d dx f x f x x f x
dx dx

′′′ ′′′ ′′′+ +   

    = ( ) ( ) ( ) ( )4 3xf x f x f x′′′ ′′′+ +   

    = ( ) ( ) ( )4 4xf x f x′′′+   

 2) ( )( )nF x  =  ( ) ( ) ( ) ( )1n nx f x n f x−+   เม่ือ n  เปนจํานวนเต็มบวกท่ีมากกวาหรือเทากับ 2  
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33. เริ่มตนดวยการหาอนุพันธของฟงกชัน f  ดังนี้ 

   ( )f x′   = 
2 1

1
d x x
dx x

 + −
 − 

 

    = 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1 1 1 1

1

d dx x x x x x
dx dx

x

− + − − + − −

−
  

    = ( )( ) ( )( )
( )

2

2

1 2 1 0 1 1 0

1

x x x x

x

− + − − + − −

−
 

    = 
( )

2

2

2
1

x x
x
−

−
  

    = 
( )
( )2

2
1

x x
x
−

−
  

 ดังนั้น  ( ) 0f x′ =   เม่ือ 0x =  หรือ 2x =   

 ตรวจสอบคาของ ( )f x′  โดยเขียนเสนจํานวนและจุดแบงชวง ดังนี้ 

 
 จะไดวา ( ) 0f x′ >   บนชวง ( ),0−∞  และชวง ( )2,∞   

 และ  ( ) 0f x′ <   บนชวง ( )0,1  และชวง ( )1,2  

 ดังนั้น f  เปนฟงกชันเพ่ิมบนชวง ( ),0−∞  และชวง ( )2,∞   

 และ f  เปนฟงกชันลดบนชวง ( )0,1  และชวง ( )1,2  
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34. จาก  ( )f x   = ( )2 3g x −  

 จะได ( )f x′   = ( ) ( )2 23 3dg x x
dx

′ − ⋅ −     = ( ) ( )2 3 2g x x′ − ⋅  

 ดังนั้น ( ) 0f x′ =   เม่ือ 0x =  หรือ ( )2 3 0g x′ − =   

 เนื่องจาก 1 เปนคาวิกฤตเพียงคาเดียวของ g   

 ดังนั้น  ( )2 3 0g x′ − =   เม่ือ 2 3 1x − =   นั่นคือ 2x = −  หรือ 2x =   

 จะได ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0, 2x x= = −  หรือ 2x =  

 สรุปไดวา คาวิกฤตท้ังหมดของ f  คือ 0, 2−  และ 2 

35. เนื่องจาก ( )f x   = 3 2 2x ax bx+ − +   

 และ  ( )1f   = 1−   

 จะได ( ) ( )3 21 1 1 2a b+ − +   = 1−   

 นั่นคือ b   = 4a +   

 เนื่องจาก ( )f x′   = ( )3 2 2d x ax bx
dx

+ − +   

    = 23 2x ax b+ −   
    = ( )23 2 4x ax a+ − +   

 ดังนั้น  ( )1f ′  = ( ) ( ) ( )23 1 2 1 4a a+ − +   
    = 1a −   
 เนื่องจาก f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 1x =   

 ดังนั้น ( )1f ′  = 0 

 นั่นคือ  1a −  = 0 

 จะได a   = 1 

 และ  b   = 1 4+   
    = 5 
 ดังนั้น a b+   = 1 5+   
    = 6 
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36. 1) จาก ( )f x   = 4 218x x−   

  จะได ( )f x′  = 34 36x x−   = ( )( )4 3 3x x x− +   

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 3, 0x x= − =  หรือ 3x =  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  มี 3 คา คือ 3, 0−  และ 3  

  ตอไปหาอนุพันธอันดับท่ี 2 ของ f   

  จะได ( )f x′′   = 212 36x −   

  เนื่องจาก ( )3f ′′ −   = 72 ซ่ึง 72 0>   

   ( )0f ′′   = 36−   ซ่ึง 36 0− <   

  และ ( )3f ′′   = 72 ซ่ึง 72 0>  

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 0x =  โดยคาสูงสุดสัมพัทธ คือ ( )0 0f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 3x = −  และ 3x =  โดยคาต่ําสุดสัมพัทธ คือ  

  ( ) ( )3 3 81f f− = = −   

 2) จาก ( )f x   = 427 2x−   

  จะได ( )f x′  = 38x−   

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 0x =  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  มี 1 คา คือ 0 

  พิจารณาคาของ ( )f x′   เม่ือ x  เปนคาวิกฤตและจํานวนจริงในชวงตาง ๆ   

  โดยใชเสนจํานวน ดังนี้  

 
  จะเห็นวา ( )f x′  ท่ี 0x =  เปนจุดแบงท่ีทําให ( )f x′  เปลี่ยนจากจํานวนจริงบวกเปน 

  จํานวนจริงลบ  

  ดังนั้น f  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 0x =  โดยคาสูงสุดสัมพัทธ คือ ( )0 27f =   
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37. 1) จาก ( )f x   = 25 2x x− −   

  จะได ( )f x′  = 2 2x− −   = ( )2 1 x− +    

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )2, 3−  มี 1 คา คือ 1−  

ตอไปหา ( ) ( )2 , 1f f− −  และ ( )3f   

  จะได ( )2f −   = ( ) ( )25 2 2 2− − − −   = 5 

   ( )1f −   = ( ) ( )25 2 1 1− − − −   = 6 

   ( )3f   = ( ) ( )25 2 3 3− −   = 10−   

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 1x = −  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )1 6f − =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x =  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )3 10f = −  

 2) จาก ( )f x   = 3 26 15 7x x x− − +   

  จะได ( )f x′  = 23 12 15x x− −   = ( )( )3 1 5x x+ −    

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 1x = −  หรือ 5x =  เนื่องจาก ( )1 0, 6∉  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )0, 6  มี 1 คา คือ 5 

  ตอไปหา ( ) ( )0 , 5f f  และ ( )6f  

  จะได ( )0f   = ( ) ( )230 6 0 15 0 7− − +   = 7 

   ( )5f   = ( ) ( )235 6 5 15 5 7− − +   = 93−   

   ( )6f   = ( ) ( )236 6 6 15 6 7− − +   = 83−   

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 0x =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )0 7f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 5x =  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )5 93f = −  

 3) จาก ( )f x   = 4 3 23 6 24 18 7x x x x+ − + −   

  จะได ( )f x′  = 3 212 18 48 18x x x+ − +   = ( )( )( )6 1 2 1 3x x x− − +   

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 11,
2

x x= =  หรือ 3x = −  เนื่องจาก ( )3 3,2− ∉ −  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )3,2−  มี 2 คา คือ 1 และ 1
2

  

  ตอไปหา ( ) ( )13 , , 1
2

f f f −  
 

 และ ( )2f  
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  จะได ( )3f −   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 3 6 3 24 3 18 3 7− + − − − + − −   = 196−   

   1
2

f  
 
 

  = 
4 3 21 1 1 13 6 24 18 7

2 2 2 2
       + − + −       
       

  = 3.0625−   

   ( )1f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 1 6 1 24 1 18 1 7+ − + −   = 4−   

   ( )2f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 23 2 6 2 24 2 18 2 7+ − + −   = 29  

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 2x =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )2 29f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 3x = −  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )3 196f − = −  

 4) จาก ( )f x   = 5 4 3 26 15 130 210 720 976x x x x x+ − − + +   

  จะได ( )f x′  = 4 3 230 60 390 420 720x x x x+ − − +   

    = ( )( )( )( )30 4 2 1 3x x x x+ + − −    

  ดังนั้น  ( ) 0f x′ =  เม่ือ 4, 2, 1x x x= − = − =  หรือ 3x =   

  เนื่องจาก ( )2, 4 2,4− ∉ −  

  จะไดวา คาวิกฤตของ f  ในชวงเปด ( )2, 4−  มี 2 คา คือ 1 และ 3  

  ตอไปหา ( ) ( ) ( )2 , 1 , 3f f f−  และ ( )4f  

  จะได ( )2f −   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 2 60 2 390 2 420 2 720− + − − − − − +   = 216−   

   ( )1f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 1 60 1 390 1 420 1 720+ − − +  = 1,377  

   ( )3f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 3 60 3 390 3 420 3 720+ − − +   = 409  

   ( )4f   = ( ) ( ) ( ) ( )4 3 230 4 60 4 390 4 420 4 720+ − − +   = 2,160  

  ดังนั้น  f  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 4x =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )4 2,160f =   

  และ  f  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2x = −  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )2 216f − = −  

38. 1) จุดบนเสนโคง 2y x=   จะอยูในรูป ( )2,x x  

  ให ( )d x  แทนระยะทางระหวางจุด ( )3,0  กับจุด ( )2,x x   

  จะได      ( )d x  = ( ) ( )22 23 0x x− + −    ( )2 43x x− +   

  ให   u   = ( )2 43x x− +  

  จะได      ( )d x   = 
1
2u  
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  ดังนั้น     ( )d x′  = ( )( )
1

2 42 3d du x x
du dx

 
⋅ − + 

 
 

     = ( )
1

4 221 6 9
2

du x x x
dx

− 
⋅ + − + 

 
 

     = 
( )

( )3

2 4

1 4 2 6 0
2 3

x x
x x

 
  + − +
 − + 

  

     = 
( )

3

2 4

2 3

3

x x

x x

+ −

− +
  

     = 
( )( )

( )

2

2 4

1 2 2 3

3

x x x

x x

− + +

− +
 

  ถา ( ) 0d x′ =  แลวจะได  
( )( )

( )

2

2 4

1 2 2 3
0

3

x x x

x x

− + +
=

− +
 

  เนื่องจาก  ( )22 22 2 3 1 2 0x x x x+ + = + + + >  และ ( )2 43 0x x− + >   

ดังนั้น  1 0x − =    นั่นคือ  1x =   

ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด ( ),−∞ ∞  มี 1 คา คือ 1 

เนื่องจาก ( ) 0d x′ <   เม่ือ 1x <   และ  ( ) 0d x′ >   เม่ือ 1x >   

ดังนั้น  d  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 1x =   เพียงคาเดียวในชวงเปด ( ),−∞ ∞   

นั่นคือ d   มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 1x =   โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( )1 5d =   

ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด ( )3, 0   กับเสนโคง 2y x=  คือ 5  หนวย 

 2)   จุดบนเสนโคง  เม่ือ  จะอยูในรูป  

  ให   แทนระยะทางระหวางจุด  กับจุด  เม่ือ  

  จะได     ( )d x   = ( ) ( )22 20 3x x− + −   

     = ( )22 2 3x x+ −      เม่ือ  3 3x− ≤ ≤    

  ให  u   = ( )22 2 3x x+ −  

  จะได ( )d x  = 
1
2u   

2y x= 3 3x− ≤ ≤ ( )2,x x

( )d x ( )0,3 ( )2,x x 3 3x− ≤ ≤



      
   
   

   

 คูมือครูรายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร  ช้ันมัธยมศึกษาปท่ี 6  เลม 1 521 
 

 

 
 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี   

  ดังนั้น ( )d x′  = ( )( )
1

22 22 3d du x x
du dx

 
⋅ + − 

 
  

     =  

     =  

     =  

     =   เม่ือ  3 3x− ≤ ≤  

  ถา  แลวจะได   

  เนื่องจาก   

ดังนั้น   

นั่นคือ  ,  หรือ   

ดังนั้น  คาวิกฤตในชวงเปด  มี 3 คา คือ , 0 และ  

ตอไปคํานวณหา , , ,  และ   

จะได ( )3d −   = 3 5   

  ( )2.5d −   = 11
2

  

  ( )0d   = 3 

  ( )2.5d   = 11
2

 

  ( )3d   = 3 5   

  

( )
1

4 221 5 9
2

du x x
dx

− 
⋅ − + 

 

( )
( )3

22 2

1 4 10 0
2 3

x x
x x

 
  − + 
 + − 

( )

3

22 2

2 5

3

x x

x x

−

+ −

( )
( )

2

22 2

2 5

3

x x

x x

−

+ −

( ) 0d x′ =
( )
( )

2

22 2

2 5
0

3

x x

x x

−
=

+ −

( )22 2 3 0x x+ − >

( )22 5 0x x − =

0x = 2.5x = − 2.5x =

( )3,3− 2.5− 2.5

( )3d − ( )2.5d − ( )0d ( )2.5d ( )3d
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สรุปไดวา d  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี  และ  โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ

คือ ( ) ( ) 112.5 2.5
2

d d− = =   

ดังนั้น ระยะทางระหวางจุด  กับเสนโคง  เม่ือ  คือ  หนวย 

39.   ให  ( )A x   แทนพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีความยาวเสนรอบรูป 6  เซนติเมตร  

 และมีความยาวฐาน x  เซนติเมตร  

 
    จากรูป สามเหลี่ยมหนาจั่วท่ีมีความยาวเสนรอบรูป 6 เซนติเมตร และมีความยาวฐาน  

 x   เซนติเมตร จะสูง 
2 26 9 3

2 2
x x x−   − = −   

   
 เซนติเมตร  

เนื่องจาก 9 3 0x− >  จะไดวา 3x <   

 ดังนั้น ( )A x   = 1 9 3
2

x x−   = 2 31 9 3
2

x x−   เม่ือ 0 3x< <  

 ให u    = 2 39 3x x−  

 จะได ( )A x  = 
1
21

2
u   

  
  

2.5x = − 2.5x =

( )0,3 2y x= 3 3x− ≤ ≤
11
2
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 ดังนั้น  ( )A x′   = ( )
1

2 321 9 3
2

d du x x
du dx

 
⋅ − 

 
  

   = ( )
1

221 18 9
4

u x x
− 

− 
 

  

   = 
2

2 3

18 9
4 9 3

x x
x x
−

−
  

   = ( )9 2
4 9 3

x
x

−

−
 เม่ือ 0 3x< <  

 เนื่องจาก 9 3 0x− >  เม่ือ 0 3x< <  

 ดังนั้น ( ) 0A x′ =  เม่ือ 0x =   

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 3  มี 1 คา คือ 2 

 เนื่องจาก ( ) 0A x′ >  เม่ือ 2x <  และ ( ) 0A x′ <  เม่ือ 2x >  

 ดังนั้น  A  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 2x =   เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0, 3   

นั่นคือ A   มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 2x =   โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )2 3A =   

 ดังนั้น ความยาวฐานของรูปสามเหลี่ยมหนาจั่วนี้ท่ีทําใหรูปสามเหลี่ยมมีพ้ืนท่ีมากท่ีสุด คือ  

2 เซนติเมตร 

40.   ให      r  แทนรัศมีของฐานของทรงกระบอก 

                h   แทนความสูงของทรงกระบอก 

        และ   C  แทนคาวัสดุท่ีใชในการทําบรรจุภัณฑทรงกระบอก ท่ีมีรัศมีของฐานของยาว  

   r  เซนติเมตร และมีความสูง  เซนติเมตร 

      เนื่องจากทรงกระบอกมีความจุ 20π  ลูกบาศกเซนติมเมตร 

 ดังนั้น 2r hπ  = 20π  

 จะได              h  = 2

20
r

       เม่ือ  ( )0,r∈ ∞   

     เนื่องจาก         C  = ( ) ( )22 100 80 2r rhπ π+   

   =  ( ) 2
2

202 100 80 2r r
r

π π  +   
  

  

 นั่นคือ ( )C r   = 2 3,200200 r
r
ππ +   เม่ือ  ( )0,r∈ ∞   

h
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 ดังนั้น ( )C r′   = 2

3,200400 r
r

ππ −   

   = 
( )3

2

400 8r
r

π −
  

      ถา ( ) 0C r′ =   แลวจะได 2r =   

 เนื่องจาก ( ) 0C r′ <  เม่ือ 2r <   และ  ( ) 0C r′ >   เม่ือ  2r >   

       ดังนั้น  C  มีคาต่ําสุดสัมพัทธท่ี 2r =  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0,∞   

     นั่นคือ C  มีคาต่ําสุดสัมบูรณท่ี 2r =   

 โดยคาต่ําสุดสัมบูรณ คือ ( ) ( )2 3,2002 200 2 7,539.82
2

C ππ= + ≈   

 ดังนั้น โรงงานตองออกแบบบรรจุภัณฑใหมีความยาวรัศมีของฐานเปน 2 เซนติเมตร  

 และมีความสูง 2

20 5
2

=  เซนติเมตร โดยจะใชตนทุนนอยท่ีสุดประมาณ 7,539.82  บาท  

 ในการผลิตบรรจุภัณฑ 1 ชิ้น  

41.   ให   r    แทนรัศมีของฐานของกรวย 

 และ l   แทนสวนสูงเอียงของกรวย 

 เนื่องจากกรวยมีพ้ืนท่ีผิวขางเปน 30π  ตารางหนวย 

 ดังนั้น          rlπ  = 30π  

 นั่นคือ   l   = 30
r

  เม่ือ 0r >   

 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส จะไดวา กรวยมีความสูง  
2

2 2 230l r r
r

 − = − 
 

  หนวย 

       ตอไปหาชวงท่ีเปนไปไดของ r   

 เนื่องจาก 
2

230 0r
r

  − > 
 

 และ 0r >   

 จะได                                   4 230r −  <  0                

                                   ( )( )2 230 30r r− +  <  0 

                        ( )( )( )230 30 30r r r− + +  <  0 

 นั่นคือ ( )30, 30r∈ −   

 แตเนื่องจาก 0r >  ดังนั้น  ( )0, 30r∈   
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 ให  ( )V r   แทนปริมาตรของกรวยท่ีมีพ้ืนท่ีผิวขางเปน 30π  ตารางหนวย และรัศมีฐาน 

   ยาว r  หนวย 

 จะได  ( )V r  = 
2

2 21 30
3

r r
r

π   − 
 

  

 นั่นคือ  ( )V r  = 2 61 900
3

r rπ −   เม่ือ ( )0, 30r∈   

 ให  u   = 2 6900r r−   

 จะได  ( )V r  = 
1
21

3
uπ   

 ดังนั้น  ( )V r′  = ( )
1

2 621 900
3

d du r r
du dx

π
 

⋅ − 
 

  

    = ( )
1

521 1,800 6
6

u r rπ
− 

− 
 

  

    = 
( )4

4

300

900

r

r

π −

−
   เม่ือ  ( )0, 30r∈  

 ดังนั้น  ( ) 0V r′ =  เม่ือ  
1
4300r = −   หรือ 

1
4300r =    

 เนื่องจาก ( )
1
4300 0, 30− ∉  

 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 30  มี 1 คา คือ 
1
4300  

 เนื่องจาก ( ) 0V r′ >  เม่ือ 
1
4300r <   และ  ( ) 0V r′ <  เม่ือ 

1
4300r >    

       ดังนั้น  V  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 
1
4300r =  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0, 30   

     นั่นคือ V  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 
1
4300r =   โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ 

  
1
4300V

 
 
 

  = 
2 61 1

4 41 900 300 300
3
π

   
−   

   
  

   = 
1
41 300 900 300

3
π
 

− 
 

  

   = 3
4

20 15

3
π   
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 ดังนั้น รัศมีของฐานของกรวยควรจะยาว 
1 1
4 4300 3 10=  หนวย และจะไดสวนสูงเอียง คือ  

 
3
4

1
4

30 3 10
3 10

=  หนวย 

 ดังนั้น สวนสูงเอียงและรัศมีของฐานของกรวยท่ีทําใหกรวยมีปริมาตรมากท่ีสุด คือ 
1
43 10  หนวย 

และ 
3
43 10  หนวย ตามลําดับ 

42.   ให   r  แทนรัศมีของฐานของทรงกระบอก 

 และ h    แทนความสูงของทรงกระบอก 

 เนื่องจากพ้ืนท่ีผิวของทรงกระบอกคือ 80π  ตารางหนวย 

 ดังนั้น  22 2r rhπ π+  =  80π  

 นั่นคือ  h   = 40 r
r
−   เม่ือ  0r >   

 ตอไปหาชวงท่ีเปนไปไดของ r    

เนื่องจาก 
40 0r
r
− >  และ 0r >  จะได 2 40 0r − <   

นั่นคือ ( )( )2 10 2 10 0r r+ − <   

ดังนั้น  ( )0, 2 10r∈   

 ให  ( )V r  แทนปริมาตรของทรงกระบอกท่ีมีพ้ืนท่ีผิวเปน 80π  ตารางหนวย และรัศมีฐาน 

   ยาว r  หนวย 

 จะได  ( )V r  = 2r hπ  

     = 2 40r r
r

π  − 
 

   

 นั่นคือ  ( )V r   = 340 r rπ π−    เม่ือ  ( )0, 2 10r∈  

 ดังนั้น  ( )V r′   = ( )340d r r
dr

π π−   

     = 240 3 rπ π−   เม่ือ  ( )0, 2 10r∈  

 ดังนั้น  ( ) 0V r′ =   เม่ือ  40
3

r = −  หรือ 40
3

r =  

 เนื่องจาก  ( )40 0, 2 10
3

− ∉  
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 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 2 10  มี 1 คา คือ 40
3

 

 เนื่องจาก ( ) 0V r′ >   เม่ือ 40
3

r <   และ  ( ) 0V r′ <   เม่ือ 40
3

r >  

       ดังนั้น  V  มีคาสูงสุดสัมพัทธท่ี 40
3

r =  เพียงคาเดียวในชวงเปด ( )0, 2 10  

     นั่นคือ V  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 40
3

r =   โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ 40 160 10
3 3 3

V π
 

=  
 

  

 ดังนั้น รัศมีของฐานของทรงกระบอกควรยาว 40 2 30
3 3

=  หนวย และจะไดวา ความสูง

ของทรงกระบอก คือ 40 40 4 30
3 340

3

− =  หนวย 

 ดังนั้น ความสูงและรัศมีของกระปองนี้ท่ีทําใหกระปองมีปริมาตรมากท่ีสุด คือ 4 30
3

 หนวย 

และ 2 30
3

 หนวย ตามลําดับ 

43. 1) จาก    ( )h t   = 
3

210
2
tt −     เม่ือ 0 10t≤ <      

  จะได ( )h t′   = 
3

210
2

d tt
dt
 

− 
 

   

     =   
2320

2
tt −     เม่ือ 0 10t< <  

  จาก  ( )h t  = ( )2625 5 15t− −     เม่ือ 10 15 5 5t≤ ≤ +  

  จะได ( )h t′   = ( )( )2625 5 15d t
dt

− −    

     =   ( )25 150 500d t t
dt

− + −   

     = 10 150t− +     เม่ือ 10 15 5 5t< < +  

  ตอไปจะหา  ( )10h′    

  โดยจะพิจารณาวา ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

10 10 10 10
lim lim
k k

h k h h k h
k k− +→ →

+ − + −
=  

  พิจารณา ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k−→

+ −
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  จาก  ( )h t  = 
( )

3
2

2

10 , 0 10
2

625 5 15 , 10 15 5 5

tt t

t t


− ≤ <


 − − ≤ ≤ +

  

  จะได    ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k−→

+ −
  = 

( ) ( ) ( )( )
3

2 2

0

10
10 10 625 5 10 15

2
lim
k

k
k

k−→

 +
+ − − − − 

 
   

      = 
( ) ( )3

2

0

10
10 10 500

2
lim
k

k
k

k−→

 +
+ − − 

 
   

      = 
( )2

0

1010 10 500
2lim

k

kk

k−→

+ + − − 
   

      = 
( )2

0

1010 500
2lim

k

kk

k−→

− + − 
   

      = 
2 3

0

100 10lim
2k

k k k
k−→

− −  

      = 
2

0

100 10lim
2k

k k
−→

− −  

      = 50 

  พิจารณา ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k+→

+ −
 

  จะได    ( ) ( )
0

10 10
lim
k

h k h
k+→

+ −
  = 

( )( )( ) ( )( )2 2

0

625 5 10 15 625 5 10 15
lim
k

k

k−→

− + − − − −
 

      = 
( )( )( )2

0

625 5 10 15 500
lim
k

k

k−→

− + − −
 

      = 
2

0

50 5lim
k

k k
k−→

−  

      = ( )
0

lim 50 5
k

k
−→

−  

      = 50 

  เนื่องจาก  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

10 10 10 10
lim lim 50
k k

h k h h k h
k k− +→ →

+ − + −
= =  

  ดังนั้น  ( ) ( )
0

10 10
lim 50
k

h k h
k→

+ −
=  
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  นั่นคือ  ( )10 50h′ =  

  สรุปไดวา   ( )

2320 , 0 10
2

50 , 10

10 150 , 10 15 5 5

tt t

h t t

t t


− < <

′ = =
− + < < +


  

 2) เนื่องจาก  ( )
23 320 20

2 2
t th t t t  ′ = − = − 

 
  เม่ือ 0 10t< <  

  และ  320 0
2
tt  − = 

 
 เม่ือ 0t =  หรือ 40

3
t =   

  ดังนั้น  ( ) 0h t′ ≠   เม่ือ 0 10t< <   

  นั่นคือ  h  ไมมีคาวิกฤตบนชวงเปด ( )0, 10   

  เนื่องจาก  ( )10 50 0h′ = ≠   

  ดังนั้น  10  ไมเปนคาวิกฤตของ h   

  เนื่องจาก  ( ) 10 150h t t′ = − +   เม่ือ 10 15 5 5t< < +   

  และ  10 150 0t− + =  เม่ือ 15t =   

  ดังนั้น  15 เปนคาวิกฤตของ h   

  สรุปไดวา จุดวิกฤตท้ังหมดของ h  บน ( )0, 15 5 5+  คือ 15t =   

  คํานวณหา ( ) ( )0 , 15h h  และ ( )15 5 5h +  

    ( )0h   = 0 

    ( )15h   = 625 

  ( )15 5 5h +   = 0 

  สรุปไดวา h  มีคาสูงสุดสัมบูรณท่ี 15t =  โดยคาสูงสุดสัมบูรณ คือ ( )15 625h =   

  ดังนั้น บั้งไฟเคลื่อนท่ีไดสูงท่ีสุด 625 เมตร ณ เวลา 15 วินาที 

44. จากโจทยจะไดวา เง่ือนไขของงบประมาณเขียนแทนไดดวยสมการ 

   100 100x y+   = 100,000    เม่ือ  0 1,000x≤ ≤   

 นั่นคือ       y    =  1,000 x−   

 ภายใตเง่ือนไขนี้จะไดวา P   = ( )
1 3
4 410 1,000x x−    
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 ให   ( )f x   = ( )
1 3
4 410 1,000x x−  

 ตองการหาคาสูงสุดของ f  บนชวงปด [ ]0,1000   

 หาจุดวิกฤตโดยพิจารณา 

   ( )f x′   = ( ) ( ) ( )
1 31 3
4 44 4

3 110 1,000 1 1,000 10
4 4

x x x x
−−  ⋅ − − + − ⋅  

 
     

    = 
( )

( )
1 3
4 4

1 3
4 4

5 1,00015

2 1,000 2

xx

x x

−
− +

−
  

 ให  ( )f x′  = 0 

 จะได ( )
3
4

3
4

5 1,000

2

x

x

−
  = 

( )

1
4

1
4

15

2 1,000

x

x−
  

   1,000 x−   = 3x    
   x   = 250 
 ดังนั้น คาวิกฤตในชวงเปด ( )0, 1000  คือ 250 

 ตอไปคํานวณหา ( ) ( )0 , 250f f  และ ( )1,000f   

 จะได ( )0f   = 0 

   ( )250f   = 
3
42,500 3⋅    ≈   5,698.77   

   ( )1,000f   = 0 

 ดังนั้น ถา 250x =  จะใหคาสูงสุดสัมบูรณบนชวง [ ]0,1000   

นั่นคือ จํานวนเสื้อท่ีมากท่ีสุดท่ีโรงงานนี้จะผลิตไดใน 1 ชั่วโมงภายใตงบประมาณ 100,000 บาท 

คือ 5,698 ตัว 
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45. 1)  ( )4 3 25 4 6 2 7x x x x dx− + − +∫   = 
5 4 3 2

5 4 6 2 7
5 4 3 2
x x x x x c

       
− + − + +       

       
 

    = 5 4 3 22 7x x x x x c− + − + +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 2)     
4 3

23 4
2

13 4x x x dx
x

 
− − + 

 
∫     =  

4 3
2 23 43 4x x x x dx− 

− − + 
 
∫  

     = 

7 7
3 13 4

3 47 7 3 1
3 4

x x x x c
−

   
   

− − + +   
−   

  

 

    = 
7 7 3
3 49 16 1

7 7 3
xx x c

x
− − − +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 3) ( )23 1x x dx+ +∫   = 
1

2 23 1x dx x dx dx+ +∫ ∫ ∫  

    = 

3
3 2

3 33
2

x x x c
 

+ + + 
 

  

    = 

3
2

3 2
3
xx x c+ + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 4) ( )( )222 1x x dx+∫  = ( )5 32 4 2x x x dx+ +∫  

    = 5 32 4 2x dx x dx x dx+ +∫ ∫ ∫  

    = 
6 4 2

2 4 2
6 4 2
x x x c

     
+ + +     

     
  

    = 
6

4 2

3
x x x c+ + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 5) 
1x dx
x

 
− 

 ∫  = 
1
2x dx x dx

−
−∫ ∫  

    = 
1

2 2

12
2

x x c− +  

    = 
2

2
2
x x c− +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
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 6)  ( )3 2 1x x x x dx+ + +∫  = 
7 5 3 1
2 2 2 2x x x x dx

 
+ + +  

 
∫  

   = 
7 5 3 1
2 2 2 2x dx x dx x dx x dx+ + +∫ ∫ ∫ ∫  

   = 

9 7 5 3
2 2 2 2

9 7 5 3
2 2 2 2

x x x x c+ + + +  

   = 

9 7 5 3
2 2 2 22 2 2 2

9 7 5 3
x x x x c+ + + +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 7) 
2 3

5
x x dx

x
+

∫  = ( )3 2x x dx− −+∫  
   = 3 2x dx x dx− −+∫ ∫  

   = 
2 1

2 1
x x c
− −

+ +
− −

 

   = 2
1 1

2
c

xx
− − +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว  

 8) ( )( )2 4 21 1x x x dx+ − +∫  = ( )6 1x dx+∫  

   = 6 1x dx dx+∫ ∫  

   = 
7

7
x x c+ +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

46. จาก   ( )f x′′   = 6 2x −  

จะได          ( )f x′  = ( )f x dx′′∫  

   =  ( )6 2x dx−∫   

   = 
2

16 2
2
x x c

 
− + 

 
 

   = 2
13 2x x c− +  เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

เนื่องจาก  f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธ เม่ือ 1x =   

จะได        ( )1f ′  = 0  

  ( ) ( )2
13 1 2 1 c− +  = 0  

 นั่นคือ 1c   = 1−   
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 ดังนั้น ( )f x′   = 23 2 1x x− −  

 และไดวา     ( )f x    =   ( )23 2 1x x dx− −∫  

   = 
3 2

3 2
3 2
x x x c

   
− − +   

   
 

   = 3 2x x x c− − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

เนื่องจาก  f  มีคาต่ําสุดสัมพัทธเทากับ 1−  เม่ือ 1x =  

จะได              ( )1f  = 1−  

  ( ) ( ) ( )3 21 1 1 c− − +  = 1−  

นั่นคือ  c  =   0 

ดังนั้น        ( )f x  = 3 2x x x− −  

47.  1) เนื่องจาก 3 24 9 5dy x x
dx

= + −  

 จะได ( )3 24 9 5y x x dx= + −∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 4 33 5y x x x c= + − +   เม่ือ  เปนคาคงตัว 

เนื่องจาก เสนโคงนี้ผานจุด ( )0, 5  นั่นคือ 0x =  และ 5y =  สอดคลองกับสมการเสน

โคง 

 แทน  และ  ในสมการเสนโคงดวย  0  และ  5  ตามลําดับ 

 จะได ( ) ( )345 0 3 0 5 0 c= + − +   หรือ  5c =   

    ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 4 33 5 5y x x x= + − +  

  2) เนื่องจาก 35 3dy x x
dx

= − −  

 จะได  ( )35 3y x x dx= − −∫  

 ดังนั้น  สมการเสนโคง  คือ 
3 4
25 2

4
xy x x c= − − +   เม่ือ  เปนคาคงตัว 

และเสนโคงนี้ผานจุด ( )4, 2−  นั่นคือ 4x =  และ 2y = −  สอดคลองกับ 

สมการเสนโคง 

 แทน  และ  ในสมการเสนโคงดวย  4  และ  2−   ตามลําดับ 

c

x y

c

x y
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 จะได ( ) ( ) ( )43
2

4
2 5 4 2 4

4
c− = − − +  หรือ 58c =   

    ดังนั้น  สมการเสนโคงท่ีตองการคือ 
3 4
25 2 58

4
xy x x= − − +  

48.  1)   เนื่องจาก    ( )v t  = 25 2 8t t− −  

 จะได ( )a t = ( )v t′  = 10 2t −  

 ดังนั้น       ( )a t  = 10 2t −  

 เนื่องจาก ( )s t   = ( )v t dt∫  

 จะได  ( )s t  = ( )25 2 8t t dt− −∫  

   = 
3

25 8
3
t t t c− − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )3s   = 6 

 จะได 6 = 
( ) ( ) ( )

3
25 3

3 8 3
3

c− − +  

   c   = 6−   

 ดังนั้น ( )s t  = 
3

25 8 6
3
t t t− − −  

2) เนื่องจาก ( )v t  = 2 35 6 4t t t− −  

 จะได   ( )a t = ( )v t′   =  25 12 12t t− −  

 ดังนั้น ( )a t  = 25 12 12t t− −  

 เนื่องจาก ( )s t  = ( )v t dt∫  

 จะได ( )s t  = ( )2 35 6 4t t t dt− −∫  

   = 
2

3 45 2
2
t t t c− − +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )3s  = 4−   

 จะได 4−  = 
( ) ( ) ( )

2
3 45 3

2 3 3
2

c− − +  

  c   = 217
2

 

 ดังนั้น ( )s t   = 
2

3 4217 5 2
2 2

t t t+ − −  
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49. ( ) ( )2 3 2 6
3

x x xf x f x
dx

x
 + + +
  + 
∫  = 

( )( )( )2 3
3

x f x x
dx

x
+ +

+∫  

      = ( )( )2x f x dx+∫  

      = ( )2x dx f x dx+∫ ∫  

      = ( )
2

2
2
x F x c+ +  เม่ือ 3x ≠ −  และ c  เปนคาคงตัว 

50. จาก  dN
dt

 = 6 t   =   
1
26t   

 จะได ( )N t  = 
1
26t dt∫   

    = 

3
2

6 3
2

t c

 
 

+ 
 
 

 

    = 
3
24t c+    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )0N  = 100 

 ดังนั้น ( )
3
24 0 c+  = 100 

 นั่นคือ c   = 100 

 จะได ( )N t   = 
3
24 100t +   

 ดังนั้น ( )10N  = ( )
3
24 10 100+  

    = 40 10 100+  
    ≈   226.4911 
 ดังนั้น  จะมีตนไมถูกเผาประมาณ 226 ตนเม่ือเวลาผานไป 10 ชั่วโมง 

51. จาก   ( )H x′  = 25 2x−   

 จะได      ( )H x  = ( )25 2x dx−∫   

    = 225x x c− +       เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

     เนื่องจาก ( )0H  คือจํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 0 ชิ้น 

 ดังนั้น         ( )0H  = 0 

           ( ) 225 0 0 c− +  = 0  
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 นั่นคือ          c   = 0 

 จะได            ( )H x  = 225x x−   

 ดังนั้น       ( )6H  = ( ) 225 6 6−   = 114 

 และ    ( )12H  = ( ) 225 12 12−  = 156 

 ดังนั้น  จํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 6 และ 12 ชิ้นแรก คือ 114 และ 156 ชั่วโมง 

ตามลําดับ 

 จะเห็นวา จํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 6 ชิ้นแรก คือ 114 ชั่วโมง 

      ดังนั้น จํานวนชั่วโมงเฉลี่ยท่ีตองใชในการผลิตสินคา 1 ชิ้น คือ 114 19
6

=  ชั่วโมง 

 และเนื่องจากจํานวนชั่วโมงท่ีตองใชในการผลิตสินคา 12 ชิ้นแรก คือ 156 ชั่วโมง  

 ดังนั้น จํานวนชั่วโมงเฉลี่ยท่ีตองใชในการผลิตสินคา 1 ชิ้น คือ 156 13
12

=  ชั่วโมง 

 สรุปไดวา เม่ือผลิตสินคามากข้ึน จํานวนชั่วโมงเฉลี่ยท่ีตองใชในการผลิตสินคา 1 ชิ้นจะลดลง 

52.  จาก                   ( )v t′  = a  

 จะได                  ( )v t = a dt∫  

    = 1at c+         เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก           ( )0v   = 0 

 ดังนั้น ( ) 10a c+   = 0 

 จะได                     1c  = 0 

 จาก                  ( )s t′   = ( )v t    =  at   

 จะได                  ( )s t   = at dt∫  

    =  
2

22
at c+   เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก            ( )0s   = 0 

 ดังนั้น ( )2

2
0
2

a
c+   = 0 

 จะได                    2c  = 0 

 นั่นคือ                ( )s t  = 
2

2
at
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53.  1)    ความสูงของดาดฟาตึกมีคาเทากับความสูงของวัตถุจากพ้ืนดินขณะเวลา 0 วินาที  

      ดังนั้น  ความสูงของดาดฟาตึก คือ ( ) ( )20 4.9 0 0 20 20s = − − + =  เมตร 

 2)    จาก          ( )s t   =   24.9 20t t− − +  

         จะได        ( )v t  = ( )s t′  
    = 9.8 1t− −   
  ดังนั้น ความเร็วตนของวัตถุ คือ ( ) ( )0 9.8 0 1 1v = − − = −  เมตรตอวินาที 

 3)   ข้ันแรกหาเวลาขณะท่ีวัตถุมีความเร็ว 10.8−  เมตรตอวินาที 

            เนื่องจาก   ( )v t  = 9.8 1t− −   

            จะได      10.8−  = 9.8 1t− −  

      นั่นคือ  t   = 1  วินาที 

  จาก ( )s t   = 24.9 20t t− − +   

  จะได ( )1s   = ( ) ( )24.9 1 1 20− − +   

    = 14.1  เมตร 

  ดังนั้น ขณะท่ีวัตถุมีความเร็ว 10.8−  เมตรตอวินาที วัตถุอยูสูงจากพ้ืนดิน 14.1 เมตร 

54. ให 1 1,a v  และ 1s  แทนฟงกชันแสดงความเรง ความเร็ว และตําแหนง ของรถยนตคันหนา 

ขณะเวลา t  ชั่วโมง ตามลําดับ 

และ 2 2,a v  และ 2s  แทนฟงกชันแสดงความเรง ความเร็ว และตําแหนง ของรถยนตคันหลัง 

ขณะเวลา t  ชั่วโมง ตามลําดับ 

เม่ือกําหนดใหขณะเวลาท่ีคนขับรถยนตท้ังสองคันเรงเครื่อง เปนเวลา 0t =  ชั่วโมง  

จะได  ( ) ( )1 20 0 40v v= =    

เนื่องจาก คนขับรถยนตคันหนาขับดวยความเรง 40 กิโลเมตรตอชั่วโมง2 

      จะได      ( )1a t    =  40 

เนื่องจาก คนขับรถยนตคันหลังขับดวยความเรง 90 กิโลเมตรตอชั่วโมง2 

      จะได      ( )2a t    =  90 

 จาก  ( )v t  = ( )a t dt∫  

 จะได  ( )1v t  = 40 dt∫  = 140t c+   เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

และ  ( )2v t  = 90 dt∫  = 290t c+   เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 
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 เนื่องจาก  ( ) ( )1 20 0 40v v= =    

 จะได  ( )1 40 40v t t= +   และ  ( )2 90 40v t t= +  

 จาก  ( )s t   = ( )v t dt∫  

 จะได ( )1s t   = ( )40 40t dt+∫  = 2
120 40t t k+ +  เม่ือ 1k  เปนคาคงตัว 

 และ  ( )2s t   = ( )90 40t dt+∫  = 2
245 40t t k+ +  เม่ือ 2k  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น  ( ) ( )1 2s t s t−   = ( ) ( )2 2
1 220 40 45 40t t k t t k+ + − + +   =  ( )2

1 225t k k− + −   

 เนื่องจากขณะเวลา 0t =  ชั่วโมง รถยนตท้ังสองอยูหางกัน 1
36

 กิโลเมตร 

 จะได   1 2k k−   =  1
36

 

      นั่นคือ  ( ) ( )1 2s t s t−   =   2 125
36

t− +  

จะไดวา เม่ือเวลาผานไป 2 นาที 

  1 2
2 2

60 60
s s   −   
   

 = 
22 125

60 36
 − + 
 

 =  0  กิโลเมตร 

      นั่นคือ เม่ือเวลาผานไป 2 นาที หากคนขับรถยนตท้ังสองคันไมลดความเรง รถคันหลังจะชนคันหนา  

55. 1)   ( )3 23 3x x dx− +∫   = 
4

3 3
4
x x x c− + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น  ( )
1

3 2

2

3 3x x dx
−

− +∫   =  
14

3

2

3
4
x x x

−

 
− + 

 
  

   =   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

3 31 2
1 3 1 2 3 2

4 4

   −
   − + − − − + −
   
   

 

                    =   15
4

−  

2) ( )44 5x dx−∫  = 54x x c− +   เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น         ( )
3

4

1

4 5x dx−∫     = ( ) 35

1
4x x−   

    = ( ) ( )( ) ( )( )5 54 3 3 4 1 1− − −  

    = 234−   
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3) 
3 3
2 2x x dx

− 
− 

 
∫  = 

5 1
2 2

5 1
2 2

x x c
−

− +
−

   

    = 

5
22 2

5
x c

x
+ +  เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น       
4 3 3

2 2

1

x x dx
− 

− 
 
∫  = 

45
2

1

2 2
5
x

x

 
 +  
 

 

   =   ( ) ( )
5 5
2 22 4 2 12 2

5 54 1

   
   + − +      
   

 

   = 57
5

  

 4)   ( )( )1 3x x dx+ +∫   = ( )2 4 3x x dx+ +∫   

    = 
3 2

4 3
3 2
x x x c

 
+ + + 

 
  

    = 
3

22 3
3
x x x c+ + +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น ( )( )
1

1

1 3x x dx
−

+ +∫  =  
13

2

1

2 3
3
x x x

−

 
+ + 

 
  

                                    = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33

2 211 2 1 3 1 2 1 3 1
3 3

 − 
 + + − + − + −      

  

                            = 20
3

  

 5) เนื่องจาก         1x
x x

−
+

 = 
( )( )

( )
1 1

1

x x

x x

− +

+
 

     = 
1x

x
−

 

     = 
1
21 x

−
−  
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  จะได   1x dx
x x

−
+∫  = 

1
21 x dx

− 
− 

 
∫  

     = 
1
2

1
2

xx c− +  

     = 2x x c− +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น  
9

4

1x dx
x x

−
+∫  = ( ) 9

4
2x x−  

     = ( ) ( )9 2 9 4 2 4− − −   

     = 3 
 6) เนื่องจาก            2x +  = 2x +    เม่ือ 2x ≥ −  

  จะได     2x dx+∫  = ( )2x dx+∫  

     = 
2

2
2
x x c+ +   เม่ือ 2x ≥ −  และ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น      
1

2

2x dx
−

+∫  = 
12

2

2
2
x x

−

 
+ 

 
 

     = ( ) ( ) ( )
22 21 2 1 2 2

2 2

 − 
 + − + −      

  

     = 9
2

  

 7)   
11
32x x dx

 
+ 

 
∫    = 

43
32

3 4
2 3

x x c+ +   

    = 

43
322 3

3 4
x x c+ +     เม่ือ c  เปนคาคงตัว 
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 ดังนั้น     
64 11

32

1

x x dx
 

+ 
 
∫  =  

6443
32

1

2 3
3 4
x x

 
 +  
 

  

                                    = ( ) ( ) ( ) ( )
3 4 3 4
2 3 2 32 64 3 64 2 1 3 1

3 4 3 4

   
   + − +      
   

  

                            = 6,383
12

  

 8) เนื่องจาก          2
3

1x

x x

−

−
 = 

1 2 1
3 3 3

1 2
3 3

1 1

1

x x x

x x

  
− + +  

  
 

− 
 

 

     = 

2 1
3 3

2
3

1x x

x

+ +  

     = 
1 2
3 31 x x

− −
+ +          เม่ือ 1x ≠  

  จะได     2
3

1x dx
x x

−

−
∫  = 

1 2
3 31 x x dx

− − 
+ + 

 
∫  

     = 

2 1
3 3

2 1
3 3

x xx c+ + +   

     = 

2
13
33 3

2
xx x c+ + +  เม่ือ 1x ≠  และ c  เปนคาคงตัว 

  ดังนั้น 
27

2
8 3

1x dx
x x

 − 
 

− 
∫  = 

272
13
3

8

3 3
2
xx x

 
 + +  
 

 

     = ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 13 3
3 3

3 27 3 8
27 3 27 8 3 8

2 2

   
   + + − + +      
   

  

     = 59
2
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56. 1) กราฟของ ( ) 3 7f x x= − +   เปนเสนตรง และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ]5, 2x∈ −    

  ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 3 7y x= − +  กับแกน X  จาก 

  5x = −  ถึง 2x =  

      เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]5, 2−   

 จะได  ( )
22 2

5 5

3 1613 7 7
2 2
xA x dx x

− −

 −
= − + = + = 

 
∫   

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 3 7y x= − +  กับแกน X  จาก 5x = −    

ถึง 2x =   เทากับ 161
2

 ตารางหนวย 

 2) กราฟของ ( ) 23 2 1f x x x= − −  เปนรูปพาราโบลาหงาย  

  และ ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก [ ]1, 3x∈   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 23 2 1y x x= − −  กับแกน X  จาก  

 1x =  ถึง 3x =  

      เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง [ ]1, 3  

 จะได  ( ) ( )
3 32 3 2

1
1

3 2 1 16A x x dx x x x= − − = − − =∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 23 2 1y x x= − −  กับแกน X  จาก 1x =   

ถึง 3x =  เทากับ 16 ตารางหนวย 

 3) กราฟของ ( ) 212f x x x= − −  เปนรูปพาราโบลาคว่ํา  

  และ ( ) 0f x ≤  สําหรับทุก [ ]6, 4x∈ − −   

 ให A  แทนพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 212y x x= − −  กับแกน X  จาก 

6x = −  ถึง 4x = −   

      เนื่องจาก ( ) 0f x ≤   สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง  [ ]6, 4− −   

 จะได  ( )
44 2 3

2

6 6

5012 12
2 3 3
x xA x x dx x

−−

− −

 
= − − − = − − − = 

 
∫  

 ดังนั้น  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยเสนโคง 212y x x= − −  กับแกน X  จาก 6x = −  

ถึง 4x = −  เทากับ 50
3

  ตารางหนวย 
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57. ข้ันแรกหาพิกัดของจุด A  

 เนื่องจากจุด A  เปนจุดท่ีเสนโคง ( ) 24 16f x x= − +   ตัดกับแกน X   

 ให 0y =   จะได 24 16x =   นั่นคือ 2x = −  หรือ 2x =     

      ดังนั้น พิกัดของจุด A  คือ ( )2, 0  

 ตอไปหาพิกัดของจุด B  

 เนื่องจากจุด B  เปนจุดท่ีเสนโคง ( ) 24 16f x x= − +  ตัดกับแกน Y   

 ให 0x =  จะได 16y =   

 ดังนั้น พิกัดของจุด B  คือ ( )0, 16   

 เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุก x  ท่ีอยูในชวง  [ ]0, 2   

  จะได พ้ืนท่ีสวนท่ีแรเงา  =  ( ) ( )( )
2

2

0

14 16 2 16
2

x dx− + −∫   

   = ( )( )
23

0

4 116 2 16
3 2
x x

 −
+ − 

 
 

  = 16
3

  ตารางหนวย 

58. ให   ( )s t  แทนระยะทางท่ีรถบรรทุกเคลื่อนท่ีไปไดในเวลา t  ชั่วโมง 

  และ ( )v t  แทนอัตราเร็วของรถบรรทุก ณ เวลา t  ชั่วโมง 

      ตองการหาคาของ 49
60

s 
 
 

 

  เนื่องจาก ( )s t  เปนปฏิยานุพันธของ ( )v t  

  จากทฤษฎีบทหลักมูลของแคลคูลัส จะไดวา ( ) ( )
49
60

0

49 0
60

s s v t dt  − = 
  ∫  

     เนื่องจาก 

       ( )
49
60

0

v t dt∫   =  พ้ืนท่ีของบริเวณท่ีปดลอมดวยกราฟของ v  บนชวง 490,
60

 
  

 

                       =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )49 25 47 27 47 35 45 381 20 1 170 60 20
2 60 2 60 2 60

 − + −   − + −   + +    
     

   

                    25.33≈   
  และ ( )0 0s =   
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        จะได 49 25.33
60

s  ≈ 
 

 กิโลเมตร 

  เนื่องจาก 25.33 15 380× ≈  ซ่ึงมีคานอยกวา 450 

  ดังนั้น พรนภาตองจายเงินคาขนยาย 380 บาท 

59.   จาก  ( ) 0f x′′ =  สําหรับทุกจํานวนจริง x  

 จะได  ( )f x′  = ( )f x dx′′∫  

      = 0dx∫  

      = 1c     เม่ือ 1c  เปนคาคงตัว 

 ดังนั้น  ( )f x  = ( )f x dx′∫  

      =  1c dx∫  

      =  1 2c x c+  เม่ือ 2c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก  ( )1f −  =  0  

 ดังนั้น  1 2c c− +  =  0  

 นั่นคือ  2c  =  1c  

 เนื่องจาก  ( )1f  =  4  

 ดังนั้น  1 1c c+  = 4  

 นั่นคือ  1c  =  2  

 จะได    ( )f x  =  2 2x +  

 เนื่องจาก    ( )f x dx∫  = ( )2 2x dx+∫  

      =  
2

2 2
2
x x c

 
+ + 

 
 

      =  2 2x x c+ +    เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 จะไดวา ปฏิยานุพันธของ ( ) 2 2f x x= +  คือ ( ) 2 2F x x x c= + +  

 ดังนั้น             ( )
2

1

f x dx∫  = ( ) 22

1
2x x+  

     = ( )( ) ( )( )2 22 2 2 1 2 1+ − +  
     = 5 
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60. จาก                       ( )F x  = 2 1ax x+ +  

 จะได    ( )F x′  = 2 1ax +  

 นั่นคือ   ( )1F ′  = 2 1a +  

 เนื่องจาก ความชันของเสนสัมผัสเสนโคง ( )y F x=  เม่ือ 1x =  คือ 5   

 ดังนั้น               ( )1F ′  = 5  
                            2 1a +   = 5 
   a   = 2 
 นั่นคือ             ( )F x  = 22 1x x+ +  

และ              ( )f x  = ( )F x′    =  4 1x +   

      เนื่องจาก 4 1 0x + ≤  บนชวง 11,
4

 − −  
  และ 4 1 0x + ≥  บนชวง 1 , 1

4
 −  

 

 ดังนั้น พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  จาก 1x = −  ถึง 1x =  คือ        

       ( ) ( )
1

14

11
4

f x dx f x dx
−

− −

− +∫ ∫  = ( ) ( )
1 1
4 11

4
F x F x

−

− −
− +     

       = ( ) ( )
1 12 24

11
4

2 1 2 1x x x x
−

− −
− + + + + +  

       = ( ) ( )( )
2

21 12 1 2 1 1 1
4 4

     − − + − + − − + − +            
 

        ( ) ( )( )
2

2 1 12 1 1 1 2 1
4 4

     + + + − − + − +            
 

       = 7 72 4
8 8

   − − + −   
   

 

       = 2  ตารางหนวย 

61.  เนื่องจาก ( ) 0f x ≥  สําหรับทุกจํานวนจริง x   

 จึงไดวา สําหรับจํานวนจริง ,a b โดยท่ี 0 a b≤ ≤  พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=    

 จาก x a=  ถึง x b=  มีคาเทากับ ( )
b

a

f x dx∫  

        เนื่องจากกราฟของ f  มีแกน Y  เปนแกนสมมาตร 
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      จะไดวา ( ) ( )f x f x− =  สําหรับทุกจํานวนจริง x   

       ดังนั้น พ้ืนท่ีท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  จาก x a=  ถึง x b=  มีคาเทากับ พ้ืนท่ีท่ีปดลอม 

 ดวยเสนโคง ( )y f x=  จาก x b= −  ถึง x a= −   

      นั่นคือ ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx
−

−

=∫ ∫  สําหรับทุกจํานวนจริง ,a b ท่ี 0 a b≤ ≤  

        นอกจากนี้ สังเกตวา ถา ( ) 0f x ≥  บนชวงปด [ ],a b  และ [ ],c a b∈   

      จะได พ้ืนท่ีปดลอมดวยเสนโคง ( )y f x=  กับแกน X จาก x a=  ถึง x b=      

                       =  ( )
b

a

f x dx∫  

                       =  ( ) ( )
c b

a c

f x dx f x dx+∫ ∫  

      ดังนั้น         ( )
2

1

f x dx
−
∫  = ( ) ( ) ( )

0 1 2

1 0 1

f x dx f x dx f x dx
−

+ +∫ ∫ ∫  

                           อ = ( ) ( ) ( )
1 1 2

0 0 1

f x dx f x dx f x dx+ +∫ ∫ ∫  

                               = ( ) ( )
1 2

0 1

2 f x dx f x dx+∫ ∫  

    เนื่องจาก ( )
2

1

12f x dx
−

=∫  และ ( )
1

0

3f x dx =∫   

       จะได      12  = ( ) ( )
2

1

2 3 f x dx+ ∫  

      นั่นคือ    ( )
2

1

f x dx∫  = 6  

      จะไดวา      ( )
2

2

f x dx
−
∫  = ( ) ( )

1 2

2 1

f x dx f x dx
−

− −

+∫ ∫  

                                    = ( ) ( )
2 2

1 1

f x dx f x dx
−

+∫ ∫  

  = 6 + 12 
  = 18 
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62. 1) จาก        ( )W t′  =      
40
t

−   

  จะได         ( )W t  =     
40
t dt−∫   

            =     
2

80
t c− +        เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก ( )W t  คือปริมาณน้ําในถัง ณ เวลา t  นาที 

 ดังนั้น ปริมาณน้ําท่ีไหลออกตั้งแตเวลา 0t =   ถึง 15t =  นาที คือ 

     ( ) ( )0 15W W−  =     
2 20 15

80 80
c c

   
− + − − +   
   

  

             =       45
16

  แกลลอน 

 2) จาก          ( )W t  =      
2

80
t c− +    และ    ( )0W     = 320 

  จะได     
20

80
c− +  =        320  

  นั่นคือ   c   =        320 

  จะได       ( )W t   =       
2

320
80
t

− +   

 เนื่องจาก  ( ) 0W t =  เม่ือ 320 80 160t = ⋅ =  

 ดังนั้น ตองใชเวลา 160 นาที น้ําจึงจะไหลออกท้ังหมด  

63. 1) ให ( )P t  แทนจํานวนประชากรโลก (มีหนวยเปนลานคน) ในป ค.ศ. t   

  จะได      ( )P t′  = ( )p t   

      = 20.012 48 47,925t t− + −   
  ดังนั้น      ( )P t  = ( )20.012 48 47,925t t dt− + −∫    

      = 3 20.004 24 47,925t t t c− + − +      เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจากใน ค.ศ. 2017 มีจํานวนประชากรโลกประมาณ 7,500 ลานคน ดังนั้น 

                                                ( )2017P  = 7,500   

       ( ) ( ) ( )3 20.004 2017 24 2017 47,925 2017 c− + − +  = 7,500  

  นั่นคือ                                            c  = 31,856,245  

  จะได        ( )P t  = 3 20.004 24 47,925 31,856,245t t t− + − +   
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 2) เนื่องจาก 

    ( )2050P  =  ( ) ( ) ( )3 20.004 2050 24 2050 47,925 2050 31,856,245− + − +    
   =   9,495 

   ดังนั้น  จํานวนประชากรโลกใน ค.ศ. 2050 มีอยูประมาณ 9,495 ลานคน 

64. จาก            dG
dP

   = 2
25
P

− +   

จะได             G  = 2
25
P dP − + 

 ∫  

     =   
2

2
50
P P c− + +        เม่ือ c  เปนคาคงตัว 

 เนื่องจาก 38G =   เม่ือ 10P =   

จะได           38 = 
( ) ( )

210
2 10

50
c− + +  

นั่นคือ            c  = 20 

 จึงไดวา      G  = 
2

2 20
50
P P− + +    

ดังนั้น ถาในโปรตีนผสมสูตรพิเศษมียีสตอยูรอยละ 75  หนูจะมีน้ําหนักเพ่ิมข้ึน 

( ) ( )
275

2 75 20 57.5
50

− + + =   กรัม 
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แหลงเรียนรูเพิ่มเติม 
 
 forvo.com เปนเว็บไซตท่ีรวบรวมการออกเสียงคําในภาษาตาง ๆ กอตั้งข้ึนเม่ือ ค.ศ. 2008 

โดยมีจุดมุงหมายเพ่ือพัฒนาการสื่อสารทางการพูด ผานการแลกเปลี่ยนการออกเสียงคําในภาษา

ตาง ๆ ท้ังจากบุคคลท่ีเปนเจาของภาษาและบุคคลท่ีไมใชเจาของภาษา  forvo.com ไดรับคัดเลือก

จากนิตยสาร Times ใหเปน 50 เว็บไซตท่ีดีท่ีสุดใน ค.ศ. 2013 (50 best websites of 2013) ปจจุบัน

เว็บไซตนี้เปนฐานขอมูลท่ีรวบรวมการออกเสียงท่ีใหญท่ีสุด มีคลิปเสียงท่ีแสดงการออกเสียง

คําศัพทประมาณสี่ลานคําในภาษาตาง ๆ มากกวา 330 ภาษา 

 

 
 
 ครูอาจใชเว็บไซต forvo.com เพ่ือศึกษาเพ่ิมเติมเก่ียวกับการออกเสียงคําศัพทคณิตศาสตร

หรือชื่อนักคณิตศาสตรในภาษาอังกฤษหรือภาษาอ่ืน ๆ ท่ีปรากฏในหนังสือเรียนรายวิชาเพ่ิมเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปท่ี 6 เลม 1 ได เชน finite sequence และ infinite sequence ซ่ึง

เปนคําศัพทคณิตศาสตรในภาษาอังกฤษ หรือ Fibonacci ซ่ึงเปนชื่อนักคณิตศาสตรชาวอิตาเลียน  

  

http://forvo.com/
http://forvo.com/
http://forvo.com/
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